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ВВЕДЕНИЕ

Принципы математического моделирования и применение со-

временных информационных технологий позволяют более полно 

исследовать любые процессы технических и природных систем.

Учебно-методическое пособие состоит из двух модулей. В пер-

вом модуле рассматриваются общие принципы моделирования, 

классификация моделей и основные понятия математического мо-

делирования, вероятностный подход к математическому моделиро-

ванию, регрессионные модели и методы активного планирования 

эксперимента.

Во втором модуле пособия изложены принципы математи-

ческого моделирования технических систем: гидродинамическая 

структура потоков, тепло- и массообмен, кинетика химических ре-

акций. Итогом этого раздела является моделирование химических 

реакторов.

Содержание модулей включает краткий лекционный курс и 

описание выполнения практических заданий с примерами. В каче-

стве средства решения различных задач применяется популярный 

пакет Mathcad, а также табличный процессор Excel.

В основу данной работы положены материалы лекций, прак-

тических занятий по дисциплинам «Моделирование технических и 

природных систем» и «Моделирование технических систем», реали-

зуемых для магистрантов в рамках направления 18.04.01 «Химиче-

ская технология».

Целью разработки учебно-методического пособия является 

обеспечение учебного процесса материалами, необходимыми для 

формирования у будущих специалистов профессиональных знаний 

в сфере использования методов моделирования при проектирова-

нии энерго- и ресурсосберегающих процессов и анализе экспери-

ментальных данных, а также формирования научного и инженер-

ного подходов к решению вопросов рационального использования 

ресурсов в химической технологии, нефтехимии и биотехнологии.

Основной задачей курса «Моделирование технических и при-

родных систем» является формирование способности применять 

методы математического моделирования в комплексной производ-
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ственно-технологической деятельности, способности выполнять 

проектные расчеты отдельных стадий технологического процесса 

с привлечением стандартных средств автоматизированного проек-

тирования, навыков самостоятельного проведения теоретических и 

практических исследований с последующей обработкой и анализом 

результатов исследований.

***

Следует обратить внимание на оформление нумерации рисун-

ков, таблиц и формул во всех лекциях и практических занятиях 1–7: 

во избежание дублирования к номерам рисунков, таблиц и формул в 

лекциях добавлена буква «Л», а в практических занятиях 1–7 – бук-

ва «П» (например, рис. Л1.1. или рис. П1.1).

С практического занятия 8 нумерация рисунков, таблиц и фор-

мул обычная (например, рис. 8.2, таблица 8.4 и т. д.).
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Модуль 1. МОДЕЛИРОВАНИЕ, ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ  
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ВИДЫ И МЕТОДЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

СТАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

Темы лекционных занятий

Лекция 1. Моделирование, основные понятия и определения

Лекция 2. Понятия функции отклика и факторов. Основные 

допущения регрессионного анализа. Формулировка задачи ап-

проксимации

Лекция 3. Эмпирические регрессионные модели с одной и с не-

сколькими переменными

Темы практических занятий

Практическое занятие 1. Построение статических и динамиче-

ских моделей. Построение эмпирических моделей. Линейный ре-

грессионный анализ для построения эмпирических моделей

Практическое занятие 2. Регрессионно-факторный анализ тех-

нологических моделей

Практическое занятие 3. Задачи параметрической и структур-

ной идентификации эмпирической модели, описывающей зависи-

мость давления насыщенного пара индивидуального вещества от 

температуры

Практическое занятие 4. Построение математических моделей 

по результатам активного эксперимента

Учебные вопросы

Изучив данный модуль, студент должен

знать основные понятия и методы математического анализа, 

математической статистики;

уметь:

–– использовать регрессионно-факторный анализ технологических 

моделей в профессиональной деятельности;

–– решать задачи параметрической и структурной идентификации 

эмпирической модели;



— 9 —

владеть навыками:

–– планирования эксперимента, обработкой и представлением по-

лученных результатов;

–– методами построения математических моделей по результатам 

активного эксперимента;

–– методами построения математической модели типовых профес-

сиональных задач и интерпретации полученных результатов.

Методические рекомендации по изучению темы

Изучить учебный материал по дисциплине «Моделирование 
технических систем», использовав лекционный материал и матери-
ал библиотечного фонда по данной тематике.

Акцентировать внимание на изучении видов систем, законов 
протекания реакций и моделирования.

Ответить на контрольные вопросы:
1.	Понятия модели и моделирования.
2.	Классификация математических моделей.
3.	Эмпирические и теоретические модели, их сущность и примеры.
4.	Свойства (функции) модели.
5.	Принципы моделирования.
6.	Этапы моделирования: выбор типа и обоснование степени слож-

ности модели, разработка содержания модели.
7.	Обусловленность использования регрессионных моделей особен-

ностями эмпирических данных.
8.	Динамические модели.

Моделирование, основные понятия и определения

В данном разделе необходимо изучить основные понятия и 

принципы, лежащие в основе моделирования. Математическое мо-

делирование включает три основных этапа:

1.	Формализация изучаемого процесса.

2.	Построение математической модели (составление математиче-

ского описания).

3.	Установление соответствия (адекватности) модели изучаемому 

процессу.

Студент при изучении материала должен разобраться с тем, ка-

кие задачи решаются на каждом этапе.
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Вопросы для самопроверки

1.	Что такое моделирование?

2.	Назовите виды моделирования.

3.	Как подразделяются параметры, влияющие на объект моделиро-

вания?

4.	Какие величины называются входными?

5.	Какие величины называются управляющими?

6.	Какие величины называются возмущающими?

7.	Что такое входные величины?

8.	В чем заключается составление математического описания?

9.	Какой принцип используется при составлении математиче-

ского описания?

10.	Какие задачи решаются на втором этапе построения моделей?

11.	Каким образом производится проверка модели на адекватность 

объекту?

Физическое и математическое моделирование

Существуют два вида моделирования: физическое и математи-

ческое. Изучаемая тема посвящена изложению основных положе-

ний этих видов моделирования, их достоинств и недостатков. Осо-

бое внимание студент должен обратить на принципы, лежащие в 

основе видов моделирования.

Вопросы для самопроверки

1.	Что такое физическое моделирование?

2.	В чем заключается математическое моделирование?

3.	Какой принцип лежит в основе физического моделирования?

4.	Назовите достоинства и недостатки физического моделирования.

5.	Дайте определение математической модели.

6.	Какие уравнения входят в структуру математической модели?

7.	Перечислите типы уравнений, которые могут входить в ма-

тематическую модель.

Классификация моделей

По режимам работы объекта моделирования модели делятся на 

статические и динамические. По свойствам объекта модели разли-

чают модели с распределенными и сосредоточенными параметрами. 
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Целью изучения темы является ознакомление с данными классифи-

кациями и отличительными особенностями моделей разных видов.

Вопросы для самопроверки

1.	Дайте понятие статической модели.

2.	Дайте понятие динамической модели.

3.	Приведите пример модели с распределенными параметрами.

4.	Приведите пример модели с сосредоточенными параметрами.

5.	При решении каких задач используются динамические и статиче-

ские модели?

Построение математических моделей систем  
экспериментальным методом

При изучении материала студент должен уяснить понятия пас-

сивного и активного экспериментов, факторного пространства, 

фактора поверхности отклика, уравнения регрессии и его коэффи-

циентов, а также какие методы используются для расчета этих ко-

эффициентов.

Вопросы для самопроверки

1.	Назовите виды экспериментов.

2.	В чем преимущество активного эксперимента?

3.	Какие переменные называются факторами?

4.	Что такое факторное пространство?

5.	Дайте понятие поверхности отклика.

6.	В виде какого уравнения чаще представляются уравнения регрес-

сии?

7.	Назовите методы расчета коэффициентов уравнения регрессии.

8.	Поясните сущность метода наименьших квадратов.

Нахождение уравнений регрессии по данным  
пассивного эксперимента

Студент должен ознакомиться с методами определения оценок 

параметров уравнений регрессии (корреляции) по данным пассив-

ного эксперимента и проверки значимости параметров и адекват-

ности моделей. Все эти методики предлагается изучить на примерах 

линейной регрессии от одного параметра, параболической регрес-

сии, трансцендентной регрессии, множественной корреляции.
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Вопросы для самопроверки

1.	В чем заключаются методы регрессионного и корреляционного 

анализов?

2.	Что такое сила линейной связи и как она определяется для урав-

нения линейной регрессии от данного параметра?

3.	По какому критерию проверяется адекватность уравнения?

4.	Что такое трансцендентная регрессия и когда она применяется?

5.	Как определяется теснота нелинейной связи?

6.	Что такое выборочный коэффициент корреляции?

7.	Как определяется коэффициент множественной корреляции?

Получение уравнения регрессии по данным  
активного эксперимента

Математическую модель статики исследуемого объекта можно 

получить по результатам активного эксперимента. Активный экс-

перимент позволяет сократить затраты на расчет модели. Методы 

планирования эксперимента позволяют создать план оптимальных 

исследований. При ознакомлении с материалом необходимо разо-

браться с методами получения оптимальных планов и расчета ко-

эффициентов уравнения регрессии по результатам активного экс-

перимента.

Вопросы для самопроверки

1.	Что такое оптимальный план?

2.	Что такое уровень плана?

3.	Как определить количество опытов в полном факторном экспери-

менте?

4.	Как рассчитываются коэффициенты уравнения регрессии по ре-

зультатам полного факторного эксперимента?

5.	В чем заключается оценка значимости уравнения регрессии?
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Лекция 1. Моделирование, основные понятия  
и определения

Модель – это некоторый объект, отличающийся от оригинала 

всеми признаками, кроме тех, которые необходимо изучить.

Модель – такая мысленно представляемая или материально ре-

ализованная система, которая отображает или воспроизводит объ-

ект исследования и способна замещать его так, что изучение модели 

дает нам новую информацию об объекте.

Модели бывают:

–– математические, представляют собой математическое описание 

процессов или объектов исследования. Для построения таких 

моделей и операций над ними используются различные разделы 

математики (дифференциальное исчисление, математическая 

статистика, теория графов);

–– физические, представляют собой сооружения, отражающие гео-

метрические, физические или химические параметры исследуе-

мого объекта.

Моделирование – замещение исследуемого объекта (оригинала) 

его условным образом, описанием или другим объектом (моделью) 

и познание свойств оригинала путем исследования свойств модели.

Моделирование – это исследование процесса на моделях с целью 

предсказания результатов их протекания в аппаратах заданной кон-

струкции любых размеров.

Существует два основных метода моделирования:

–– физическое моделирование – метод исследования на физических 

моделях;

–– математическое моделирование – метод исследования на матема-

тических моделях.

Физическое моделирование

Физическое моделирование – это метод исследований на моде-

лях, которые имеют одинаковую с оригиналом физическую природу 

и воспроизводят весь комплекс свойств изучаемых явлений. Метод 

известен с XV века.
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Теоретической основой физического моделирования является те-

ория подобия, обеспечивающая условия переноса результатов экспе-

римента с модели на оригинал.

Основой теории подобия являются теоремы:

•	Ньютона – Бертрана;

•	Бекингема – Федермана;

•	Кирпичева – Гухмана.

Практически физическое моделирование сводится к последова-

тельному процессу, т. е. в несколько этапов воспроизводит исследу-

емую систему в большем масштабе, вплоть до промышленной моде-

ли (рис. Л1.1).
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Рис. Л1.1. Этапы воспроизведения исследуемой системы

Метод физического моделирования до недавнего времени нахо-

дил широкое применение в аэро- и гидродинамике, кораблестро-

ении, мостостроении, в химической технологии и т. д. Этот метод 

позволяет получить необходимый опытный материал, объяснить 

механизм изучаемых явлений. Кроме того, к преимуществам метода 

физического моделирования следует отнести полную воспроизво-

димость процесса, наглядность изучения явлений, не поддающихся 

математическому описанию. Наряду с достоинствами, метод физи-

ческого моделирования имеет и существенные недостатки:

–– при исследовании каждого нового процесса необходимо создать 

новую модель;

–– изменение параметров моделируемого объекта связано с трудно-

стями переработки модели;

–– дороговизна моделей сложных объектов.

Если моделируемый процесс сложен и зависит от большого чис-

ла параметров, то в его описание войдет целый ряд критериев подо-

бия. Равенство некоторых из них будет недостижимо из-за невоз-

можности их одновременной реализации. Таким образом, полное 

подобие исследуемых процессов не удается обеспечить, если число 

определяющих критериев больше двух или трех.
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Для химико-технологических процессов метод физического моде-

лирования практически не применяется.

Математическое моделирование

Под математическим моделированием понимают процесс уста-

новления соответствия данному реальному объекту некоторого ма-

тематического объекта, называемого математической моделью, и 

исследование этой модели, позволяющее получать характеристики 

рассматриваемого реального объекта.

Математическое моделирование является методом научного ис-

следования, который основан на познании изучаемых процессов с 

помощью математической модели. Метод основывается на матема-

тическом подобии.

По сравнению с физическим, математическое моделирование – 

более универсальный метод. Математическое моделирование:

–– позволяет осуществить с помощью одного устройства исследова-

ние целого класса задач, имеющих одинаковое математическое 

описание;

–– использует весьма эффективное средство исследования объек-

тов – быстродействующую вычислительную технику;

–– экономичнее метода физического моделирования как по затратам 

времени, так и по стоимости;

–– позволяет сравнительно просто изменять параметры исследуемо-

го объекта.

Математическое моделирование не лишено и недостатков. При-

нимаемые допущения при математическом моделировании нередко 

существенно искажают сущность процесса, что значительно сни-

жает точность результатов решения задач. Кроме того, при матема-

тическом моделировании не удается визуально наблюдать за ходом 

процесса.

Классификация математических моделей

Математические модели можно классифицировать по несколь-

ким признакам. Рассмотрим некоторые из них.

1. Известно, что математическая модель содержит переменные 

процесса. Если основные переменные процесса изменяются во вре-
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мени и в пространстве, то модели, описывающие такие процессы, 

называются моделями с распределенными параметрами. Обычно эти 

модели записываются в виде дифференциальных уравнений в част-

ных производных. Если основные переменные процесса не изменя-

ются в пространстве, а изменяются только во времени, то математи-

ческие модели, описывающие такие процессы, называют моделями 

с сосредоточенными параметрами. Они записываются в виде обык-

новенных дифференциальных уравнений.

2. По характеру режимов процессов, протекающих в модели-

руемых объектах, различают статические и динамические модели. 

Статическая модель включает описание связей между основными 

переменными процесса в установившихся режимах (в равновесном 

состоянии без изменения во времени). Динамическая модель включает 

описание связей между основными переменными процесса во време-

ни при переходе от одного режима к другому. Совокупность статиче-

ской и динамической моделей с ограничениями и дополнительными 

условиями называют полной математической моделью процесса.

3. По природе процессов, протекающих в моделируемых объек-

тах, различают модели детерминированные и вероятностные (сто-

хастические). Модель, описывающая процесс, в котором значение 

выходной величины однозначно определяется значением входной 

величины, называется детерминированной. Модель, описывающая 

процесс, в котором изменение выходных величин происходит бес-

порядочно и часто дискретно, при этом значение выходной величи-

ны не находится в однозначном соответствии с входной, называется 

стохастической.

Этапы математического моделирования

1.	Идентификация (формализация) объекта.

2.	Выбор численного метода для решения математической модели.

3.	Формирование алгоритма.

4.	Формирование программы вычислений и выполнение расчетов 

на ЭВМ.

5.	Проверка адекватности математической модели на основании экс-

периментальных данных и адаптация модели к реальным условиям.

6.	Интерпретация результатов расчетов и выдача рекоменда-

ций по практической реализации исследуемого процесса.
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Для проверки адекватности математической модели, т. е. уров-

ня ее соответствия реальному процессу, нужно сравнить результаты 

измерения на процессе с результатами предсказания модели в иден-

тичных условиях (при определенных значениях входных и управля-

ющих параметров) и подстроить параметры математического объ-

екта. Такая проверка позволяет оценить точность математической 

модели и, следовательно, возможность ее применения для решения 

различных задач.

Параметры моделирования (рис. Л1.2).

Х – входные параметры: контролируемые и нерегулируемые 

(объем реактора, тип катализатора и его свойства, состав сырья, 

влажность и т. д.).

U – управляемые параметры: контролируемые и регулируемые 

(температура, давление, скорости потоков и т. д., на которые мож-

но оказывать прямое воздействие в соответствии с определенными 

требованиями).

Z – возмущающие параметры: неконтролируемые и нерегулиру-

емые (случайным образом меняются во времени – примеси, напря-

жение в сети, температура окружающей среды, перепады давления 

и т. д.).

Y – выходные параметры, определяются режимом и характери-

зуют состояние процесса, формирующееся под суммарным воздей-

ствием Х, U, Z.
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Рис. Л1.2. Параметры моделирования

Составление математического описания объекта. При составле-

нии математического описания объекта, как правило, используют 

блочный принцип (системный подход), согласно которому состав-

лению математического описания предшествует анализ отдельных 

элементарных процессов, протекающих в объекте моделирования. 
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При этом эксперименты по изучению каждого такого процесса про-

водят в условиях, максимально приближающихся к условиям эксплу-

атации объекта моделирования. Далее составляется математическое 

описание каждого из этих процессов. Заключительным этапом явля-

ется объединение всех исследованных элементарных процессов (бло-

ков) в одну систему уравнений математического описания объекта 

моделирования. Достоинством данного принципа является то, что 

его можно использовать на стадии проектирования объекта, когда 

окончательный вариант аппаратурного оформления еще неизвестен. 

К методам составления математического описания химико-техноло-

гических и энерго-, ресурсосберегающих процессов относят анали-

тический, экспериментальный и экспериментально-аналитический.

Аналитические методы включают способы вывода уравне-

ний статики и динамики на основе теоретического анализа фи-

зико-химических процессов, протекающих в исследуемом объ-

екте, конструктивных параметров аппаратуры и характеристик 

перерабатываемых веществ. При выводе этих уравнений использу-

ются фундаментальные законы сохранения вещества и энергии, ки-

нетические закономерности переноса массы и теплоты химических 

превращений.

Сущность экспериментально-аналитического метода заключает-

ся в аналитическом составлении уравнения описания, проведении 

экспериментальных исследований и нахождении по их результатам 

параметров уравнений.

Экспериментальный метод – метод составления математическо-

го описания для управления и исследования объектов в узком диа-

пазоне изменения входных и выходных переменных. Наблюдаемые 

процессы описываются алгебраическими или линейными диффе-

ренциальными уравнениями с постоянными коэффициентами.

В составе математического описания на основе физической при-

роды объекта можно выделить несколько групп уравнений. Фор-

мирование математической модели в виде совокупности подсистем 

(блоков) приведено на рис. Л1.3. Применение метода математическо-

го моделирования связано с большим объемом расчетов по модели, 

реализуемым на компьютерах, что, в свою очередь, вызвано большим 

числом уравнений, входящих в математическое описание задачи.
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в этом случае представляет собой систему эмпирических зависи-

мостей, полученных в результате статистического обследования 

действующего объекта. Такие модели называются статистически-

ми. Модели записываются в виде уравнений регрессии (Л1.1), ко-

торые устанавливают взаимосвязь между входными и выходными 

параметрами объекта:
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y = b
0
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 · x

1
 + b

12
 · x

1
 · x
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 · x
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2 + b
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 · x

2
2 + ...       (Л1.1)

Как правило, это уравнения полиномиального типа.

Например, уравнение зависимости теплоемкости от темпера-

туры:

C
pi
 = a

i
 + b

i
 · T + c

i
  T2,                                     (Л1.2)

где a
i
, b

i
, c

i
 – полиномиальные коэффициенты.

Основным недостатком эмпирического подхода является отсут-

ствие прогнозирующей способности. Результаты математического 

моделирования справедливы только в исследуемом интервале ва-

рьирования параметров.

Основные области применения метода математического моде-

лирования:

•	исследование технологических режимов энерго- и ресурсосбере-

гающих процессов (ЭРП);

•	разработка и совершенствование новых технологий;

•	оптимизация и управление энерго- и ресурсосберегающими про-

цессами (ЭРП);

•	автоматизированное проектирование энерго- и ресурсосберегаю-

щих процессов (ЭРП);

•	разработка информационно-моделирующих систем в химиче-

ской технологии.

Технологии комплексного моделирования представляют собой 

последовательность действий:

1) определение цели моделирования;

2) разработка концептуальной модели;

3) формализация модели;

4) программная реализация модели;

5) планирование модельных экспериментов;

6) реализация плана эксперимента;

7) анализ и интерпретация результатов моделирования.

Соответственно, общая схема моделирования имеет следующий вид:

1) проблема;

2) постановка задачи;

3) описание исходных данных;
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4)	формализация задачи, выбор временной и пространственной шкал 

модели;

5) выбор метода построения модели;

6) планирование эксперимента;

7) получение и обработка экспериментальных данных;

8) идентификация неизвестных характеристик модели;

9) выбор метода решения задачи;

10) вычислительный эксперимент;

11) анализ и интерпретация результатов моделирования;

12) принятие решений об использовании результатов;

13) практическое использование модели.

Для прикладного использования в моделировании технологиче-

ских процессов представляется целесообразным рассмотреть отдель-

но алгоритмы построения аналитической и эмпирической моделей.

Алгоритм построения аналитической модели

1.	Выявление противоречия и формулирование проблемы.

2.	Определение объекта исследования. Постановка задачи (задач) 

исследования.

3.	Анализ априорной информации. Формулирование гипотезы ис-

следования.

4.	Выбор входных и выходных факторов.

5.	Формализация задачи.

6.	Построение модели.

7.	Планирование и проведение эксперимента.

8.	Интерпретация результатов моделирования.

9.	Оценка пригодности модели.

10. Решение задачи оптимизации (если таковая имеется).

11. Использование модели. Документирование результатов.

Алгоритм построения эмпирической модели

1.	Выявление противоречия и формулирование проблемы.

2.	Определение объекта исследования. Постановка задачи (задач) 

исследования.

3.	Анализ априорной информации. Формулирование гипотезы ис-

следования.

4.	Выбор входных и выходных факторов.

5.	Формализация задачи.
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6.	Планирование и проведение эксперимента.

7.	Обработка результатов эксперимента.

8.	Построение модели.

9.	Проверка адекватности модели.

10. Интерпретация результатов моделирования.

11. Оценка пригодности модели.

12. Решение задачи оптимизации (если таковая имеется).

13. Использование модели. Документирование результатов.

Краткая характеристика основных этапов алгоритмов 
построения аналитических и эмпирических моделей

Этап выявления противоречия и формулирования проблемы

Данный этап моделирования является первым и самым ответ-

ственным. От правильности формулирования проблемы исследо-

вания зависят результаты моделирования и затраты (материальные, 

финансовые, временные) на моделирование и исследование объек-

та. Однако не стоит к результатам, полученным в финале этого эта-

па, относиться как к догме: в ходе моделирования формулировка и 

содержание проблемы часто корректируются, уточняются. К тому 

же на всех последующих этапах построения модели возможно воз-

вращение к самому началу работы с целью лучшего понимания ис-

следуемой проблемы.

Этап определения объекта исследования и постановки задачи (задач)

На этом этапе проблему необходимо «раздробить»: выделить 

задачи, четко их сформулировать и определить стратегию и такти-

ку решения каждой из них. Все задачи исследования должны быть 

хорошо структурируемыми – это позволит быстрее найти пути их 

решения. Очень важно также правильно и корректно поставить во-

прос в каждой задаче и определить ее приоритет и место в общем 

списке решаемых задач.

Этап анализа априорной информации, формулирования гипотезы 

исследования

Анализ априорной информации базируется на изучении уже 

имеющихся результатов исследования подобных объектов и реше-

ния подобных задач другими исследователями и выявлении ана-

логов с целью повышения эффективности собственного исследо-



— 23 —

вания. Источниками априорной информации являются отчеты по 

научно-исследовательской работе, книги, периодические издания, 

материалы конференций, информационные ресурсы Интернета.

Результаты анализа априорной информации должны быть сле-

дующими:

–– четкое уяснение сути собственного исследования и возможных 

методик его проведения;

–– осмысление причин удач и неудач предшествующих исследователей;

–– предварительный выбор входных и выходных факторов и их обо-

значений;

–– выбор метода построения и исследования модели;

–– формулирование гипотезы о возможном характере математиче-

ской модели.

Этап выбора входных и выходных факторов

Фактор – измеряемая переменная величина, принимающая  

в каждый момент времени некоторое определенное значение из 

своей области определения.

При моделировании технологических процессов можно сфор-

мулировать следующие требования к входным факторам:

–– они должны быть взаимно независимыми;

–– они должны быть количественными и сравнительно легко изме-

ряемыми;

–– они должны быть простыми и иметь физический смысл;

–– они должны быть универсальными и полными с точки зрения 

описания свойств и структуры исследуемого объекта.

Выходной фактор должен быть однозначным (в статистическом 

смысле этого слова).

В обратных задачах (задачах оптимизации) выходной фактор ча-

сто называют критерием оптимизации.

Выделяют следующие виды критериев оптимизации:

–– экономические критерии оптимизации: прибыль, себестоимость, 

затраты;

–– технический (или технологический) – производительность;

–– технико-экономические: безотказность, восстанавливаемость и т. д.;

–– прочие критерии оптимизации: экологические, эргономические, 

эстетические и т. д.
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В технологических процессах машиностроения критериями оп-

тимизации могут быть стойкость режущего инструмента, точность 

базирования, точность и шероховатость обработанных поверхно-

стей, сила и температура резания и т. д.

Если фактор не имеет количественного измерения (например, 

носит качественный характер), можно использовать ранжирование.

Ранг – субъективная количественная оценка качественного 

фактора, измеренная по заранее выбранной шкале и не имеющая 

физической размерности.

Этап формализации задачи

Современный математический аппарат требует, чтобы задача 

была поставлена формально, т. е. в виде математической формулы.

Следовательно, необходим переход от вербального описания 

априорной информации об объекте (схемы, текста, таблицы, гра-

фика и пр.) к количественным соотношениям между выходными и 

входными факторами (а в модели – переменными).

Под формализацией будем понимать «перевод» задачи иссле-

дования и априорной информации об объекте с языка вербального 

описания на язык математического описания.

Формализация позволяет повысить качество и скорость реше-

ния задач моделирования объектов и процессов (так как в абсо-

лютном большинстве случаев используется уже разработанное ма-

тематическое и программное обеспечение, например, MATHLAB, 

MATHCAD, MAPLE, STATISTICA, STАTGRAPHICS и др.).

Этап построения модели

При построении аналитической модели можно использовать 

«модели-заготовки». В них подставляют конкретные граничные и 

начальные условия для решения поставленной задачи.

При построении эмпирической модели сначала нужно провести 

эксперимент. Затем результаты экспериментальных исследований 

обрабатываются математическим аппаратом статистического ана-

лиза (регрессионного, дисперсионного, корреляционного и т. д.). 

Построение регрессионных моделей будет рассмотрено нами далее.

Этап планирования и проведения эксперимента

Основой планирования эксперимента является теория плани-

рования факторного эксперимента, позволяющая определить не-
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обходимое и достаточное количество опытов эксперимента. В ал-

горитме построения эмпирической модели этот этап обязательно 

предшествует построению модели.

В алгоритме построения аналитической модели планирование 

и проведение эксперимента осуществляется после построения мо-

дели и выполняется для оценки точности аналитической модели. 

При построении аналитических моделей нередки случаи, когда для 

проверки точности разрабатываемой модели объекта используются 

экспериментальные данные, полученные другими исследователями 

в другом месте и в другое время.

При планировании эксперимента определяются окончательное 

количество самих входных факторов и количество их уровней.

Уровень фактора – конкретное значение фактора из его области 

определения при экспериментальном исследовании объекта.

Совокупность уровней входных факторов объекта (по одному 

уровню от фактора) определяет одно состояние объекта.

Если число уровней всех входных факторов одинаково, то число 

всех состояний объекта (N
c
) можно определить по формуле

N
c
 = pk,                                               (Л1.3)

где k – общее количество входных факторов; p – число уровней каж-

дого фактора.

Цель планирования эксперимента – определить количество 

факторов и их уровней для получения необходимой и достаточной 

информации об объекте исследования.

Этап проверки адекватности модели (для эмпирических моделей)

Адекватность (от лат. adaequatus – приравненный) модели ха-

рактеризует ее соответствие экспериментальным данным.

Этап интерпретации результатов моделирования

Интерпретация – «перевод» для пользователя результатов моде-

лирования исследуемого объекта с языка математики на язык вер-

бального описания (в схемы, графики, таблицы и т. д.).

На этапе интерпретации оценивается, насколько результаты мо-

делирования (в частности модель) соответствуют здравому смыслу и 

существующей информации о поведении и свойствах объекта.
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Этап решения задачи оптимизации

Задачи оптимизации – наиболее распространенные научно-тех-

нические задачи. Они возникают в тот момент, когда установлена 

возможность осуществления процесса и требуется найти наилучшие 

(оптимальные) условия его реализации. Всегда необходимо четко 

формулировать, в каком смысле условия должны быть оптимальны-

ми. Это влияет на выбор целей исследования. Выше были рассмо-

трены прямые и обратные задачи. Обратные задачи по своей сути  

и являются задачами оптимизации.

При решении задач оптимизации необходимо выбрать метод 

поиска оптимального решения в зависимости от особенностей ис-

следуемого объекта, модели и решаемой задачи и применить его для 

получения наилучших характеристик или вариантов поведения объ-

екта или воздействия на него.

Этап использования модели и документирования результатов

После получения и проверки модели для ее дальнейшего ис-

пользования необходимо оформить результаты моделирования.

Лекция 2. Понятия функции отклика и факторов.  
Основные допущения регрессионного анализа. 

Формулировка задачи аппроксимации

Планирование эксперимента – раздел математической стати-

стики, изучающий рациональную организацию измерений и на-

блюдений. Планирование эксперимента состоит в процедуре выбо-

ра числа и условий проведения опытов, необходимых и достаточных 

для исследования объекта с заданной точностью. Планирование 

эксперимента обеспечивает:

–– одновременное варьирование всех факторов по специальным 

правилам;

–– использование математического аппарата, формализующего 

многие действия экспериментатора;

–– выбор четкой стратегии, позволяющей принимать обоснованные 

решения после каждой серии экспериментов;

–– минимизацию числа опытов, ресурсов (финансовых, временных, 

материальных, человеческих).
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В основе построения эмпирических моделей лежит теория 

многофакторного эксперимента (МФЭ), разработанная Р. Фише-

ром в 30-е гг. ХХ в., которая опирается на изучение состояния и 

поведения объекта при одновременном изменении нескольких 

входных факторов.

В теории многофакторного эксперимента сам эксперимент по-

нимается как совокупность опытов. Опыт – воспроизведение ис-

следуемого объекта в строго определенных условиях при возможно-

сти регистрации результатов.

По форме проведения и представления результатов экспери-

менты бывают качественными и количественными.

Количественный эксперимент не только фиксирует сам факт 

существования того или иного объекта, процесса или явления, но и 

позволяет установить соотношение между количественными харак-

теристиками поведения исследуемого объекта и количественными 

характеристиками внешнего воздействия.

Фактор – некоторая переменная величина, принимающая  

в каждый момент времени определенное значение из своей области 

определения и отражающая внешнее воздействие на объект или его 

отклик на это воздействие.

Уровень фактора – конкретное значение фактора из его области 

определения при экспериментальном исследовании объекта.

При проведении опытов очень важно, может ли исследователь 

во время опытов устанавливать те уровни факторов, которые пред-

ставляют для него интерес. С этой точки зрения различают следую-

щие факторы:

–– контролируемые и управляемые – это факторы, для которых 

можно не только зарегистрировать их уровень, но и задать в ка-

ждом опыте любое возможное значение;

–– контролируемые, но не управляемые – это факторы, уровни ко-

торых можно только регистрировать, но задавать в каждом опыте 

определенное значение практически невозможно;

–– неконтролируемые – это факторы, уровни которых не регистри-

руются исследователем, он даже может не подозревать об их су-

ществовании.
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Если исследователь имеет возможность контролировать и 

управлять уровнями факторов, то такой эксперимент можно назвать 

активным. Если исследователь может только наблюдать и регистри-

ровать, но не имеет возможности управлять уровнями факторов, то 

это пассивный эксперимент.

Во время экспериментального исследования объект рассматри-

вается как «черный ящик» (рис. Л2.1).
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Рис. Л2.1. Объект исследования 
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Рис. Л2.2. Геометрическая интерпретация полного факторного экспери-

мента N = 22 

 

Проведение эксперимента 
Перед проведением эксперимента необходимо выяснить следующее: 

1) можно ли установить выбранные уровни входных факторов на ис-

пользуемом для эксперимента оборудовании и удерживать их во время 

опыта; 

2) возможно ли возникновение негативных последствий от реализа-

ции выбранных сочетаний уровней факторов; 

Рис. Л2.1. Объект исследования

Выходные факторы в эксперименте еще называют откликом, 

а зависимость Y
j
 = f(X

1
, X

2
, … X

k
), которую пытаются установить, – 

функцией отклика.

Выбор уровней факторов

Совокупность областей определения входных факторов назовем 

факторным пространством.

Планирование эксперимента начинают с выбора нулевого уров-

ня каждого входного фактора, в качестве которого может быть взята 

любая точка факторного пространства эксперимента.

Но одной точки – нулевого уровня – для проведения экспери-

мента и получения необходимой информации недостаточно. Нуж-

ны еще точки. Построение плана эксперимента – это выбор точек 

(уровней входных факторов) относительно нулевого уровня.

Для определения других уровней входных факторов вводится 

интервал варьирования каждого входного фактора.

Чтобы определить верхний уровень входного фактора, следует 

интервал варьирования прибавить к нулевому уровню данного фак-

тора, а чтобы определить нижний уровень, нужно вычесть интервал 

варьирования из нулевого уровня.

К интервалу варьирования входного фактора предъявляются 

следующие требования:

–– он не может быть менее ошибки, с которой измеряется данный 

фактор, иначе уровни фактора будут неразличимы;
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–– он не может быть слишком большим, т. е. нижние и верхние уров-

ни не должны покидать области определения фактора и области 

проведения эксперимента.

Обычно при первичном планировании эксперимента количе-

ство уровней по всем входным факторам выбирают одинаковым. 

Тогда количество опытов в эксперименте (N
э
) может быть опреде-

лено по формуле

N
э
 = p

э
kэ,                                             (Л2.1)

где p
э
 – число уровней каждого входного фактора; k

э
 – число вход-

ных факторов, исследуемых в эксперименте.

Если из анализа априорной информации известно, что иссле-

дуемая зависимость Y
j
 = f(X

1
, X

2
, … X

k
) является линейной, то доста-

точно реализовать эксперимент, в котором каждый входной фактор 

имеет только два уровня, т. е.:

N
э
 = 2kэ.                                              (Л2.2)

Такой план эксперимента называется планом первого порядка.

Если из анализа априорной информации известно, что исследуе-

мая зависимость Y
j
 = f(X

1
, X

2
, … X

k
) является нелинейной, то достаточ-

но реализовать эксперимент, в котором каждый входной фактор име-

ет три уровня. Такой план называется планом второго порядка (Л2.3).

N
э
 = 3kэ.                                             (Л2.3)

Полный факторный эксперимент

Полный факторный эксперимент (ПФЭ) – это эксперимент,  

в котором реализуются все возможные сочетания всех уровней всех 

входных факторов (например: N
э
 = 2kэ, N

э
 = 3kэ).

Условия полного факторного эксперимента записывают в виде 

таблицы – матрицы планирования эксперимента.

Для эксперимента, исследующего объект с двумя входными 

факторами, каждый из которых изменяется по двум уровням, ма-

трица планирования имеет следующий вид (табл. Л2.1):
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Таблица Л2.1

Матрица планирования полного факторного эксперимента N
э
 = 22

№ 
п/п

Х
1

Х
2

Y
эксп

1 − − Y
1эксп

2 − + Y
2эксп

3 + − Y
3эксп

4 + + Y
4эксп

Примечание. Знаком «+» обозначены верхние уровни факторов, знаком «−» – 
нижние.

Геометрическая интерпретация полного факторного экспери-

мента N = 22 (рис. Л2.2).

Если выбрано два нижних и два верхних уровня, то они обозна-

чаются так: «−2» – второй нижний, «−1» – первый нижний, «+1» – 

первый верхний, «+2» – второй верхний.
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мента N = 22 

 

Проведение эксперимента 
Перед проведением эксперимента необходимо выяснить следующее: 

1) можно ли установить выбранные уровни входных факторов на ис-

пользуемом для эксперимента оборудовании и удерживать их во время 

опыта; 

2) возможно ли возникновение негативных последствий от реализа-

ции выбранных сочетаний уровней факторов; 

Рис. Л2.2. Геометрическая интерпретация полного  
факторного эксперимента N = 22

Проведение эксперимента

Перед проведением эксперимента необходимо выяснить следу-

ющее:

1)	можно ли установить выбранные уровни входных факторов на ис-

пользуемом для эксперимента оборудовании и удерживать их во 

время опыта;
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2)	возможно ли возникновение негативных последствий от реализа-

ции выбранных сочетаний уровней факторов;

3)	возможно ли проведение параллельных опытов во время экспери-

мента;

4)	когда были проверены и откалиброваны измерительные приборы.

Параллельными называются опыты, в которых уровни факто-

ров повторяются. Рекомендуется повторять эксперименты не менее 

трех раз.

Если требуется установить только количественную связь между 

входными и выходными факторами, то такой эксперимент часто на-

зывают интерполяционным.

Планирование эксперимента предполагает активное и пассивное 

вмешательство в процесс и возможность выбора в каждом опыте тех 

уровней факторов, которые представляют интерес. Методы иденти-

фикации объектов принято разделять на две группы:

•	пассивный эксперимент идентификации объектов;

•	активный эксперимент идентификации объектов.

Пассивный эксперимент идентификации объектов заключается 

в сборе и анализе информации о состоянии технологических пара-

метров объекта без специального изменения входных параметров 

процесса. Допустим, произведено наблюдение за каким-либо про-

цессом (в терминах статистической теории эксперимента – реали-

зован пассивный эксперимент); результаты наблюдений занесены  

в таблицу. Необходимо, пользуясь приведенной в таблице инфор-

мацией, получить математическое выражение модели экспери-

мента. При этом вид ее предполагается известным, а параметры 

– неизвестными.

Достоинства: практически полностью отсутствуют затраты на 

эксперимент.

Недостатки: в нормальных условиях эксплуатации колебания 

технологического режима невелики, и поэтому экспериментальные 

точки близки друг к другу. В этих условиях на точность описания 

могут сильно повлиять случайные ошибки. Необходимо иметь до-

статочно большое количество экспериментальных данных.

Для обработки таких экспериментальных данных необходимо 

решить задачу структурной идентификации и задачу параметриче-
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ской идентификации эмпирического уравнения (модели), описы-

вающего зависимость: Y = f(x).

Решение задачи структурной идентификации заключается в вы-

боре уравнения, наилучшим образом описывающего эксперимен-

тальные данные.

Для того чтобы сравнить уравнения между собой, необходимо 

для каждого из них решить задачу параметрической идентификации 

– рассчитать коэффициенты.

Число коэффициентов уравнения определяет объем экспери-

мента. Поэтому выбирают такой полином, который содержит как 

можно меньше коэффициентов, но удовлетворяет требованию про-

стоты и адекватности, под которой понимается способность модели 

предсказывать результаты эксперимента в некоторой области с тре-

буемой точностью.

Расчет коэффициентов производится с использованием крите-

рия метода наименьших квадратов (МНК).

Вид критерия метода наименьших квадратов:
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6. Приведение формулы в матричный вид: 
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Алгоритм нахождения коэффициентов  
на примере уравнения Антуана

1. Линеаризация уравнения (так как для получения системы ли-

нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) необходимо, чтобы моде-

ли были линейными относительно параметров (коэффициентов)):
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                  (Л2.5)

2. Замена постоянных:

a
0
 = AC + B;

a
1
 = A;                                               (Л2.6)

a
2
 = (-C).

И линеаризованное уравнение принимает вид:

T lnP = a
0
 + a

1
T + a

2 
lnP.                           (Л2.7)
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3. Критерий метода наименьших квадратов в этом случае запи-

сывается в виде:
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6. Приведение формулы в матричный вид: 

, (Л2.11)

                 (Л2.8)

4. Дифференцирование уравнений (аналитический подход к ре-

ализации линейного метода МНК).

Для определения коэффициентов эмпирического уравнения 

(модели) можно записать СЛАУ:
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5. Перегруппировка членов системы.

Получаем СЛАУ относительно а
0
, а

1
 и а

2
:
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6. Приведение формулы в матричный вид: 
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6. Приведение формулы в матричный вид:
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6. Приведение формулы в матричный вид: 
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где P
iy  – расчетное значение из уравнения регрессии; f – степень свободы: 

.2

2
ад

eS
S

F   (Л2.17)

F < Fтабл – уравнение адекватно. 

Если уравнение неадекватно, то необходимо пересчитывать уравне-

ние регрессии с большей степенью. 

Лекция 3. Эмпирические регрессионные модели с одной и с 
несколькими переменными 

Эмпирические модели объектов и процессов представляют собой ре-

зультат обработки экспериментальных данных о поведении объекта или 

процесса методами математического статистического анализа. Очень часто 

для построения моделей объектов по результатам экспериментальных ис-

Формула обратной матрицы (при использовании метода обрат-

ной матрицы для решения СЛАУ вектор а определяется с помощью 

матричной формулы):
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где P
iy  – расчетное значение из уравнения регрессии; f – степень свободы: 
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7. После этого компоненты вектора а должны быть пересчитаны 

в натуральные значения коэффициентов.

8. Далее проводится проверка коэффициентов на значимость, 

для этого:
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где y
i
 – результаты дополнительных опытов; y

ср
 – средние значения 

этих результатов; f
e
 – число степеней свободы: f

e
 = k − 1; k – количе-

ство параллельных опытов;

б) определяем значение t-критерия Стьюдента:
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.2

2
ад

eS
S

F   (Л2.17)

F < Fтабл – уравнение адекватно. 

Если уравнение неадекватно, то необходимо пересчитывать уравне-

ние регрессии с большей степенью. 
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для построения моделей объектов по результатам экспериментальных ис-
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где b
i
 – каждый коэффициент; N

э
 – количество экспериментов;

в) сравниваем с табличным значением Стьюдента:

– если t
j
 > t

табл
, коэффициент считается значимым;

– если t
j
 < t

табл
, коэффициент считается незначимым и b

i
 = 0;

г) далее проводим проверку на адекватность по F-критерию Фи-

шера.

Для этого вычисляем остаточную дисперсию (дисперсию адек-

ватности):
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Эмпирические модели объектов и процессов представляют собой ре-

зультат обработки экспериментальных данных о поведении объекта или 

процесса методами математического статистического анализа. Очень часто 

для построения моделей объектов по результатам экспериментальных ис-

                                    (Л2.15)
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где P
iy  – расчетное значение из уравнения регрессии; f – степень свободы: 
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для построения моделей объектов по результатам экспериментальных ис-

 – расчетное значение из уравнения регрессии; f – степень 

свободы:

f = N
э
 − d,                                           (Л2.16)

где d – количество значимых коэффициентов;

д) определяем расчетное значение критерия Фишера: 
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F < Fтабл – уравнение адекватно. 

Если уравнение неадекватно, то необходимо пересчитывать уравне-

ние регрессии с большей степенью. 

Лекция 3. Эмпирические регрессионные модели с одной и с 
несколькими переменными 

Эмпирические модели объектов и процессов представляют собой ре-

зультат обработки экспериментальных данных о поведении объекта или 

процесса методами математического статистического анализа. Очень часто 

для построения моделей объектов по результатам экспериментальных ис-

                                             (Л2.17)

F < F
табл

 – уравнение адекватно.

Если уравнение неадекватно, то необходимо пересчитывать 

уравнение регрессии с большей степенью.

Лекция 3. Эмпирические регрессионные модели  
с одной и с несколькими переменными

Эмпирические модели объектов и процессов представляют со-

бой результат обработки экспериментальных данных о поведении 

объекта или процесса методами математического статистического 

анализа. Очень часто для построения моделей объектов по результа-

там экспериментальных исследований используют математический 

аппарат регрессионного и корреляционного анализов.

Основная задача корреляционного анализа – выявление зна-

чимости связи между значениями различных случайных величин. 

Зависимость между величинами (в том числе и случайными), при 

которых одному значению одной величины (аргумента) отвечает 

одно или несколько вполне определенных значений другой вели-

чины, называется, соответственно, однозначной или многозначной 

функциональной зависимостью. Зависимость между величинами, 

при которой каждому значению одной величины отвечает с соответ-

ствующей вероятностью множество возможных значений другой, 

называют вероятностной (стохастической, статистической).

Математический аппарат регрессионного анализа позволяет:

–– оценить неизвестные параметры предлагаемой к исследованию 

регрессионной модели;

–– проверить статистическую значимость параметров модели;

–– проверить адекватность модели;

–– оценить точность модели.
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Вид регрессионной модели предлагает сам исследователь, при 

этом он исходит из следующего:

– физической сущности изучаемого объекта или явления;

– характера экспериментального материала;

– анализа априорной информации.

Самым простым для моделирования является объект, у кото-

рого один входной и один выходной факторы (рис. Л3.1). Входной 

фактор характеризует воздействие на исследуемый объект. Выход-

ной фактор характеризует реакцию (отклик) объекта на воздействие 

входного фактора.

32 
 

 

 
Рис. Л3.1. Объект исследования с одним входным и одним выходным фак-

торами 

 
Рис. Л3.2. Графическое отображение результатов эксперимента 

 
Рис. Л3.3. Построение линии регрессии 

 

Обычно построение моделей и исследование объекта начинают с са-

мых простых моделей – линейных. Линейной модели соответствует кривая 

регрессии в виде простой линии. Как видно из графика (рис. Л3.3), всегда 

Рис. Л3.1. Объект исследования с одним входным и одним  
выходным факторами

Для начала построения эмпирической модели необходимо 

иметь данные экспериментальных исследований объекта (в виде та-

блицы или графика), в которых каждому значению входного факто-

ра (X) соответствует значение выходного фактора (Y), т. е. известна 

пара чисел (х
i
, y

i
). Пары случайных переменных (x, y) подчиняются 

некоторому двумерному вероятностному распределению. Общее 

количество пар чисел пусть равно m (рис. Л3.2).
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Обычно построение моделей и исследование объекта начинают с са-

мых простых моделей – линейных. Линейной модели соответствует кривая 

регрессии в виде простой линии. Как видно из графика (рис. Л3.3), всегда 

Рис. Л3.2. Графическое отображение результатов эксперимента

Данный график называется диаграммой рассеяния или точеч-

ной диаграммой. Необходимо найти такую кривую, которая бы 
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наилучшим образом аппроксимировала экспериментальные точки. 

Для удобства дальнейшего исследования объекта эта кривая долж-

на иметь для своего описания одну единственную формулу (функ-

цию). Если мы соединим точки на графике, то получим ломаную 

линию, состоящую из нескольких прямых отрезков и описываемую 

соответствующим количеством линейных моделей. Это крайне не-

удобно для исследования. Необходимо найти кривую, наилучшим 

образом описывающую все экспериментальные точки (рис. Л3.3). 

Такую кривую называют кривой регрессии или регрессионной кри-

вой Y по X. В общем случае кривая регрессии может иметь любой 

вид (монотонно возрастающая, монотонно убывающая, с точками 

перегиба и т. д.), но она должна быть непрерывной, т. е. не должна 

иметь разрывов. В самом простом случае кривая регрессии имеет 

вид прямой линии.
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Обычно построение моделей и исследование объекта начинают с са-

мых простых моделей – линейных. Линейной модели соответствует кривая 

регрессии в виде простой линии. Как видно из графика (рис. Л3.3), всегда 

Рис. Л3.3. Построение линии регрессии

Обычно построение моделей и исследование объекта начинают 

с самых простых моделей – линейных. Линейной модели соответ-

ствует кривая регрессии в виде простой линии. Как видно из гра-

фика (рис. Л3.3), всегда имеются отклонения экспериментальных 

точек от кривой регрессии, что вызвано влиянием других (неучтен-

ных в модели) внешних факторов на исследуемый объект. В модели-

ровании выходной фактор еще называют зависимой выходной пе-

ременной, а входной – независимой входной переменной. Во время 

исследования объекта входной фактор всегда носит детерминиро-

ванный характер, а выходной – случайный. Выражение, которое 
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устанавливает связь между случайной зависимой и детерминиро-

ванной независимой переменными, представляет собой уравнение 

регрессии. Термин «уравнение регрессии», строго говоря, не совсем 

корректный, но общепринятый. Модель, построенная на основе 

уравнения регрессии, является регрессионной моделью. Как ука-

зывалось ранее, для получения регрессионных моделей (уравнений 

регрессии) используется математический аппарат регрессионного 

анализа. Подбор кривой регрессии и регрессионной модели обычно 

начинают с простой прямой линии и, соответственно, с линейной 

модели. Если иметь неограниченно большое количество экспери-

ментальных точек, то линейная регрессионная модель имеет вид:

y = β
0
 + β

1
 ∙ x + ε,                                      (Л3.1)

ŷ = β
0
 + β

1
 ∙ x,                                          (Л3.2)

где ŷ – значения выходной переменной, рассчитанные (предсказан-

ные) по линейной модели; x – значения входной переменной; β
0
 и 

β
1
 – коэффициенты регрессии; ε – остаток (невязка).

Определение коэффициентов регрессии осуществляется на ос-

нове метода наименьших квадратов. Метод наименьших квадратов 

применяют в тех случаях, когда случайная вариация входного фак-

тора пренебрежительно мала по сравнению с наблюдаемым диапа-

зоном его измерения, т. е. значения входной переменной считаются 

фиксированными. Суть метода в том, что подбираются такие β
0
 и 

β
1
, при которых сумма квадратов отклонений измеренных величин 

y от предсказанных ŷ была бы минимальной. Для пар наблюдений 

можно записать:

y = β
0
 + β

1
x

i
 + ε

i
.                                      (Л3.3)

Отклонение измеренной величины y от предсказанной ŷ:

ε
i
 = y

i
 − ŷ = y

i
 − (β

0
 + β

1
)x.                              (Л3.4)

Сумма квадратов отклонений выражается в виде:
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(Л3.10)

где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 

выходного фактора, соответствующее xi;  – среднее значение входного 

фактора, определяемое по формуле 

; 
(Л3.11)

 – среднее значение выходного фактора, определяемое по формуле 

. 
(Л3.12)

Коэффициент регрессии b0: 

.10 xbyb   (Л3.13)

Получаем 

 ,ˆ 1 xxbyy i   (Л3.14)

где x  и y  – координаты «центра тяжести» экспериментальных данных, 

через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-

                           (Л3.5)

где S – функция суммы квадратов.
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Подберем b
0
 и b

1
 так, чтобы при подстановке их вместо β

0
 и β

1
 

значение S было минимальным из возможных. Найдем частные 

производные:
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где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 

выходного фактора, соответствующее xi;  – среднее значение входного 
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(Л3.12)
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.10 xbyb   (Л3.13)
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 ,ˆ 1 xxbyy i   (Л3.14)

где x  и y  – координаты «центра тяжести» экспериментальных данных, 

через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-

                            (Л3.6)
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где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 

выходного фактора, соответствующее xi;  – среднее значение входного 

фактора, определяемое по формуле 
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(Л3.11)

 – среднее значение выходного фактора, определяемое по формуле 
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(Л3.12)

Коэффициент регрессии b0: 

.10 xbyb   (Л3.13)

Получаем 
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где x  и y  – координаты «центра тяжести» экспериментальных данных, 

через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-

                            (Л3.7)

Наименьшее значение суммы квадратов отклонений достигается 

в том случае, когда коэффициенты β
0
 и β

1
 удовлетворяют условию:
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где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 

выходного фактора, соответствующее xi;  – среднее значение входного 

фактора, определяемое по формуле 

; 
(Л3.11)

 – среднее значение выходного фактора, определяемое по формуле 

. 
(Л3.12)

Коэффициент регрессии b0: 

.10 xbyb   (Л3.13)

Получаем 

 ,ˆ 1 xxbyy i   (Л3.14)

где x  и y  – координаты «центра тяжести» экспериментальных данных, 

через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-

                                       (Л3.8)

Имеющиеся экспериментальные данные в виде пар (х
i
, y

i
) яв-

ляются лишь ограниченной выборкой из общего числа состояний 

исследуемого объекта. Поэтому можно определить только оценки 

коэффициентов β
0
 и β

1
, которые обозначают, соответственно, b

0
 и b

1
.

ŷ = b
0
 + b

1
x.                                             (Л3.9)

Такие модели в литературе часто называют однофакторными ре-

грессионными моделями. Коэффициент регрессии b
1
 определяется 

по формуле
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где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 
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через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-
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где х
i
 – значение входного фактора во время эксперимента; y

i
 – зна-

чение выходного фактора, соответствующее x
i
; 
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ȳ– среднее значение выходного фактора, определяемое по формуле
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Коэффициент регрессии b
0
:
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где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 
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Получаем
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где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 
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где 
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где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 

выходного фактора, соответствующее xi;  – среднее значение входного 

фактора, определяемое по формуле 

; 
(Л3.11)

 – среднее значение выходного фактора, определяемое по формуле 

. 
(Л3.12)

Коэффициент регрессии b0: 

.10 xbyb   (Л3.13)

Получаем 

 ,ˆ 1 xxbyy i   (Л3.14)

где x  и y  – координаты «центра тяжести» экспериментальных данных, 

через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-

 и ȳ – координаты «центра тяжести» экспериментальных дан-

ных, через который обязательно проходит линия регрессии.
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Многофакторная (множественная) линейная регрессия

Для построения модели необходимо иметь данные эксперимен-

тальных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где 

каждой комбинации значений входных факторов соответствует зна-

чение выходного фактора. Данные экспериментальных исследова-

ний объекта представлены в табл. Л3.1.

Таблица Л3.1

Данные эксперимента

Номер экс-
перимента

X
1

X
2

… X
k

Y

1 x
11

x
21

… x
k1

y
1

2 x
12

x
22

… x
k2

y
2

3 x
13

x
23

… x
k3

y
3

…

m x
1m

x
2m

… x
km

y
m

Моделирование объекта со сложным внешним воздействием 

в виде нескольких входных факторов, так же, как и для объекта с 

одним входным фактором, начинается с линейной модели. Если 

иметь неограниченно большое количество экспериментальных то-

чек, то линейная регрессионная модель с несколькими входными 

переменными имеет вид:

ȳ = β
0
 + β

1
x

1
 + β

2
x

2
 + β

3
x

3
 + … + β

k
x

k
,                (Л3.15)

где x
1
, x

2
, x

3
 и т. д. – значения входной переменной; β

0
, β

1
, β

2
, …, β

k
 – 

коэффициенты регрессии.

Имеющиеся экспериментальные данные в виде комбинаций (х
1i
, 

x
2i
, x

3i
, …, x

ki
, y

i
) являются лишь ограниченной выборкой из общего 

числа состояний исследуемого объекта. Поэтому можно определить 

только оценки коэффициентов β
0
, β

1
, β

2
, …, которые обозначают, со-

ответственно, b
0
, b

1
, b

2
, b

3
, …, b

k
:

ȳ = b
0
 + b

1
x

1
 + b

2
x

2
 + b

3
x

3
 + … + b

k
x

k
.                   (Л3.16)

Такие модели в литературе часто называют многофакторными мо-

делями. Однако определить коэффициенты регрессии b
i
 так, как это 
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делается для однофакторной модели – по методу наименьших ква-

дратов, в данном случае не представляется возможным. Необходи-

мо использовать основы алгебры матриц и матричного исчисления.

Матричный подход к определению коэффициентов регрессии

Запишем для нашего случая матрицы X, Y, B:
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где Rky – частный коэффициент корреляции k-й входной переменной и вы-

ходной переменной; Rij – частный коэффициент корреляции i-й и j-й вход-

ных переменных (i = 1, k; j = 1, k; i ≠ j). 

Этап 2: выбирается входная переменная с максимальным коэффици-

ентом корреляции Riy. Эта переменная первой вводится в модель. 
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                            (Л3.18)

Определим размерность этих матриц:

– Y – вектор наблюдений (m ∙ 1);

– X – матрица независимых переменных (m(k + 1));

– В – вектор коэффициентов регрессии ((k + 1) ∙ 1).

Следовательно, произведение В ∙ Х не существует, и множе-

ственная линейная регрессия может быть записана в виде:

Y = X ∙ B.                                           (Л3.19)

Использование аппарата линейной алгебры позволяет получить 

общую формулу для определения вектора, содержащего коэффици-

енты регрессии:

B = (X′ ∙ X)−1 = X′ ∙ Y,                              (Л3.20)

где (X′ ∙ X)−1 – обратная матрица; X′ – транспонированная матрица.

Определением коэффициентов регрессионной модели построе-

ние модели не заканчивается. Необходимо также определить адек-

ватность и точность предлагаемой многофакторной модели.
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Шаговые методы построения регрессионных моделей. На прак-

тике при исследовании объектов и построении регрессионных мо-

делей с несколькими входными переменными используют шаговые 

(итерационные) методы, позволяющие обоснованно включать в 

модель только наиболее влиятельные и значимые входные факто-

ры. Чаще всего применяют метод исключения переменных и метод 

включения переменных. 

Метод исключения переменных состоит из нескольких этапов.

Этап 1: предлагается регрессионная модель, включающая все 

исследуемые входные переменные.

Этап 2: рассчитывается частный F-критерий Фишера для ка-

ждой входной переменной F
Xi

 и оценивается статистическая значи-

мость каждой входной переменной аналогично тому, как это выпол-

няется для модели в целом. 

Этап 3: устанавливается входная переменная с минимальным 

значением F
Xi

.

Этап 4: минимальное значение F-критерия сравнивается с гра-

ничным значением. Если F
min

 > F
табл

(m, α), то соответствующая 

входная переменная считается статистически значимой и остается 

в модели. Следовательно, предложенная на этапе 1 модель стати-

стически значима, адекватна и может быть использована для ис-

следования объекта. Анализ оставшихся входных переменных уже 

не проводится. Далее рассчитываются коэффициенты регрессии 

и множественный коэффициент корреляции. Если F
min

 < F
табл

, то 

соответствующая входная переменная статистически незначима и 

должна быть удалена из модели как неадекватная. Следует помнить, 

что для многофакторных моделей табличное значение F-критерия 

зависит еще и от числа входных переменных.

Этап 5: после удаления статистически незначимой входной пе-

ременной для оставшихся входных переменных снова пересчитыва-

ются их частные F-критерии.

Этап 6: устанавливается входная переменная (из оставшихся)  

с минимальным значением F
Xi

.

Этап 7: этапы 4, 5, 6 повторяются до тех пор, пока в модели не 

останутся только статистически значимые переменные.
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Если после выполнения указанных процедур в модели не оста-

нется ни одной статистически значимой переменной, то модель 

построить нельзя. Скорее всего, причина в просчетах, допущенных 

при планировании эксперимента на основе анализа априорной ин-

формации. В этом случае следует снова внимательно проанализи-

ровать априорную информацию, заново спланировать и провести 

эксперимент и обработать его результаты. Если в модели остаются 

входные переменные, то переходят к расчету коэффициентов ре-

грессии и оценке точности модели.

Метод включения переменных также состоит из этапов.

Этап 0: в модели нет ни одной входной переменной.

Этап 1: рассчитывается корреляционная матрица (из частных 

коэффициентов корреляции входных переменных друг с другом и с 

выходной переменной):
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случае не представляется возможным. Необходимо использовать основы 

алгебры матриц и матричного исчисления. 

Матричный подход к определению коэффициентов регрессии 
Запишем для нашего случая матрицы X, Y, B: 

 

(Л3.17)

В матрице X все элементы первого столбика равны единице. Будем 

считать это фиктивной входной переменной X0 с постоянным значением. 

 

(Л3.18)

 

 

(Л3.21)

где Rky – частный коэффициент корреляции k-й входной переменной и вы-

ходной переменной; Rij – частный коэффициент корреляции i-й и j-й вход-

ных переменных (i = 1, k; j = 1, k; i ≠ j). 

Этап 2: выбирается входная переменная с максимальным коэффици-

ентом корреляции Riy. Эта переменная первой вводится в модель. 

                           (Л3.21)

где R
ky

 – частный коэффициент корреляции k-й входной перемен-

ной и выходной переменной; R
ij
 – частный коэффициент корреля-

ции i-й и j-й входных переменных (i = 1, k; j = 1, k; i ≠ j).

Этап 2: выбирается входная переменная с максимальным ко-

эффициентом корреляции R
iy
. Эта переменная первой вводится  

в модель.

Этап 3: определяется частный F-критерий введенной входной 

переменной, который одновременно является критерием адекват-

ности всей модели. Если F
расч

 < F
табл

, то соответствующая входная 

переменная статистически незначима, т. е. должна быть удалена из 

модели, а сама модель неадекватна. Оставшиеся входные перемен-

ные имеют с выходной переменной еще менее тесную корреляци-

онную связь. Следовательно, в данной ситуации модель построить 

не представляется возможным.

Если F
расч

 > F
табл

(m, α), то соответствующая входная переменная 

считается статистически значимой и остается в модели.
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Этап 4: корреляционная матрица пересчитывается без учета 

влияния выбранной входной переменной.

Этап 5: из оставшихся входных переменных выбирается пере-

менная с максимальным коэффициентом корреляции R
iy
. Эта пере-

менная вводится в модель следующей.

Этап 6: определяется F-критерий новой модели. Если F
расч

 < F
табл

, 

то вновь введенная в модель входная переменная статистически 

незначима и должна быть удалена из модели как неадекватная.  

В модели остается одна входная переменная.

Этап 7: процедуры 4, 5, 6 повторяются до тех пор, пока не сфор-

мируется окончательный вид модели. Дальше переходят к расчету 

коэффициентов регрессии и оценке точности модели.

Сравнивая данные методы, можно сказать следующее:

–– метод исключения входных переменных дает вполне удовлетво-

рительные результаты при моделировании;

–– метод включения входных переменных более экономичен в вы-

числительном аспекте.

Практическое занятие 1 
Построение статических и динамических моделей. 

Построение эмпирических моделей. Линейный 
регрессионный анализ для построения  

эмпирических моделей

Регрессионный анализ позволяет оценить степень связи между 

переменными, предлагая механизм вычисления предполагаемо-

го значения переменной из нескольких уже известных значений. 

Используя регрессионный анализ, можно продлить линию тренда  

в диаграмме за пределы реальных данных для предсказания буду-

щих значений.

Описание последовательности действий при моделировании

Полученные в результате эксперимента данные зависимости 

между величинами х и у можно представить в виде табл. П1.1.
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Таблица П1.1

Экспериментальные данные

х х
1

х
2

х
3

… х
n

y y
1

y
2

y
3

… y
n

Необходимо найти эмпирическую формулу y = f(x), связываю-

щую между собой соответствующие значения переменных так, что-

бы значения этой функции при x = x
i
 возможно мало отличались бы 

от y
i
, полученных из опыта.

Алгоритм работы

1.	Построить математическую модель в виде эмпирической формулы.

2.	Сделать оценку параметров модели.

3.	Проверить модель на адекватность.

Методика выполнения работы

1.	Оформить исходные данные в виде сводной таблицы Microsoft Excel.

2.	С помощью Мастера диаграмм M. Excel построить график зави-

симости всего диапазона данных сводной таблицы.

3.	Построить линию тренда.

4.	Для полученных математических моделей сделать оценку параме-

тров:

а) провести вычисление средней квадратичной ошибки δ;

б) сравнить δ с величиной достоверности аппроксимации – R.

5.	Проверить модель на адекватность. Функция, которой соответ-

ствует минимальное значение δ и максимальное значение R, яв-

ляется математической моделью, наиболее близко описывающей 

исходные данные.

Выбор общего вида эмпирической формулы может быть произ-

веден на основе теоретических представлений о характере изучае-

мой зависимости. В других случаях приходится подбирать формулу, 

сравнивая кривую, построенную по данным наблюдений с типич-

ными графиками формул. Такими графиками могут служить линии 

тренда, которые можно добавить на диаграмму Microsoft Excel.
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Линия тренда – это графическое представление направления 

изменения ряда данных. Линии тренда используются для анализа 

ошибок предсказания.

Точность аппроксимации. Линия тренда в наибольшей степени 

приближается к представленной на диаграмме зависимости, если 

значение R-квадрат равно или близко к 1. При аппроксимации дан-

ных с помощью линии тренда значение R-квадрат рассчитывается 

автоматически. Полученный результат можно вывести на диаграмме.

При этом можно использовать следующие функциональные за-

висимости:

1. Линейная: 

Y = a + bx, 

где a – координата пересечения оси абсцисс и b – угол наклона кон-

станты.

2. Логарифмическая: 

Y = c ln x + b, 

где c и b – константы, ln – функция натурального логарифма.

3. Экспоненциальная: 

Y = cеbx, 

где c и b – константы, e – основание натурального логарифма.

4. Степенная: 

Y = cxb, 

где c и b – константы.

5. Полиномиальная: 

Y = b + c
1
x + c

2
x

2
 + c

3
x

3
 + … + c

6
x

6
, 

где b и c
1
 … c

6
 – константы.

Величина достоверности аппроксимации – R. Число от 0 до 1 

отражает близость значений линии тренда к фактическим данным. 

Линия тренда наиболее соответствует действительности, когда зна-

чение R в квадрате близко к 1. Оно также называется квадратом сме-

шанной корреляции.

Классический подход к оцениванию параметров линейной ре-

грессии Y = a + bx основан на методе наименьших квадратов, кото-

рый позволяет получить такие оценки параметров а и b, при которых 
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сумма квадратов отклонений фактических значений Y результатив-

ного признака от расчетных (теоретических) f(х) будет минимальна:

ОШ = S(f(х) − Y)2  ⇒ min,

ОШ
лин

 = (f
лин

(x
i
) − y

i
)2; ОШ

эксп
 = (f

эксп
(x

i
) − y

i
)2; ОШ

лог
 = (f

лог
(x

i
) − y

i
)2.

Из всего множества линий регрессии на графике выбирается 

тот, у которого сумма квадратов расстояний по вертикали между 

точками и этой линией была бы минимальной.

Средняя квадратическая ошибка вычисляется по формуле
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Рис. П1.1. График зависимости pH от объемной доли спирта (X – объемная 

доля спирта, Y – уровень pH): а – без линии тренда; б – с линией линейного 

тренда 

 

Добавим к построенному графику линию тренда, которая позволяет 

однозначно определить характер наблюдаемой динамики (рис. П1.2, П1.3). 

.                                   (П1.1)

Пример. Построение статических и динамических моделей. По-

строение эмпирических моделей. Линейный регрессионный анализ 

для построения эмпирических моделей.

Цели работы

1.	Построить математическую модель в виде эмпирической формулы.

2.	Сделать оценку параметров модели.

3.	Проверить модель на адекватность.

Исходные данные – в табл. П1.2.

Таблица П1.2

Зависимость щелочности и показателя активной кислотности pH 
от объемной доли спирта

Объемная доля 
спирта V

1
, мл

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

Объемная доля 
воды V

2
, мл

85 80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25

pH Y
1 7,34 7,32 7,42 7,92 7,84 7,86 7,92 7,98 8,03 8,25 8,29 8,4 8,6

Щелочность Y
2 2,5 2,4 2,3 2,1 2 1,8 1,7 1,4 1 1,4 1,2 1,6 0,7

Решение задачи

1. Осуществим выбор прогнозной модели, позволяющей наибо-

лее точно указать зависимость уровня pH водно-спиртовой смеси от 

объемной доли спирта. Для этого построим зависимость величины 

Y
1
 от V

1
 (рис. П1.1).
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Рис. П1.1. График зависимости pH от объемной доли спирта (X – объемная 

доля спирта, Y – уровень pH): а – без линии тренда; б – с линией линейного 

тренда 

 

Добавим к построенному графику линию тренда, которая позволяет 

однозначно определить характер наблюдаемой динамики (рис. П1.2, П1.3). 
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Рис. П1.1. График зависимости pH от объемной доли спирта (X – объемная 

доля спирта, Y – уровень pH): а – без линии тренда; б – с линией линейного 

тренда 

 

Добавим к построенному графику линию тренда, которая позволяет 

однозначно определить характер наблюдаемой динамики (рис. П1.2, П1.3). 

Рис. П1.1. График зависимости pH от объемной доли спирта  
(X – объемная доля спирта, Y – уровень pH): а – без линии тренда;  

б – с линией линейного тренда

Добавим к построенному графику линию тренда, которая по-

зволяет однозначно определить характер наблюдаемой динамики 

(рис. П1.2, П1.3).
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Рис. П1.2. Логарифмический тренд 

 
Рис. П1.3. Степенной тренд 

 

Итак, по значению коэффициента детерминации R2 (квадрата корре-

ляции) наиболее значимой оказывается линейная линия тренда (R2 = 

0,9261, наибольшее значение). Получаем математические модели: 

fлин(x) = 0,0197x + 7,0495; 

fстеп(xi) = 5,5613x0,0957; 

fлог(xi) = 0,753 ln(x) + 5,1483. 

2. Для полученных моделей оценим параметры: проведем вычисле-

ние средней квадратичной ошибки δ. 

Для модели fлин(x) = 0,0197x + 7,0495: 

Рис. П1.2. Логарифмический тренд
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Рис. П1.2. Логарифмический тренд 

 
Рис. П1.3. Степенной тренд 

 

Итак, по значению коэффициента детерминации R2 (квадрата корре-

ляции) наиболее значимой оказывается линейная линия тренда (R2 = 

0,9261, наибольшее значение). Получаем математические модели: 

fлин(x) = 0,0197x + 7,0495; 

fстеп(xi) = 5,5613x0,0957; 

fлог(xi) = 0,753 ln(x) + 5,1483. 

2. Для полученных моделей оценим параметры: проведем вычисле-

ние средней квадратичной ошибки δ. 

Для модели fлин(x) = 0,0197x + 7,0495: 

Рис. П1.3. Степенной тренд

Итак, по значению коэффициента детерминации R2 (квадра-

та корреляции) наиболее значимой оказывается линейная линия 

тренда (R2 = 0,9261, наибольшее значение). Получаем математи-

ческие модели:

f
лин

(x) = 0,0197x + 7,0495;

f
степ

(x
i
) = 5,5613x0,0957;

f
лог

(x
i
) = 0,753 ln(x) + 5,1483.

2. Для полученных моделей оценим параметры: проведем вы-

числение средней квадратичной ошибки δ.

Для модели f
лин

(x) = 0,0197x + 7,0495:
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x 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

y 7,345 7,444 7,542 7,641 7,739 7,838 7,936 8,035 8,133 8,232 8,33 8,429 8,527

δ 0,1041 

ОШлин 0,1409  

R2 0,9261 

 

Для модели fстеп(xi) = 5,5613x0,0957: 

x 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

y 7,207 7,408 7,568 7,701 7,815 7,916 8,006 8,087 8,161 8,229 8,292 8,351 8,407

δ 0,116 

 
 

 ОШстеп 0,1751 

R2 0,9078 

 

Для модели fлог(xi) = 0,753 ln(x) + 5,1483: 

x 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

y 7,187 7,404 7,572 7,709 7,825 7,926 8,015 8,094 8,166 8,231 8,292 8,347 8,399

δ 0,1197  

 ОШлог 0,1862  

R2 0,9024  

 

3. Сравним значения δ полученных формул и величины достоверно-

сти аппроксимации – R. 

Вывод: наилучшим образом исходные данные описывает линейная 

регрессионная модель (δ = 0,1409; R2 = 0,9261). 

4. Осуществим выбор прогнозной модели, позволяющей наиболее 

точно указать зависимость щелочности водно-спиртовой смеси от объем-

ной доли спирта. Для этого построим зависимость величины Y2 от V2 (рис. 

П1.4). 

Для модели f
степ

(x
i
) = 5,5613x0,0957:
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x 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

y 7,345 7,444 7,542 7,641 7,739 7,838 7,936 8,035 8,133 8,232 8,33 8,429 8,527

δ 0,1041 

ОШлин 0,1409  

R2 0,9261 

 

Для модели fстеп(xi) = 5,5613x0,0957: 

x 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

y 7,207 7,408 7,568 7,701 7,815 7,916 8,006 8,087 8,161 8,229 8,292 8,351 8,407

δ 0,116 

 
 

 ОШстеп 0,1751 

R2 0,9078 

 

Для модели fлог(xi) = 0,753 ln(x) + 5,1483: 

x 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

y 7,187 7,404 7,572 7,709 7,825 7,926 8,015 8,094 8,166 8,231 8,292 8,347 8,399

δ 0,1197  

 ОШлог 0,1862  

R2 0,9024  

 

3. Сравним значения δ полученных формул и величины достоверно-

сти аппроксимации – R. 

Вывод: наилучшим образом исходные данные описывает линейная 

регрессионная модель (δ = 0,1409; R2 = 0,9261). 

4. Осуществим выбор прогнозной модели, позволяющей наиболее 

точно указать зависимость щелочности водно-спиртовой смеси от объем-

ной доли спирта. Для этого построим зависимость величины Y2 от V2 (рис. 

П1.4). 
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Для модели f
лог

(x
i
) = 0,753 ln(x) + 5,1483:
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x 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

y 7,345 7,444 7,542 7,641 7,739 7,838 7,936 8,035 8,133 8,232 8,33 8,429 8,527

δ 0,1041 

ОШлин 0,1409  

R2 0,9261 
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 ОШлог 0,1862  

R2 0,9024  

 

3. Сравним значения δ полученных формул и величины достоверно-

сти аппроксимации – R. 

Вывод: наилучшим образом исходные данные описывает линейная 

регрессионная модель (δ = 0,1409; R2 = 0,9261). 

4. Осуществим выбор прогнозной модели, позволяющей наиболее 

точно указать зависимость щелочности водно-спиртовой смеси от объем-

ной доли спирта. Для этого построим зависимость величины Y2 от V2 (рис. 

П1.4). 

3. Сравним значения δ полученных формул и величины досто-

верности аппроксимации – R.

Вывод: наилучшим образом исходные данные описывает линей-

ная регрессионная модель (δ = 0,1409; R 2 = 0,9261).

4. Осуществим выбор прогнозной модели, позволяющей наибо-

лее точно указать зависимость щелочности водно-спиртовой смеси 

от объемной доли спирта. Для этого построим зависимость величи-

ны Y
2
 от V

2
 (рис. П1.4).
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Рис. П1.4. График зависимости щелочности от объемной доли спирта (X – 

объемная доля спирта, Y – щелочность): а – без линии тренда; б – с линией 

линейного тренда 

 

Добавим к построенному графику линию тренда, которая позволяет 

однозначно определить характер наблюдаемой динамики (рис. П1.5, П1.6). 

Рис. П1.4. График зависимости щелочности от объемной доли спирта  
(X – объемная доля спирта, Y – щелочность): а – без линии тренда;  

б – с линией линейного тренда
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Добавим к построенному графику линию тренда, которая по-

зволяет однозначно определить характер наблюдаемой динамики 

(рис. П1.5, П1.6).
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Рис. П1.5. Логарифмический тренд 

 

 
Рис. П1.6. Степенной тренд 

 

По значению коэффициента детерминации R2 (квадрата корреляции) 

наиболее значимой оказывается линейная линия тренда (R2 = 0,9261, 

наибольшее значение). Получаем математические модели: 

fлин(x) = 0,026x + 0,2676; 

fстеп(xi) = 0,0603x0,8324; 

fлог(xi) = 1,2669 ln(x) − 3,2944. 

5. Для полученных моделей оценим параметры: проведем вычисле-

ние средней квадратичной ошибки δ. 

Для модели fлин(x) = 0,026x + 0,2676: 

Рис. П1.5. Логарифмический тренд
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Рис. П1.6. Степенной тренд

По значению коэффициента детерминации R2 (квадрата кор-

реляции) наиболее значимой оказывается линейная линия тренда  

(R 2 = 0,9261, наибольшее значение). Получаем математические 

модели:

f
лин

(x) = 0,026x + 0,2676;

f
степ

(x
i
) = 0,0603x 0,8324;

f
лог

(x
i
) = 1,2669 ln(x) − 3,2944.

5. Для полученных моделей оценим параметры: проведем вы-

числение средней квадратичной ошибки δ.
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Для модели f
лин

(x) = 0,026x + 0,2676:
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x 85 80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 

y 2,4776 2,348 2,218 2,088 1,958 1,828 1,698 1,568 1,438 1,308 1,178 1,048 0,918

δ 0,2137  

ОШлин 0,5939  

R2 0,8386  

 

Для модели fстеп(xi) = 0,0603x0,8324: 

x 85 80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 

y 2,434 2,314 2,193 2,071 1,947 1,822 1,694 1,565 1,434 1,300 1,163 1,023 0,879

δ 0,2182 
 

ОШстеп 0,6188 

R2 0,7554  

 

Для модели fлог(xi) = 1,2669 ln(x) − 3,2944: 

x 85 80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 

y 2,334 2,257 2,175 2,088 1,994 1,893 1,782 1,662 1,528 1,379 1,210 1,015 0,784

δ 0,2445 
 

ОШлог 0,7769 

R2 0,7889  

 

6. Сравним значения δ полученных формул и величины достоверно-

сти аппроксимации R. 

Вывод: наилучшим образом исходные данные описывает линейная 

регрессионная модель (δ = 0,2137; R2 = 0,8386). 

Статистические модели множественной регрессии 
Статистические модели множественной регрессии широко исполь-

зуются в химической технологии. В виде таких моделей представлены все 

критериальные уравнения, применяемые для расчетов процессов тепло- и 

массообмена. Задача составления статистической модели множественной 

Для модели f
степ

(x
i
) = 0,0603x 0,8324:
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Для модели f
лог

(x
i
) = 1,2669 ln(x) − 3,2944:
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Для модели fлог(xi) = 1,2669 ln(x) − 3,2944: 

x 85 80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 

y 2,334 2,257 2,175 2,088 1,994 1,893 1,782 1,662 1,528 1,379 1,210 1,015 0,784

δ 0,2445 
 

ОШлог 0,7769 

R2 0,7889  

 

6. Сравним значения δ полученных формул и величины достоверно-

сти аппроксимации R. 

Вывод: наилучшим образом исходные данные описывает линейная 

регрессионная модель (δ = 0,2137; R2 = 0,8386). 

Статистические модели множественной регрессии 
Статистические модели множественной регрессии широко исполь-

зуются в химической технологии. В виде таких моделей представлены все 

критериальные уравнения, применяемые для расчетов процессов тепло- и 

массообмена. Задача составления статистической модели множественной 

6. Сравним значения δ полученных формул и величины досто-

верности аппроксимации R.

Вывод: наилучшим образом исходные данные описывает ли-

нейная регрессионная модель (δ = 0,2137; R 2 = 0,8386).

Статистические модели множественной регрессии

Статистические модели множественной регрессии широко ис-

пользуются в химической технологии. В виде таких моделей пред-

ставлены все критериальные уравнения, применяемые для расчетов 

процессов тепло- и массообмена. Задача составления статистиче-

ской модели множественной регрессии формулируется следующим 

образом. Пусть имеются экспериментальные точки, представляю-

щие собой зависимость выходного параметра  от независимых фак-
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торов x
1
, x

2
, …, x

n
. Этот набор экспериментальных точек получен 

без какой-либо системы проведения опытов. Он может содержать в 

себе результаты, полученные по методу планирования эксперимен-

та, пассивный промышленный эксперимент, а также литературные 

данные других исследователей. Пусть в результате эксперимента по-

лучена таблица значений ряда факторов и соответствующие значе-

ния функции отклика (табл. П1.3).

Таблица П1.3

Значения ряда факторов и функций отклика

№
Первый 
фактор

Второй 
фактор

… j-фактор … k-фактор
Функция 
отклика

1 x
1,1

x
2,1

x
j,1

x
k,1

y
1

э

2 x
1,2

x
2,2

x
j,2

x
k,2

y2э

I x
1,i

x
2,i

x
j,i

x
k,i

y
i
э

N x
1,N

x
2,N

x
j,N

x
k,N

y
N

э

В этом случае уравнение регрессии примет вид:
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так чтобы 

���n��
�

���
� �� � ���� �n ��

�

���
� �� � ����n����

�

���
� �� ������n ����.

�

���
 

��� �
� ��� � �ср������

�� ,	

�n � � � � �
� � � , 

� �n � � �� � � � �� � ���� �n �. 
� 

��� � �����,�� � �����,��������,��,

����� � ��э�� → min
�

���

���� � ���� → min.
�

���

��� �
����� � �����

2 , 

��� �
����� � �����

2 , 

����� 

����� 

��� � ����� � �����
2 � 2�� � ���

2 � ���, 

��� � ����� � �����
2 � 2�� � ���

2 � ��.
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2 � � � ���, 

��� � ����� � �����
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. На первом этапе определяется сте-

пень влияния каждого фактора на Y. Для этого строится матрица 

R
j,k

. Элементы матрицы представляют собой коэффициенты корре-

ляции r
j,k

 между факторами j и k (П1.3).
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так чтобы .  

 

(П1.3)

, 
(П1.4)

. 

Потом вычисляется              

 Э 

 

(П1.5)

Расчет коэффициентов корреляции: 

              (П1.3)

Затем определяются коэффициенты частной корреляции:

48 
 

 

так чтобы .  

 

(П1.3)

,                            (П1.4)

где r
j,Y · 1, 2, ..., i - 1, i + 1 ... k

 – частные коэффициенты корреляции, оце-

нивающие влияние i-фактора на Y при условии, что влияние других 

факторов на Y исключено; DiY – алгебраическое дополнение, ко-
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торое получается из матрицы R
i, y

 путем вычеркивания i-й строки и 

столбца Y; Dii – алгебраическое дополнение, которое получается из 

матрицы R
i, y

 путем вычеркивания i-й строки и i-го столбца; Δ – сим-

вол определителя.

Таким образом, можно расположить все факторы в порядке их 

наибольшего влияния на Y.

Далее подбирается зависимость  от первого влияющего фактора, 

так чтобы 
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1
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) от второго влияющего фактора, так чтобы 

���n��
�

���
� �� � ���� �n ��

�

���
� �� � ����n����

�

���
� �� ������n ����.

�

���
 

��� �
� ��� � �ср������

�� ,	

�n � � � � �
� � � , 

� �n � � �� � � � �� � ���� �n �. 
� 

��� � �����,�� � �����,��������,��,

����� � ��э�� → min
�

���

���� � ���� → min.
�

���

��� �
����� � �����

2 , 

��� �
����� � �����

2 , 

����� 

����� 

��� � ����� � �����
2 � 2�� � ���

2 � ���, 

��� � ����� � �����
2 � 2�� � ���

2 � ��.

��� � ����� � �����
2 � �� � 2�� � ���

2 � � � ���, 

��� � ����� � �����
2 � �� � 2�� � ���

2 � 2 � ���,

. Эти действия повторяются, пока не будут пере-

браны все факторы.

Таким образом, можно по заданным экспериментальным дан-

ным построить мультипликативную модель по методу Брандона. 

Для этого сначала находят степень влияния каждого фактора на 

функцию отклика. Расчет производится с помощью MathСad.

Задание экспериментальных данных:

48 
 

 

так чтобы .  

 

(П1.3)

, 
(П1.4)

. 

Потом вычисляется              

 Э 

 

(П1.5)

Расчет коэффициентов корреляции: 

            (П1.5)
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Расчет коэффициентов корреляции:
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Результаты расчета: 

, 

. 

Из приведенных расчетов следует, что влияние второго фактора на 

функцию отклика, сильнее влияния первого фактора. Поэтому необходимо 

найти: 

 в виде . 

Находят U1 и ищут 

 в виде . 

Исходные данные и результаты вычислений сведены в таблицу. 

x1 x2 Y f2(x2) 
U1 = Y / 

f2(x2) 
f1(x1) YP

ɛ, отн. 

% 

0.15 95 10.3 8.006 1.286528 1.17 9.3615 9.11 

0.18 97 9.6 8.145 1.178642 1.12 9.1374 4.82 

0.19 94 8.9 7.936 1.121416 1.11 8.7946 1.18 

0.44 61 4.7 5.553 0.846342 0.92 5.0845 −8.2 

0.35 60 6.3 5.478 1.150048 0.96 5.2834 16.1 

0.28 65 5.4 5.852 0.922709 1.01 5.9381 −10 

Результаты расчета:

r1y = 0,193,

r2y = 0,815.

Из приведенных расчетов следует, что влияние второго фактора 

на функцию отклика сильнее влияния первого фактора. Поэтому 

необходимо найти: Y
1

P = f
ВЛ1

(k
1
, k

2
, x

ВЛ1
) в виде f

2
(x

2
) = 0,1864 · x

2
0,826.

Находят U
1
 и ищут 

���n��
�

���
� �� � ���� �n ��

�

���
� �� � ����n����

�

���
� �� ������n ����.

�

���
 

��� �
� ��� � �ср������

�� ,	

�n � � � � �
� � � , 

� �n � � �� � � � �� � ���� �n �. 
� 

��� � �����,�� � �����,��������,��,

����� � ��э�� → min
�

���

���� � ���� → min.
�

���

��� �
����� � �����

2 , 

��� �
����� � �����

2 , 

����� 

����� 

��� � ����� � �����
2 � 2�� � ���

2 � ���, 

��� � ����� � �����
2 � 2�� � ���

2 � ��.

��� � ����� � �����
2 � �� � 2�� � ���

2 � � � ���, 

��� � ����� � �����
2 � �� � 2�� � ���

2 � 2 � ���,

i
 = f

ВЛ1
(k

3
, k

4
, x

ВЛ2
) в виде f

1
(x

1
) = 0,76 · x

1
-0,826.

Исходные данные и результаты вычислений сведены в таблицу.

x
1

x
2

Y f
2
(x

2
) U

1
 = Y/f

2
(x

2
) f

1
(x

1
) YP

ɛ, отн. 
%

0.15 95 10.3 8.006 1.286528 1.17 9.3615 9.11

0.18 97 9.6 8.145 1.178642 1.12 9.1374 4.82

0.19 94 8.9 7.936 1.121416 1.11 8.7946 1.18

0.44 61 4.7 5.553 0.846342 0.92 5.0845 −8.2

0.35 60 6.3 5.478 1.150048 0.96 5.2834 16.1

0.28 65 5.4 5.852 0.922709 1.01 5.9381 −10

0.23 57 6.5 5.251 1.237893 1.06 5.5714 14.3

0.36 58 5.1 5.327 0.957421 0.96 5.1048 −0.1

0.42 60 6.2 5.478 1.131793 0.93 5.0689 18.2

0.26 65 5.3 5.852 0.905622 1.03 6.0389 −14

0.23 53 5.8 4.945 1.172979 1.06 5.2465 9.54

0.37 65 5 5.852 0.854361 0.95 5.5736 −11
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x
1

x
2

Y f
2
(x

2
) U

1
 = Y/f

2
(x

2
) f

1
(x

1
) YP

ɛ, отн. 
%

0.57 50 5.1 4.712 1.082252 0.86 4.0681 20.2

0.37 55 4.3 5.098 0.843426 0.95 4.8554 −13

0.28 55 4.6 5.098 0.90227 1.01 5.173 −12

0.24 75 6.3 6.586 0.95652 1.05 6.9212 −9.9

0.28 80 7.7 6.947 1.108409 1.01 7.0487 8.46

Практическое занятие 2 
Регрессионно-факторный анализ технологических 

моделей

Регрессионный анализ позволяет оценить степень связи между 

переменными, предлагая механизм вычисления предполагаемого 

значения y = 0,8551 Ln(x) + 4,6586 переменной из нескольких уже 

известных значений.

В состав M. Excel входит набор средств анализа данных (пакет 

анализа), предназначенный для решения сложных статистических 

и инженерных задач. Для анализа данных следует указать входные 

данные и выбрать параметры. Анализ будет выполнен с помощью 

подходящей статистической или инженерной макрофункции, а ре-

зультат будет помещен в выходной диапазон. Другие средства по-

зволяют представить результаты анализа в графическом виде. Сред-

ства, включенные в пакет анализа данных, доступны через команду 

Анализ данных меню Сервис. Если этой команды нет в меню, необ-

ходимо загрузить надстройку Пакет анализа.

Цель работы: проанализировать влияние функционально-тех-

нологических свойств рецептурных смесей на основе регрессион-

но-факторного анализа.

Пример. В лабораторных условиях было исследовано влияние 

ферментного препарата глюкозооксидазы (х
2
) в сочетании с аскор-

биновой кислотой (х
1
) на качество хлеба (табл. П2.1). Необходимо 

с помощью ЭВМ рассчитать, какой фактор (х
1
 или х

2
) оказывает 

большее влияние на пористость хлеба; построить эмпирическую 

линейную модель зависимости пористости хлеба y от фактора х
1
 или 

х
2
, оказывающего на него большее влияние; выявить, как изменит-
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ся пористость хлеба, если величину глюкозооксидазы увеличить на  

30 % от среднего значения выборки.

Таблица П2.1

Влияние ферментного препарата глюкозооксидазы в сочетании  
с аскорбиновой кислотой на качество хлеба

Количество аскорбино-
вой кислоты х

1
, %

Количество глюкозоок-
сидазы х

2
, % Пористость y, %

0,003 0,0146 87

0,003 0,0853 85

0,017 0,0146 87

0,017 0,0854 85

0,000 0,0500 85

1. Создадим шаблон-таблицу в M. Excel.

2. Определим, какой фактор (количество аскорбиновой кисло-

ты х
1
 или количество глюкозооксидазы х

2
) оказывает большее влия-

ние на пористость хлеба с помощью коэффициента регрессии. Для 

этого построим матрицу коэффициентов корреляции: Сервис → 

Анализ данных → Корреляция (рис. П2.1).
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Рис. П2.1. Определение матрицы коэффициентов корреляции 

 

 
Рис. П2.2. Вид окна пакета «Регрессия» 

 

Линейный регрессионный анализ заключается в подборе графика для 

набора наблюдений с помощью метода наименьших квадратов. 

Получили зависимость: y = 87,3 − 29,1х2. Коэффициент детермина-

ции R2 = 0,78, т. е. доля вариации у объясняется лишь на 78 % вариацией 

(есть смысл «улучшить» модель для вычисления значения). 

Для добавления линии тренда к ряду данных следует: 

 активизировать построенную на основе ряда данных диаграм-

му, т. е. щелкнуть в пределах области диаграммы. В главном меню появит-

ся пункт Диаграмма; 

Рис. П2.1. Определение матрицы коэффициентов корреляции

Корреляционный анализ дает возможность установить, ассо-

циированы ли наборы данных по величине, то есть большие зна-

чения из одного набора данных связаны с большими значениями 

другого набора (положительная корреляция), или, наоборот, малые 

значения одного набора связаны с большими значениями другого 

(отрицательная корреляция), или данные двух диапазонов никак 



— 58 —

не связаны (нулевая корреляция). Коэффициент корреляции, как 

ковариационный анализ, характеризует область, в которой два из-

мерения изменяются вместе. Коэффициент масштабируется таким 

образом, что его значение не зависит от единиц, в которых выраже-

ны переменные двух измерений (табл. П2.2).

Таблица П2.2

Матрица коэффициентов корреляции

Количество 
аскорбиновой 
кислоты х

1
, %

Количество 
глюкозоокси-

дазы х
2
, %

Пористость 
y, %

Количество аскорбиновой 
кислоты х

1
, %

1

Количество глюкозоокси-
дазы х

2
, %

0,000351665 1

Пористость y, % 0,304572452 −0,88317 1

Любое значение коэффициента корреляции должно находиться 

в диапазоне от −1 до +1 включительно. Чем ближе по модулю ко-

эффициент корреляции rху к 1, тем теснее связь между х и у. Если 

│rх
1
у│>│rх

2
у│, то фактор х

1
 оказывает большее влияние на у, чем х

2
.

В результате имеем:

•	rх
1
у = 0,304572452 – связь (между х

1
 и у) слабая;

•	rх
2
у = −0,88317 – связь (между х

2
 и у) умеренная обратная (т. е.  

с увеличением количества глюкооксидазы пористость хлеба 

уменьшается).

Значит, │rх
1
у│<│rх

2
у│, поэтому фактор х

1
 оказывает меньшее 

влияние на у, чем х
2
. Следовательно, будем строить эмпирическую 

зависимость. Метка помечается, если в выделенном диапазоне содер-

жатся имена столбцов. Диапазон входных данных выделяется блоком 

пористости хлеба у от количества глюкооксидазы х
2
.

Построим эмпирическую модель зависимости пористости хлеба 

у от количества глюкооксидазы х
2
. Для этого используем встроен-

ный пакет регрессионного анализа: Сервис → Анализ данных → Ре-

грессия (рис. П2.2).
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Рис. П2.1. Определение матрицы коэффициентов корреляции 

 

 
Рис. П2.2. Вид окна пакета «Регрессия» 

 

Линейный регрессионный анализ заключается в подборе графика для 

набора наблюдений с помощью метода наименьших квадратов. 

Получили зависимость: y = 87,3 − 29,1х2. Коэффициент детермина-

ции R2 = 0,78, т. е. доля вариации у объясняется лишь на 78 % вариацией 

(есть смысл «улучшить» модель для вычисления значения). 

Для добавления линии тренда к ряду данных следует: 

 активизировать построенную на основе ряда данных диаграм-

му, т. е. щелкнуть в пределах области диаграммы. В главном меню появит-

ся пункт Диаграмма; 

Рис. П2.2. Вид окна пакета «Регрессия»

Линейный регрессионный анализ заключается в подборе графика 

для набора наблюдений с помощью метода наименьших квадратов.

Получили зависимость: y = 87,3 − 29,1х
2
. Коэффициент детерми-

нации R
2
 = 0,78, т. е. доля вариации у объясняется лишь на 78 % ва-

риацией (есть смысл «улучшить» модель для вычисления значения).

Для добавления линии тренда к ряду данных следует:

•	активизировать построенную на основе ряда данных диаграмму,  

т. е. щелкнуть в пределах области диаграммы. В главном меню по-

явится пункт Диаграмма;

•	выбрать команду Добавить линию тренда в меню, которое поя-

вится на экране после щелчка на этом пункте.

Эти же действия легко реализуются, если навести указатель 

мыши на график, соответствующий одному из рядов данных, и щел-

кнуть правой кнопкой мыши. В появившемся контекстном меню 

выбрать команду Добавить линию тренда. На экране появится ди-

алоговое окно Линия тренда с раскрытой вкладкой Тип (рис. П2.3).
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Рис. П2.3. Диалоговое окно Линия тренда с раскрытой вкладкой Тип 

 

 
Рис. П2.4. Линия тренда 

 

При необходимости, перейдя на вкладку Параметры (рис. П2.4), 

можно для линии тренда задать следующие параметры: 

 изменить название линии тренда в поле Название аппроксими-

рующей (сглаженной) кривой; 

 задать количество периодов (вперед или назад) для прогноза в 

поле Прогноз; 

Рис. П2.3. Диалоговое окно Линия тренда с раскрытой вкладкой Тип

После этого необходимо:

Выбрать на вкладке Тип необходимый тип линии тренда (по 

умолчанию выбирается тип Линейный). Для типа Полиномиальная 

в поле Степень следует задать степень выбранного полинома.

В поле Построен на ряде перечислены все ряды данных рассма-

триваемой диаграммы. Для добавления линии тренда к конкретно-

му ряду данных следует в поле Построен на ряде выбрать его имя.

64 
 

 
Рис. П2.3. Диалоговое окно Линия тренда с раскрытой вкладкой Тип 

 

 
Рис. П2.4. Линия тренда 

 

При необходимости, перейдя на вкладку Параметры (рис. П2.4), 

можно для линии тренда задать следующие параметры: 

 изменить название линии тренда в поле Название аппроксими-

рующей (сглаженной) кривой; 

 задать количество периодов (вперед или назад) для прогноза в 

поле Прогноз; 

Рис. П2.4. Линия тренда
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При необходимости, перейдя на вкладку Параметры (рис. П2.4), 

можно для линии тренда задать следующие параметры:

•	изменить название линии тренда в поле Название аппроксимиру-

ющей (сглаженной) кривой;

•	задать количество периодов (вперед или назад) для прогноза  

в поле Прогноз;

•	вывести в область диаграммы уравнение линии тренда, для чего 

следует включить флажок Показать уравнение на диаграмме;

•	вывести в область диаграммы значение достоверности аппрокси-

мации R
2
, для чего следует включить флажок Поместить на диа-

грамму величину достоверности аппроксимации (R^2);

•	задать точку пересечения линии тренда с осью Y, для чего следует 

включить флажок Пересечение кривой с осью Y в точке;

•	щелкнуть на кнопке OK, чтобы закрыть диалоговое окно.

Для того чтобы начать редактирование уже построенной линии 

тренда, существует три способа:

1.	Воспользоваться командой Выделенная линия тренда из меню 

Формат, предварительно выбрав линию тренда.

2.	Выбрать команду Формат линии тренда из контекстного меню, 

которое вызывается щелчком правой кнопки мыши по линии 

тренда.

3.	Двойным щелчком по линии тренда.
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Рис. П2.5. Формат линии тренда 

 

 

. 

Найти численные значения коэффициентов K0 Е/R. Эксперименталь-

ные данные приведены в таблице: 

Т, °С 400 452 493 528 561 604 

K 3,23 7,80 15,43 24,21 37,95 60,09 

 
Пример: регрессионно-факторный анализ технологических моделей. 

Цели работы: проанализировать влияние функционально-

технологических свойств рецептурных смесей на основе регрессионно-

факторного анализа. 

Таблица П2.4 

Влияние ферментного препарата глюкозооксидазы в сочетании с 

аскорбиновой кислотой на качество хлеба 

Количество аскорбиновой кис-

лоты x1, % 

Количество глюкозооксида-

зы x2, % 

Пористость 

y, % 

0,003 0,0146 87 

Рис. П2.5. Формат линии тренда
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На экране появится диалоговое окно Формат линии тренда 

(рис. П2.5), содержащее три вкладки: Вид, Тип, Параметры, причем 

содержимое последних двух полностью совпадает с аналогичными 

вкладками диалогового окна Линия тренда. На вкладке Вид можно 

задать тип линии, ее цвет и толщину.

Для удаления уже построенной линии тренда следует выбрать 

удаляемую линию тренда и нажать клавишу Delete.

Достоинствами рассмотренного инструмента регрессионного 

анализа являются:

•	относительная легкость построения на диаграммах линии тренда 

без создания для нее таблицы данных;

•	достаточно широкий перечень типов предложенных линий трен-

дов, причем в этот перечень входят наиболее часто используемые 

типы регрессии;

•	возможность прогнозирования поведения исследуемого процесса 

на произвольное (в пределах здравого смысла) количество шагов 

вперед, а также назад;

•	возможность получения уравнения линии тренда в аналитиче-

ском виде;

•	возможность, при необходимости, получения оценки достовер-

ности проведенной аппроксимации.

К недостаткам можно отнести следующие моменты:

•	построение линии тренда осуществляется лишь при наличии диа-

граммы, построенной на ряде данных;

•	процесс формирования рядов данных для исследуемой характе-

ристики на основе полученных для нее уравнений линий тренда 

несколько загроможден: искомые уравнения регрессий обновля-

ются при каждом изменении значений исходного ряда данных, но 

только в пределах области диаграммы, в то время как ряд данных, 

сформированный на основе старого уравнения линии тренда, 

остается без изменения;

•	в отчетах сводных диаграмм при изменении представления диаграм-

мы или связанного отчета сводной таблицы имеющиеся линии трен-

да не сохраняются, то есть до проведения линий тренда или другого 

форматирования отчета сводных диаграмм следует убедиться, что 

макет отчета удовлетворяет необходимым требованиям.
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Линиями тренда можно дополнить ряды данных, представлен-

ные на диаграммах типа график, гистограмма, плоские ненормиро-

ванные диаграммы с областями, линейчатые, точечные, пузырько-

вые и биржевые.

Нельзя дополнить линиями тренда ряды данных на объемных, 

нормированных, лепестковых, круговых и кольцевых диаграммах.

Задание 1. Требуется определить зависимость растворимости 

хлорида бария в воде (y) и в присутствии хлорида кальция (x) при  

70 °С. Объем выборки n = 6.

Определить коэффициенты уравнения линейной регрессии 

вида  b и выборочный коэффициент корреляции.

Экспериментальные данные – в табл. П2.3.

Таблица П2.3

Экспериментальные данные

x, % 0 5 8 10 15 20

y, % 32 25 20 17 11 5

Задание 2. Найти зависимость содержания Fe, % (y), в кристал-

лах медного купороса CuSO
4
·от содержания FeSO

4
, г/л (x), в ма-

точном растворе: а) определить коэффициенты полиномиального 

уравнения регрессии второго порядка; б) определить выборочный 

коэффициент корреляции.

Каждый опыт повторяется два раза. Результаты опытов приве-

дены в таблице:

x, г/л 50 60 70 85 100 105

y, % 0,65 0,84 0,96 0,84 0,93 1,2 1,33 1,47 1,75 1,86 2,32 2,48

Задание 3. Опытным путем определены значения константы 

скорости реакции К при 6 различных температурах t. Зависимость 

константы скорости реакции от абсолютной температуры Т выра-

жается показательной функцией вида:
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Рис. П2.5. Формат линии тренда 

 

 

. 

Найти численные значения коэффициентов K0 Е/R. Эксперименталь-

ные данные приведены в таблице: 

Т, °С 400 452 493 528 561 604 

K 3,23 7,80 15,43 24,21 37,95 60,09 

 
Пример: регрессионно-факторный анализ технологических моделей. 

Цели работы: проанализировать влияние функционально-

технологических свойств рецептурных смесей на основе регрессионно-

факторного анализа. 

Таблица П2.4 

Влияние ферментного препарата глюкозооксидазы в сочетании с 

аскорбиновой кислотой на качество хлеба 

Количество аскорбиновой кис-

лоты x1, % 

Количество глюкозооксида-

зы x2, % 

Пористость 

y, % 

0,003 0,0146 87 
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Найти численные значения коэффициентов K
0
 и Е/R. Экспери-

ментальные данные приведены в таблице:

Т, °С 400 452 493 528 561 604

K 3,23 7,80 15,43 24,21 37,95 60,09

Пример 1. Регрессионно-факторный анализ технологических 

моделей.

Цели работы: проанализировать влияние функционально-тех-

нологических свойств рецептурных смесей на основе регрессион-

но-факторного анализа.

Таблица П2.4

Влияние ферментного препарата глюкозооксидазы в сочетании  
с аскорбиновой кислотой на качество хлеба

Количество аскорбино-
вой кислоты x

1
, %

Количество глюкозоок-
сидазы x

2
, %

Пористость y, %

0,003 0,0146 87

0,003 0,0853 85

0,017 0,0146 87

0,017 0,0854 85

0,000 0,05 85

Таблица П2.5

Матрица коэффициентов корреляции

Количество 
аскорбиновой 
кислоты x

1
, %

Количество 
глюкозоокси-

дазы x
2
, %

Пористость 
y, %

Количество аскорбино-
вой кислоты x

1
, %

1

Количество глюкозоок-
сидазы x

2
, %

0,000425391 1

Пористость y, % 0,219793491 −0,912999455 1

Вывод: количество глюкозооксидазы оказывает большое вли-

яние на пористость хлеба, поскольку значение его коэффициента 

корреляции по модулю близко к единице.
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Эмпирическая модель зависимости пористости хлеба y от 
количества аскорбиновой кислоты x

1

Вывод итогов

Регрессионная статистика

Множественный R 0,219793491

R-квадрат 0,048309179

Нормированный R-квадрат −0,268921095

Стандартная ошибка 1,233979463

Наблюдения 5

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 1 0,231884058 0,231884058 0,152284264 0,72242007

Остаток 3 4,568115942 1,522705314

Итого 4 4,8
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Вывод остатка

Наблюдение
Предсказанное 

Пористость y, %
Остатки

1 85,65507246 1,344927536

2 85,65507246 −0,655072464

3 86,06086957 0,939130435

4 86,06086957 −1,060869565

5 85,56811594 −0,568115942
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Рис. П2.6. Количество аскорбиновой кислоты х1, %. График подбора 

 

 
Рис. П2.7. Количество глюкозооксидазы х2, %. График подбора 

 

Регрессионный анализ для обработки результатов эксперимента 
Регрессионный анализ часто используется в химии с целью обработ-

ки экспериментальных данных, совокупность которых представлена неко-

Рис. П2.6. Количество аскорбиновой кислоты х
1
, %. График подбора

Эмпирическая модель зависимости пористости хлеба y  
от количества глюкозооксидазы x

2

Вывод итогов

Регрессионная статистика

Множественный R 0,912999455

R-квадрат 0,833568005

Нормированный R-квадрат 0,778090674

Стандартная ошибка 0,516034099

Наблюдения 5

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 1 4,001126426 4,001126426 15,02538031 0,030399508

Остаток 3 0,798873574 0,266291191

Итого 4 4,8

Коэф-
фици-
енты

Стан-
дартная 
ошибка

t-ста-
ти-

стика

P-зна-
чение

Ниж-
ние 
95 %

Верх-
ние 
95 %

Ниж-
ние 

95,0 %

Верх-
ние 

95,0 %

Y-пересечение

87
,2

13
06

03
4

0,
43

14
50

28
8

20
2,

13
93

02
5

2,
66

98
1E

-0
7

85
,8

39
99

29
6

88
,5

86
12

77
1

85
,8

39
99

29
6

88
,5

86
12

77
1



— 67 —

Коэф-
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Вывод остатка

Наблюдение
Предсказанное 

Пористость y, %
Остатки

1 86,80028161 0,199718394

2 84,80141474 0,198585255

3 86,80028161 0,199718394

4 84,79858749 0,201412507

5 85,79943455 −0,79943455

69 
 

 

 

Рис. П2.6. Количество аскорбиновой кислоты х1, %. График подбора 

 

 
Рис. П2.7. Количество глюкозооксидазы х2, %. График подбора 

 

Регрессионный анализ для обработки результатов эксперимента 
Регрессионный анализ часто используется в химии с целью обработ-

ки экспериментальных данных, совокупность которых представлена неко-

Рис. П2.7. Количество глюкозооксидазы х
2
, %. График подбора

Регрессионный анализ для обработки результатов эксперимента

Регрессионный анализ часто используется в химии с целью об-

работки экспериментальных данных, совокупность которых пред-

ставлена некоторой функцией у(х). При этом задача регрессии за-
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ключается в получении параметров этой функции такими, чтобы 

функция приближала «облако» исходных точек с наименьшей ква-

дратичной погрешностью.

1. Обработка экспериментальных данных

Как правило, в результате эксперимента получают калибровоч-

ные данные, которые можно представить в виде уравнения

y = a
0
 + a

1
x + a

2
x2,

где х – независимая переменная; у – зависимая переменная; a
0
, a

1
, 

a
2
 – коэффициенты уравнения.

Обычно для заданной таблицы экспериментальных данных воз-

никает задача определения такого набора коэффициентов, при ко-

тором уравнение наилучшим образом приближает эти эксперимен-

тальные данные.

Каждая ордината y
i
 в эксперименте определяется с некоторой 

ошибкой, которую можно характеризовать, например, средним 

квадратичным отклонением, т. е. y
i
 ± S

i
:
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, 
(П2.1)

где  – среднее арифметическое n экспериментальных значений: 

. 
(П2.2)

 

, 
(П2.4)

 (П2.5)

где  – среднее арифметическое x: 

. 
(П2.6)

Стандартные отклонения коэффициентов уравнения регрессии нахо-

дят по формулам: 

, 
(П2.7)

. 
(П2.8)

 

. 
(П2.9)

 

. 
(П2.10)

Если коэффициент корреляции равен по модулю единице, то между 

случайными величинами существует линейная зависимость. Если же он 

равен нулю, то случайные величины независимы. Промежуточные значе-

ния говорят о том, что две выборки коррелируют в некоторой степени. 

,                                    (П2.1)

где ȳ – среднее арифметическое n экспериментальных значений:
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, 
(П2.1)

где  – среднее арифметическое n экспериментальных значений: 

. 
(П2.2)

 

, 
(П2.4)

 (П2.5)

где  – среднее арифметическое x: 

. 
(П2.6)

Стандартные отклонения коэффициентов уравнения регрессии нахо-

дят по формулам: 

, 
(П2.7)

. 
(П2.8)

 

. 
(П2.9)

 

. 
(П2.10)

Если коэффициент корреляции равен по модулю единице, то между 

случайными величинами существует линейная зависимость. Если же он 

равен нулю, то случайные величины независимы. Промежуточные значе-

ния говорят о том, что две выборки коррелируют в некоторой степени. 

.                                          (П2.2)

2. Линейный регрессионный анализ

В химических задачах наиболее часто используется линейный 

регрессионный анализ, где в качестве аппроксимирующей функции 

берется линейная функция вида:

y
i
 = ax

i
 + b.                                           (П2.3)

Сущность регрессионного анализа заключается в определении 

коэффициентов a и b, среднеквадратичных отклонений этих коэф-

фициентов, дисперсии адекватности и коэффициента корреляции.

Еще линейную регрессию часто называют методом наименьших 

квадратов, поскольку коэффициенты a и b вычисляются из условия 

минимизации суммы квадратов ошибок |b + ax
i
 - y

i
|.

Для нахождения коэффициентов уравнения регрессии исполь-

зуются следующие формулы:
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, 
(П2.1)

где  – среднее арифметическое n экспериментальных значений: 

. 
(П2.2)

 

, 
(П2.4)

 (П2.5)

где  – среднее арифметическое x: 

. 
(П2.6)

Стандартные отклонения коэффициентов уравнения регрессии нахо-

дят по формулам: 

, 
(П2.7)

. 
(П2.8)

 

. 
(П2.9)

 

. 
(П2.10)

Если коэффициент корреляции равен по модулю единице, то между 

случайными величинами существует линейная зависимость. Если же он 

равен нулю, то случайные величины независимы. Промежуточные значе-

ния говорят о том, что две выборки коррелируют в некоторой степени. 

,                                (П2.4)

b = ȳ - a
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, 
(Л3.10)

где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 

выходного фактора, соответствующее xi;  – среднее значение входного 

фактора, определяемое по формуле 

; 
(Л3.11)

 – среднее значение выходного фактора, определяемое по формуле 

. 
(Л3.12)

Коэффициент регрессии b0: 

.10 xbyb   (Л3.13)

Получаем 

 ,ˆ 1 xxbyy i   (Л3.14)

где x  и y  – координаты «центра тяжести» экспериментальных данных, 

через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-

,                                            (П2.5)

где 
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, 
(Л3.10)

где хi – значение входного фактора во время эксперимента; yi – значение 

выходного фактора, соответствующее xi;  – среднее значение входного 

фактора, определяемое по формуле 

; 
(Л3.11)

 – среднее значение выходного фактора, определяемое по формуле 

. 
(Л3.12)

Коэффициент регрессии b0: 

.10 xbyb   (Л3.13)

Получаем 

 ,ˆ 1 xxbyy i   (Л3.14)

где x  и y  – координаты «центра тяжести» экспериментальных данных, 

через который обязательно проходит линия регрессии. 

Многофакторная (множественная) линейная регрессия 
Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-

ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 

комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-

 – среднее арифметическое x:
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, 
(П2.1)

где  – среднее арифметическое n экспериментальных значений: 

. 
(П2.2)

 

, 
(П2.4)

 (П2.5)

где  – среднее арифметическое x: 

. 
(П2.6)

Стандартные отклонения коэффициентов уравнения регрессии нахо-

дят по формулам: 

, 
(П2.7)

. 
(П2.8)

 

. 
(П2.9)

 

. 
(П2.10)

Если коэффициент корреляции равен по модулю единице, то между 

случайными величинами существует линейная зависимость. Если же он 

равен нулю, то случайные величины независимы. Промежуточные значе-

ния говорят о том, что две выборки коррелируют в некоторой степени. 
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Стандартные отклонения коэффициентов уравнения регрессии 

находят по формулам:
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Рассеяние результатов относительно прямой оценивают с по-

мощью дисперсии S
y
2, формула (П2.9), корень квадратный из ко-

торой определяет стандартное отклонение точек от найденной за-

висимости.
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При проведении некоторых химико-технологических исследова-

ний возникает необходимость оценить характер и степень зависимо-

сти одной экспериментальной величины от другой или нескольких 

исследуемых величин, т. е. с точки зрения математической статисти-

ки следует установить корреляцию между случайными величинами. 

Чаще всего ищут линейную зависимость. С этой целью используют 

безразмерный коэффициент корреляции r, рассматриваемый как 

мера отклонения зависимости случайных величин от линейной.

Для нахождения коэффициента корреляции используется выра-

жение:
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Если же он равен нулю, то случайные величины независимы. Про-

межуточные значения говорят о том, что две выборки коррелируют 

в некоторой степени.
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Для расчета линейной регрессии в Mathcad имеются следующие 

функции:

–– mean(…) – выдает среднее арифметическое;

–– line(x, y) – данная функция определяет вектор из двух элементов 

(b, a) коэффициентов линейной регрессии ax + b;

–– intercept(x, y) – функция, рассчитывающая коэффициент b;

–– slope(x, y) – функция, рассчитывающая коэффициент а;

–– stderr(x, y) – выдает стандартное отклонение точек от линии ре-

грессии;

–– stdev(x) или stdev(y) – выдает стандартное отклонение коэффици-

ентов регрессии;

–– corr(x, y) – коэффициент корреляции.

Примечание. Здесь x – вектор действительных данных аргумента 

(независимая величина), а y – вектор действительных данных зна-

чений (зависимая величина) того же размера.

Пример 2. Провести линейный регрессионный анализ представ-

ленных в табл. П2.6 данных. Построить зависимость y(x) и регресси-

онную прямую. Сделать выводы по полученной зависимости.

Таблица П2.6

Экспериментальные данные

x
i

0,95 1,8 2,9 4,1 4,8

y
i

4,2 11 18 21 26

Решение

1. Задаем вектор x действительных данных аргумента и вектор у 

действительных данных значений:
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(П2.11)

 , 

 . 

. 

 
Рис. П2.8. Зависимость y(x) и регрессионная прямая 

 

. (П2.13)

 

. 

(П2.14)

K := linfit(X, Y, F) 

. 

.                             (П2.11)
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2. Находим коэффициенты уравнения линейной регрессии а и b 

через функции slope и intercept:

b := intercept(x, y)  a := slope(x, y),

b = 0,565                   a = 5,318.

3. Или находим эти же коэффициенты через функцию line:
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Рис. П2.8. Зависимость y(x) и регрессионная прямая 

 

. (П2.13)

 

. 

(П2.14)

K := linfit(X, Y, F) 

. 

.

Примечание. При использовании функции line в векторе-столб-

це результатов первое значение соответствует коэффициенту b, а 

второе – коэффициенту a. Чтобы при дальнейших расчетах удобнее 

было ссылаться на полученные значения, лучше всего присвоить 

эти значения соответствующим буквам, например таким образом:

ORIGIN := 1

a := line(x, y)2 b := line(x, y)1

a = 5.318 b = 0.565.

4. Находим коэффициент корреляции r с помощью функции corr:

r := corr(x, y),

r = 0.985.

5. Строим зависимость y(x) и регрессионную прямую (рис. 

П2.8), для этого задаем на основе полученных коэффициентов 

функцию f(t).

f(t) := a ∙ t + b

t := 0…5
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(П2.14)

K := linfit(X, Y, F) 

. 

Рис. П2.8. Зависимость y(x) и регрессионная прямая
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Стандартные отклонения коэффициентов регрессии S
a
 и S

b
, а 

также дисперсию S
y
2

 
найти самостоятельно.

В Mathcad реализована возможность выполнения линейной 

регрессии общего вида. При ней заданная совокупность точек при-

ближается к функции вида:

F(x, k
1
, k

2
, ..., k

n
) = k

1
F

1
(x) + k

2
F

2
(x) + ... + k

n
F

n
(x),       (П2.12)

где F
1
, F

2
, …, F

n
 – любые функции, причем эти функции могут быть 

нелинейными; k
1
, k

2
, …, k

n
 – коэффициенты функции регрессии, 

которые необходимо найти.

Для реализации линейной регрессии общего вида используется 

функция linfit(x, y, F), где F – вектор функций.

Пример 3. Пусть зависимость между двумя величинами описы-

вается уравнением регрессии вида
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Рис. П2.8. Зависимость y(x) и регрессионная прямая 

 

. (П2.13)

 

. 

(П2.14)

K := linfit(X, Y, F) 

. 

.                           (П2.13)

При этом получена экспериментальная зависимость y(x), ре-

зультаты которой представлены в табл. П2.7.

Таблица П2.7

Экспериментальные данные

x 1,1 2 3 4 4,8

y 25 12 9,4 16,2 26

Найти коэффициенты уравнения регрессии k
1
, k

2
, k

3
 и построить 

зависимость y(x) и регрессионную кривую. 

Решение данной задачи в Mathcad будет выглядеть следующим 

образом:
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Рис. П2.8. Зависимость y(x) и регрессионная прямая 
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(П2.14)

K := linfit(X, Y, F) 
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.                 (П2.14)

K := linfit(X, Y, F)
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K := linfit(X, Y, F) 

. 

.

X : Y :    F(t) :
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Следовательно, уравнение регрессии будет иметь вид:
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Рис. П2.9. Кривая полинома регрессии 

 

 

 
Рис. П2.10. Первоначальная и искуственно заданная функция 

 

.

Графики построить самостоятельно.

3. Полиномиальный регрессионный анализ. По ряду причин экс-

периментальные данные приходится аппроксимировать полинома-

ми вида:

F(x) = b + a
1
x + a

2
x2 + ... + ... a

m
xm.

В Mathcad полиномиальная регрессия осуществляется с помо-

щью встроенной функции regress(x, y, m), где m – степень полинома 

регрессии (целое положительное число).

Пример 4. Имеются экспериментальные данные, представлен-

ные в табл. П2.8.

Таблица П2.8

Данные эксперимента

x 0,23 1,01 2,29 2,87 4,15 5,36 5,51 6,36 6,84 7,0

y 5,64 7,83 17,04 21,38 24,56 16,21 14,57 0,78 −7,64 −12,52

Определить коэффициенты полиномов для m = 2, 3, 4, 5, 6.

Решение

Решение в системе Mathcad будет выглядеть следующим обра-

зом:

x := (0.23 1.01 2.29 2.87 4.15 5.36 5.51 6.36 6.84 7.0)

y := (5.64 7.83 17.04 21.38 24.56 16.21 14.57 0.78 − 7.64 − 12.52)

y := yT 	 x := xT	  m := 2

S := regress(x, y, m)
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Рис. П2.9. Кривая полинома регрессии 

 

 

 
Рис. П2.10. Первоначальная и искуственно заданная функция 

 

Примечание. В векторе результата S первые три строки являют-

ся служебными, а остальные содержат значения коэффициентов 

полинома.

S
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Таким образом, уравнение регрессионного полинома будет 

иметь вид:

y = -2,42x2 + 15,871x - 2,415.

Чтобы построить кривую полинома регрессии, необходимо за-

дать функцию. Для этого воспользуемся функцией interp(s, x, y, t). 

Для этого в качестве ее параметра s следует определить вектор коэф-

фициентов, вычисленный функцией regress (именно для interp, в нем 

и имеются служебные строки). В Mathcad это будет выглядеть так:

A(t) := interp(S, x, y, t)

t := 0, 0.5…7

Теперь строим график функций (рис. П2.9).
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Рис. П2.9. Кривая полинома регрессии

Найти коэффициенты полиномиальной регрессии 3, 4, 5 и 6 сте-

пени и построить соответствующие графики самостоятельно.

4. Сглаживание кривых. В некоторых экспериментах трудно до-

стичь удовлетворительного отношения сигнала к шуму. Поэтому ча-

сто возникает необходимость статистического сглаживания данных. 

Для этого в Mathcad имеется несколько встроенных функций, реа-

лизующих различные алгоритмы сглаживания данных:

–– medsmooth(y, b) – сглаживание алгоритмом «бегущих медиан»;

–– ksmooth(x, y, b) – сглаживание на основе функции Гаусса;

–– supsmooth(x, y) – локальное сглаживание адаптивным алгорит-

мом, основанное на анализе ближайших соседей каждой пары 

данных.
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х – вектор действительных данных аргумента (для supsmooth его 

элементы должны быть расположены в порядке возрастания).

у – вектор действительных значений того же размера, что и х.

b – ширина окна сглаживания. В первой функции b может быть 

только нечетным целым числом, строго меньшим, чем количество 

элементов выборке. Во второй функции b должно в несколько раз 

превышать интервал между точками по оси Ох.

Пример 5. Для рассмотрения примера возьмем периодическую 

функцию вида

f(x) = sin(x) + cos(x)

и зададим искусственно данную функцию с определенным уровнем 

погрешности. Чтобы это сделать, просто прибавим к результатам 

точного расчета значений функции в определенных с помощью ран-

жированной переменной точках значения ошибок, которые полу-

чим с помощью генератора нормально распределенных случайных 

чисел rnorm(N, a, σ). Здесь N – это количество случайных чисел; 

a – математическое ожидание; σ – дисперсия. При этом, исходя из 

физического смысла погрешности, математическое ожидание опре-

делим как 0, а дисперсию, наоборот, сделаем значительнее, чем она 

могла бы быть на практике – 1.

В Mathcad это будет выглядеть так:

f(t) := sin(t) + cos(t)

t := 0..15

N := 500

Err := rnorm(N, 0, 1)

i := 0..N − 1
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y
i
 := sin(x

i
) + cos(x

i
) + Err

i
∙(sin(x

i
) + cos(x

i
))

Построим график нашей первоначальной функции f(x) (в Math-

cad мы ее обозначали как f(t)) и искусственно заданной функции с 

некоторым уровнем погрешности (рис. П2.10).

Таким образом, искусственно заданная функция y(x) имеет вид 

некоторого шума. Иногда именно такой вид и принимает аналити-

ческий сигнал, который необходимо сгладить. Воспользуемся для 

этого перечисленными выше функциями.
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Рис. П2.10. Первоначальная и искусcтвенно заданная функция

Решение

Функция medsmooth(y, b):

m1 := medsmooth(y, 11)
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Функция ksmooth(x, y, b): 

k1 := ksmooth(x, y, 2) 

 
Рис. П2.12. Сглаживание на основе функции Гаусса 

 

Функция supsmooth(x, y) 

s := supsmooth(x, y) 

 
Рис. П2.13. Локальное сглаживание адаптивным алгоритмом 
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Функция ksmooth(x, y, b):

k1 := ksmooth(x, y, 2)
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Функция supsmooth(x, y)

s := supsmooth(x, y)
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Рис. П2.13. Локальное сглаживание адаптивным алгоритмом

Попробуйте изменить ширину окна сглаживания в первых двух 

функциях. Посмотрите, что при этом произойдет. Какая функция, 

на ваш взгляд, дает наилучший результат?

Практическое занятие 3 
Задачи параметрической и структурной идентификации 

эмпирической модели, описывающей зависимость 
давления насыщенного пара индивидуального  

вещества от температуры

Необходимо решить задачи параметрической и структурной 

идентификации эмпирической модели, описывающей зависи-

мость давления насыщенного пара индивидуального вещества от 

температуры.

Используются данные пассивного эксперимента (10 экспери-

ментов):

Вариант 1

Т 20 27 43 51 58 69 81 93 98 110

Р 18,06543 22,21216 45,41489 73,71159 120,6918 298,497 961,7552 3747,484 6985,836 35632,02

Вариант 2

Т 20 33 38 48 62 72 80 89 102 110

Р 10,27458 8,900699 8,646845 8,315674 8,044362 7,919066 7,847013 7,777599 7,707871 7,674528
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Вариант 3

Т 20 27 41 51 59 73 80 91 103 110

Р 138,5224 40,81495 1,575762 62,2587 193,2225 928,0922 1884,9 8340,345 48986,24 154828,1

и 3 вида моделей:

1. 
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В числовом виде: 
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Формула обратной матрицы в общем виде: 
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1. Определить коэффициенты уравнений регрессии указанных 

3 эмпирических моделей. Представить в общем и в числовом видах 

произведение транспонированной и исходной матриц независимых 

входных переменных и числовые значения обратной матрицы про-

изведения 
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или в общем виде: 

 

 

 

В числовом виде: 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 
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В числовом виде: 
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2. Определить адекватность уравнений регрессии с использова-

нием F-распределения Фишера и выбрать наиболее точное уравне-

ние с использованием дисперсии адекватности. Расчетное значение 

критерия Фишера в отсутствии параллельных опытов определяется 

по формуле:
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или в общем виде: 

 

 

 

В числовом виде: 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

bAx 
1

 

В числовом виде: 
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Условие адекватности: F расч > F эксп.

Представить сводную таблицу коэффициентов А, В, С, D, диспер-

сий, табличных и расчетных критериев Фишера для всех моделей.

Выделить наиболее точную модель.

3. Линеаризованные уравнения преобразовать, выразив выход-

ную переменную, и построить графики ошибок для каждого урав-

нения (график ошибок – график разностей экспериментальных и 

расчетных значений в зависимости от значения аргумента).

Подобрать масштаб оси ординат, позволяющий подробно рас-

смотреть форму кривой на графике.
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4. Провести графическое сравнение экспериментальных данных.

5. Сформулировать выводы по работе.

*Не переводить значения температуры в другую размерность. 

Не менять порядок коэффициентов и номера зависимостей, не ме-

нять обозначений.

Пример. Решение задач параметрической и структурной иден-

тификации эмпирической модели.

Уравнение:

90 
 

 

 
Рис. П3.1. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T

 

5. Построим график ошибок для данного вида уравнения: 

Рис. П3.2. График ошибок для уравнения  

 

.TC
BA

eP 


  

1. Линеаризируем уравнение Антуана: 
ln P = A + B/(C + T) 

T ln P = AC + B + AT + (−C) ln P 

Проводим замену постоянных: 

a0 = AC + B 

a1 = A 

a2 = (−C) 

Линеаризованное уравнение принимает вид: 

1. Линеаризируем уравнение Кирхгофа:

ln P = A + B/T,

T ln P = AT + B.

Проводим замену постоянных:

a
0
 = B

a
1
 = A

Линеаризованное уравнение принимает вид:

T ln P = a
1
T + a

0
.

Приведение формулы в матричный вид:

91 
 

bxA   

или в общем виде: 

 

 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Коэффициенты эмпирического уравнения равны: 

a0 = −457,479 A = −2,04 

a1 = −2,04  B = −853,741 

а2 = 194,246 С = −194,246 

№ опыта T P ln P Ti ln Pi T2
i ln Pi T2

i (ln Pi)2 Ti(ln Pi)2 yi
эксп yi

расч yi
эксп − yi
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Или в общем виде:
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В числовом виде:
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Коэффициенты эмпирического уравнения равны:

a
0
 = −208,505,

a
1
 = 8,9.

№ 
опы-

та
T P ln P T

i
 ln P

i
T2

i
 ln P

i
T2

i
y

i
эксп y

i
расч y

i
эксп − y

i
расч

1 20 18,381 2,9113 58,2267 1164,53 400 58,227 −30,505 88,73166599

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78 729 82,436 31,795 50,64139777

3 43 34,361 3,5369 152,088 6539,79 1849 152,09 174,195 −22,10686985

4 53 52,036 3,9519 209,452 11101 2809 209,45 263,195 −53,74253571

5 62 81,413 4,3995 272,771 16911,8 3844 272,77 343,295 −70,52393115

6 72 145,36 4,9792 358,502 25812,2 5184 358,5 432,295 −73,79262412

7 83 303,97 5,7169 474,505 39384 6889 474,51 530,195 −55,68953701

8 93 651,06 6,4786 602,51 56033,4 8649 602,51 619,195 −16,68520365

9 103 1520,7 7,3269 754,674 77731,4 10609 754,67 708,195 46,47912657

10 110 2899,6 7,9723 876,957 96465,2 12100 876,96 770,495 106,4616573

∑T
i
 ln P

i
∑T2

i
 ln P

i
∑T

i
∑T2

i
yср f

e
∑(y

i
 − yср)2 S2

e

3842,123 333369,0954 666 53062 384,21 9 730683,726 81187,0807

A B t
a1

t
a0

t
табл

∑(y
i
 − y

i
расч)2 S2

ост(ад)
F F

табл

8,9 −208,505 0,09877 2,31405 2,2622 41107,92404 4567,547115 0,0563 3,23

2. Проверим коэффициенты на значимость:

а) находим дисперсию воспроизводимости:

S2
e
 = 81187,0807;

б) определяем значение t-критерия Стьюдента:

t
a1

 = 0,09877489,

t
a0

 = 2,31405145.

Сравниваем с табличным значением Стьюдента:

t
табл

 = 2,2622.

t
a1

 < t
табл

, 0,0988 < 2,2622. Следовательно, коэффициент считает-

ся незначимым.

t
a0

 > t
табл

, 2,3142 > 2,2622. Следовательно, коэффициент считает-

ся значимым.

3. Проводим проверку на адекватность по F-критерию Фишера:

S2
ост(ад)

 = 4567,54712.
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Определяем расчетное значение критерия Фишера:
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Рис. П3.1. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T

 

5. Построим график ошибок для данного вида уравнения: 

Рис. П3.2. График ошибок для уравнения  
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ln P = A + B/(C + T) 

T ln P = AC + B + AT + (−C) ln P 

Проводим замену постоянных: 

a0 = AC + B 

a1 = A 

a2 = (−C) 

056.0
0807.81187

54712.4567
2
e

2
ост(ад) 
S

S
F

F = 0,05625953,

F
табл

 = 3,23.

F < F
табл

, 0,056 < 3,23, следовательно, уравнение признается адек-

ватным.

4. Построим графики зависимостей экспериментальных и расчет-

ных значений от значения аргумента (рис. П3.1).
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Вывод: данное уравнение при проверке его на адекватность по 

F-критерию Фишера удовлетворяет условию, следовательно, оно 

признается адекватным. При сравнении двух зависимостей экспе-

риментальных и расчетных значений от значения аргумента по гра-

фику, приведенному на рис. П3.1, видим, что расчетное значение 

не совпадает с экспериментальным. График ошибок, приведенный 

на рис. П3.2, представляет собой полиномиальную кривую. Можно 

утверждать, что данная модель является неточной.

Решение задач параметрической и структурной  
идентификации эмпирической модели

Уравнение:

90 
 

 

 
Рис. П3.1. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T

 

5. Построим график ошибок для данного вида уравнения: 

Рис. П3.2. График ошибок для уравнения  

 

.TC
BA

eP 


  

1. Линеаризируем уравнение Антуана: 
ln P = A + B/(C + T) 

T ln P = AC + B + AT + (−C) ln P 

Проводим замену постоянных: 

a0 = AC + B 

a1 = A 

a2 = (−C) 

Линеаризованное уравнение принимает вид: 

.

1. Линеаризируем уравнение Антуана:

ln P = A + B/(C + T),

T ln P = AC + B + AT + (−C) ln P.

Проводим замену постоянных:

a
0
 = AC + B,

a
1
 = A,

a
2
 = (−C).

Линеаризованное уравнение принимает вид:

T ln P = a
0
 + a

1
T + a

2
 ln P.

Приведение формулы в матричный вид:
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В числовом виде:
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В числовом виде: 

 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Коэффициенты эмпирического уравнения равны: 

a0 = −457,479 A = −2,04 

a1 = −2,04  B = −853,741 

а2 = 194,246 С = −194,246 

№ опыта T P ln P Ti ln Pi T2
i ln Pi T2

i (ln Pi)2 Ti(ln Pi)2 yi
эксп yi

расч yi
эксп − yi

расч 

1 20 18,381 2,9113 58,22667 1164,53332 400 8,47586 169,5172 58,227 67,23584808 −9,009182096

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78274 729 9,32203 251,6948 82,436 80,51287115 1,923526622 

3 43 34,361 3,5369 152,0881 6539,789596 1849 12,5099 537,9256 152,09 141,8361379 10,25199227 

4 53 52,036 3,9519 209,4525 11100,98061 2809 15,6178 827,7422 209,45 202,0482336 7,404230737 

5 62 81,413 4,3995 272,7711 16911,80627 3844 19,3559 1200,065 272,77 270,6327587 2,138310134 

6 72 145,36 4,9792 358,5024 25812,17106 5184 24,7924 1785,055 358,5 362,8306181 −4,328242254

7 83 303,97 5,7169 474,5055 39383,95343 6889 32,6833 2712,716 474,51 483,6924237 −9,186960674
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Формула обратной матрицы в общем виде:
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В числовом виде: 

 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Коэффициенты эмпирического уравнения равны: 

a0 = −457,479 A = −2,04 

a1 = −2,04  B = −853,741 

а2 = 194,246 С = −194,246 

№ опыта T P ln P Ti ln Pi T2
i ln Pi T2

i (ln Pi)2 Ti(ln Pi)2 yi
эксп yi

расч yi
эксп − yi

расч 

1 20 18,381 2,9113 58,22667 1164,53332 400 8,47586 169,5172 58,227 67,23584808 −9,009182096

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78274 729 9,32203 251,6948 82,436 80,51287115 1,923526622 

3 43 34,361 3,5369 152,0881 6539,789596 1849 12,5099 537,9256 152,09 141,8361379 10,25199227 

4 53 52,036 3,9519 209,4525 11100,98061 2809 15,6178 827,7422 209,45 202,0482336 7,404230737 

5 62 81,413 4,3995 272,7711 16911,80627 3844 19,3559 1200,065 272,77 270,6327587 2,138310134 

6 72 145,36 4,9792 358,5024 25812,17106 5184 24,7924 1785,055 358,5 362,8306181 −4,328242254

7 83 303,97 5,7169 474,5055 39383,95343 6889 32,6833 2712,716 474,51 483,6924237 −9,186960674
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В числовом виде:
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В числовом виде: 

 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Коэффициенты эмпирического уравнения равны: 

a0 = −457,479 A = −2,04 

a1 = −2,04  B = −853,741 

а2 = 194,246 С = −194,246 

№ опыта T P ln P Ti ln Pi T2
i ln Pi T2

i (ln Pi)2 Ti(ln Pi)2 yi
эксп yi

расч yi
эксп − yi

расч 

1 20 18,381 2,9113 58,22667 1164,53332 400 8,47586 169,5172 58,227 67,23584808 −9,009182096

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78274 729 9,32203 251,6948 82,436 80,51287115 1,923526622 

3 43 34,361 3,5369 152,0881 6539,789596 1849 12,5099 537,9256 152,09 141,8361379 10,25199227 

4 53 52,036 3,9519 209,4525 11100,98061 2809 15,6178 827,7422 209,45 202,0482336 7,404230737 

5 62 81,413 4,3995 272,7711 16911,80627 3844 19,3559 1200,065 272,77 270,6327587 2,138310134 

6 72 145,36 4,9792 358,5024 25812,17106 5184 24,7924 1785,055 358,5 362,8306181 −4,328242254

7 83 303,97 5,7169 474,5055 39383,95343 6889 32,6833 2712,716 474,51 483,6924237 −9,186960674
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Коэффициенты эмпирического уравнения равны:

a
0
 = −457,479	 A = −2,04

a
1
 = −2,04		  B = −853,741

а
2
 = 194,246		 С = −194,246

№
 

оп
ы

та

T P ln P T
i
 ln P

i
T

i
2 ln P

i
T

i
2 (ln P

i
)2 T

i
(ln P

i
)2 y

i
эксп y

i
расч y

i
эксп − y

i
расч

1 20 18,381 2,9113 58,22667 1164,53332 400 8,47586 169,5172 58,227 67,23584808 −9,009182096

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78274 729 9,32203 251,6948 82,436 80,51287115 1,923526622

3 43 34,361 3,5369 152,0881 6539,789596 1849 12,5099 537,9256 152,09 141,8361379 10,25199227

4 53 52,036 3,9519 209,4525 11100,98061 2809 15,6178 827,7422 209,45 202,0482336 7,404230737

5 62 81,413 4,3995 272,7711 16911,80627 3844 19,3559 1200,065 272,77 270,6327587 2,138310134

6 72 145,36 4,9792 358,5024 25812,17106 5184 24,7924 1785,055 358,5 362,8306181 −4,328242254

7 83 303,97 5,7169 474,5055 39383,95343 6889 32,6833 2712,716 474,51 483,6924237 −9,186960674

8 93 651,06 6,4786 602,5098 56033,41106 8649 41,9723 3903,42 602,51 611,243128 −8,733331622

9 103 1520,7 7,3269 754,6741 77731,43504 10609 53,684 5529,447 754,67 755,6284795 −0,954352938

10 110 2899,6 7,9723 876,9567 96465,23231 12100 63,5581 6991,391 876,96 866,7148442 10,24181314

∑ln P
i

∑T
i
 ln P

i
∑T2

i
 ln P

i
∑T

i
∑T2

i
∑(ln P

i
)2 ∑T

i
(ln P

i
)2 yср f

e
∑(y

i
 − yср)2 S2

e

50,32693 3842,12 333369,0954 666 53062 281,9715 23908,9738 384,21 9 730683,7262 81187,1

A B С t
a2

t
a1

t
a0

t
табл

∑(y
i
 − y

i
расч)2 S2

ост(ад)
F F

табл

−2,04 −853,74 −194,2 2,156 0,023 5,077 2,2622 534,5741998 59,397133 0,00073 3,29

2. Проверка коэффициентов на значимость:

а) находим дисперсию воспроизводимости:

S2
e
 = 81187,081;

б) определяем значение t-критерия Стьюдента:

t
a1

 = 0,0226405,

t
a2

 = 2,1558008,

t
a0

 = 5,0772401.

Сравниваем с табличным значением Стьюдента:

t
табл

 = 2,2622,
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t
a1

 < t
табл

, 0,02264 < 2,2622. Следовательно, коэффициент счита-

ется незначимым.

t
a2

 < t
табл

, 2,1558 < 2,2622. Следовательно, коэффициент также 

считается незначимым.

t
a0

 > t
табл

, 5,0772 > 2,2622. Следовательно, коэффициент считает-

ся значимым.

3. Проводим проверку на адекватность по F-критерию Фишера:

S2
ост(ад)

 = 59,397133.

Определяем расчетное значение критерия Фишера:
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Рис. П3.3. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T

 

5. Построим график ошибок для данного вида уравнения: 

 

Рис. П3.4. График ошибок для уравнения .TC
BA

eP 


  

 

Вывод: данное уравнение при проверке его на адекватность по F-

критерию Фишера удовлетворяет условию, следовательно, оно признается 

адекватным. При сравнении двух зависимостей экспериментальных и рас-

F = 0,0007316,

F
табл

 = 3,29,

F < F
табл

, 0,00073 < 3,29, следовательно, уравнение признается 

адекватным.

4. Построим графики зависимостей экспериментальных и расчет-

ных значений в зависимости от значения аргумента (рис. П3.3).
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5. Построим график ошибок для данного вида уравнения: 
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Вывод: данное уравнение при проверке его на адекватность по F-

критерию Фишера удовлетворяет условию, следовательно, оно признается 

адекватным. При сравнении двух зависимостей экспериментальных и рас-

Рис. П3.3. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T

,
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5. Построим график ошибок для данного вида уравнения (рис. П3.4).
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Рис. П3.3. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T

 

5. Построим график ошибок для данного вида уравнения: 

 

Рис. П3.4. График ошибок для уравнения .TC
BA
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Вывод: данное уравнение при проверке его на адекватность по F-

критерию Фишера удовлетворяет условию, следовательно, оно признается 

адекватным. При сравнении двух зависимостей экспериментальных и рас-

Рис. П3.4. График ошибок для уравнения 
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Рис. П3.1. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T

 

5. Построим график ошибок для данного вида уравнения: 

Рис. П3.2. График ошибок для уравнения  

 

.TC
BA

eP 


  

1. Линеаризируем уравнение Антуана: 
ln P = A + B/(C + T) 

T ln P = AC + B + AT + (−C) ln P 

Проводим замену постоянных: 

a0 = AC + B 

a1 = A 

a2 = (−C) 

Линеаризованное уравнение принимает вид: 

Вывод: данное уравнение при проверке его на адекватность по 

F-критерию Фишера удовлетворяет условию, следовательно, оно 

признается адекватным. При сравнении двух зависимостей экспе-

риментальных и расчетных значений от значения аргумента по гра-

фику, приведенному на рис. П3.3, можем утверждать, что расчетное 

значение преимущественно совпадает с экспериментальным. Гра-

фик ошибок, приведенный на рис. П3.4, представляет собой поли-

номиальную кривую. Можно утверждать, что данная модель являет-

ся наиболее точной.

Решение задач параметрической и структурной  
идентификации эмпирической модели

Уравнение:

Р = еА + ВТ + СТ2.

1. Линеаризируем уравнение Риделя:

ln P = A + BT + CT2.

Проводим замену постоянных:

a
0
 = A,

a
1
 = B,

a
2
 = C.
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Линеаризованное уравнение принимает вид:

ln P = a
0
 + a

1
T + a

2
T2.

Приведение формулы в матричный вид:
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В числовом виде: 

 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Коэффициенты эмпирического уравнения равны: 

a0 = −457,479 A = −2,04 

a1 = −2,04  B = −853,741 

а2 = 194,246 С = −194,246 

№ опыта T P ln P Ti ln Pi T2
i ln Pi T2

i (ln Pi)2 Ti(ln Pi)2 yi
эксп yi

расч yi
эксп − yi

расч 

1 20 18,381 2,9113 58,22667 1164,53332 400 8,47586 169,5172 58,227 67,23584808 −9,009182096

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78274 729 9,32203 251,6948 82,436 80,51287115 1,923526622 

3 43 34,361 3,5369 152,0881 6539,789596 1849 12,5099 537,9256 152,09 141,8361379 10,25199227 

4 53 52,036 3,9519 209,4525 11100,98061 2809 15,6178 827,7422 209,45 202,0482336 7,404230737 

5 62 81,413 4,3995 272,7711 16911,80627 3844 19,3559 1200,065 272,77 270,6327587 2,138310134 

6 72 145,36 4,9792 358,5024 25812,17106 5184 24,7924 1785,055 358,5 362,8306181 −4,328242254

7 83 303,97 5,7169 474,5055 39383,95343 6889 32,6833 2712,716 474,51 483,6924237 −9,186960674
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В числовом виде: 

Формула обратной матрицы в общем виде: 
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В числовом виде: 
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eS
S

F  

F = 2,8471085, 

Fтабл = 3,29. 

F < Fтабл, 2,847 < 3,29, следовательно, уравнение признается адек-
ватным. 

4. Построим графики зависимостей экспериментальных и рас-
четных значений в зависимости от значения аргумента: 
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В числовом виде:
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В числовом виде: 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

bAx 
1

 

В числовом виде: 
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F = 2,8471085, 

Fтабл = 3,29. 

F < Fтабл, 2,847 < 3,29, следовательно, уравнение признается адек-
ватным. 

4. Построим графики зависимостей экспериментальных и рас-

четных значений в зависимости от значения аргумента: 
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Формула обратной матрицы в общем виде:
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bxA   

или в общем виде: 

 

 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

 

 

В числовом виде: 

 

 

 

Коэффициенты эмпирического уравнения равны: 

a0 = −457,479 A = −2,04 

a1 = −2,04  B = −853,741 

а2 = 194,246 С = −194,246 

№ опыта T P ln P Ti ln Pi T2
i ln Pi T2

i (ln Pi)2 Ti(ln Pi)2 yi
эксп yi

расч yi
эксп − yi

расч 

1 20 18,381 2,9113 58,22667 1164,53332 400 8,47586 169,5172 58,227 67,23584808 −9,009182096

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78274 729 9,32203 251,6948 82,436 80,51287115 1,923526622 

3 43 34,361 3,5369 152,0881 6539,789596 1849 12,5099 537,9256 152,09 141,8361379 10,25199227 

4 53 52,036 3,9519 209,4525 11100,98061 2809 15,6178 827,7422 209,45 202,0482336 7,404230737 

5 62 81,413 4,3995 272,7711 16911,80627 3844 19,3559 1200,065 272,77 270,6327587 2,138310134 

6 72 145,36 4,9792 358,5024 25812,17106 5184 24,7924 1785,055 358,5 362,8306181 −4,328242254

7 83 303,97 5,7169 474,5055 39383,95343 6889 32,6833 2712,716 474,51 483,6924237 −9,186960674
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В числовом виде: 

Формула обратной матрицы в общем виде: 

bAx 
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В числовом виде: 
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S

F  

F = 2,8471085, 

Fтабл = 3,29. 

F < Fтабл, 2,847 < 3,29, следовательно, уравнение признается адек-
ватным. 

4. Построим графики зависимостей экспериментальных и рас-

четных значений в зависимости от значения аргумента: 
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Коэффициенты эмпирического уравнения:

a
0
 = 2,74		  A = 2,74

a
1
 = −0,0001069	 B = −0,000107

а
2
 = 0,0004334	 С = 0,0004334

№
 

оп
ы

та

T P Ln P T
i
 ln P

i
T2

i
 ln P

i
T2

i
T3

i
T4

i
y

i
эксп y

i
расч y

i
эксп − y

i
расч

1 20 18,381 2,9113 58,22667 1164,53332 400 8000 160000 2,9113 2,737862 0,173471299

2 27 21,183 3,0532 82,4364 2225,78274 729 19683 531441 3,0532 2,7371137 0,316086217

3 43 34,361 3,5369 152,0881 6539,789596 1849 79507 3418801 3,5369 2,7354033 0,801529959

4 53 52,036 3,9519 209,4525 11100,98061 2809 148877 7890481 3,9519 2,7343343 1,217598988

5 62 81,413 4,3995 272,7711 16911,80627 3844 238328 14776336 4,3995 2,733372236 1,666161132

6 72 145,36 4,9792 358,5024 25812,17106 5184 373248 26873856 4,9792 2,7323032 2,246896465

7 83 303,97 5,7169 474,5055 39383,95343 6889 571787 47458321 5,7169 2,7311273 2,985805989

8 93 651,06 6,4786 602,5098 56033,41106 8649 804357 74805201 6,4786 2,7300583 3,748541661
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№
 

оп
ы

та

T P Ln P T
i
 ln P

i
T2

i
 ln P

i
T2

i
T3

i
T4

i
y

i
эксп y

i
расч y

i
эксп − y

i
расч

9 103 1520,7 7,3269 754,6741 77731,43504 10609 1092727
1,13E 
+ 08

7,3269 2,7289893 4,597943968

10 110 2899,6 7,9723 876,9567 96465,23231 12100 1331000
1,46E 
+ 08

7,9723 2,728241055 5,244092193

∑ln P
i

∑T
i
 ln P

i
∑T2

i
 lnP

i
∑T

i
∑T2

i
∑T3

i
∑T4

i
yср f

e
∑(y

i
 − yср)2 S

e
2

50,326933 3842,12 333369,0954 666 53062 4667514 434875318 5,0327 9 28,69150616 3,18795

A B С t
a2

t
a1

t
a0

t
табл

∑(y
i
 − y

i
расч)2 S2

ост(ад)
F F

табл

2,74 −0,0001069 0,0004334 0,000768 0,000189 4,853 2,2622 81,68783065 9,0764256 2,8471085 3,29

2. Проверка коэффициентов на значимость:

а) находим дисперсию воспроизводимости:

S
e
2 = 3,1879451;

б) определяем значение t-критерия Стьюдента:

t
a1

 = 0,0001893,

t
a2

 = 0,0007676,

t
a0

 = 4,8528307.

Сравниваем с табличным значением Стьюдента:

t
табл

 =2,2622	.

t
a1

 < t
табл

, 0,0001893 < 2,2622. Следовательно, коэффициент счи-

тается незначимым.

t
a2

 < t
табл

, 0,0007676 < 2,2622. Следовательно, коэффициент также 

считается незначимым.

t
a0

 > t
табл

, 4,8528 > 2,2622. Следовательно, коэффициент считает-

ся значимым.

3. Проводим проверку на адекватность по F-критерию Фишера:

S2
ост(ад)

 = 9,0764256.

Определяем расчетное значение критерия Фишера:
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4. Построим графики зависимостей экспериментальных и расчет-

ных значений от значения аргумента (рис. П3.5).
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Рис. П3.5. График зависимости Yэксп и Yрасч от температуры T
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риментальных и расчетных значений от значения аргумента по гра-

фику, приведенному на рис. П3.5, видим, что расчетное значение 
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не совпадает с экспериментальным. График ошибок, приведенный 

на рис. П3.6, представляет собой полиномиальную кривую. Можно 

утверждать, что данная модель является неточной.

Практическое занятие 4 
Построение математических моделей по результатам 

активного эксперимента

В области химии и химической технологии наиболее распро-

страненными являются следующие задачи:

1.	Определение оптимальных режимов.

2.	Изучение механизма процесса.

3.	Математическое описание физико-химических свойств веществ 

и систем.

4.	Построение математических моделей для использования их в ав-

томатизированных системах управления технологическими про-

цессами.

Необходимая для планирования эксперимента информация 

зависит от целей исследования. Так, для решения первой задачи 

необходимо знать число факторов, подлежащих изучению, и целе-

сообразные интервалы их изменения; число и характер параметров 

оптимизации; экономические и временные ограничения и ряд дру-

гих, более второстепенных сведений. Для решения второй задачи 

необходимо дополнительно выдвинуть одну или несколько гипотез 

о механизме процесса. Аналогичным образом можно сформулиро-

вать исходную необходимую информацию и в остальных случаях.

Для построения линейных и неполных степенных математиче-

ских моделей применяют полный факторный эксперимент (ПФЭ). 

При планировании по схеме ПФЭ реализуются все возможные 

комбинации факторов на всех выбранных для исследования уров-

нях. Необходимое количество опытов N при ПФЭ определяется по 

формуле:

N = nk,                                              (П4.1)

где n – количество уровней; k – число факторов.
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В безразмерной системе координат максимальное значение пе-

ременной Z
i
 будет соответствовать +1, минимальное −1. Пересчита-

ем исследуемые факторы в безразмерный вид.

Если эксперимент проводят только на двух уровнях, при двух 

значениях факторов и при этом в процессе эксперимента осущест-

вляются все возможные комбинации из k факторов, то постановка 

опытов по такому плану называется ПФЭ типа 2k (или планом пер-

вого порядка). Уровни факторов представляют собой границу изу-

чаемой области по данному фактору.

Все расчеты коэффициентов уравнения регрессии производят  

в безразмерной системе координат. Переход от натуральной систе-

мы, т. е. системы координат, в которой ставят опыты, к кодированной 

осуществляют посредством переноса начала координат в центр изу-

чаемой области, т. е. в точку с координатами Z
S

0 и Z0
S+1

, и последующе-

го изменения масштаба. Формула перехода от натуральной системы  

к кодированной имеет следующий вид:
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где – значение фактора в кодированной системе координат; – значе-

ние фактора в натуральной системе координат; – координата центра 

плана;  – интервал варьирования изучаемой переменной. 

Значения вычисляют по формулам: 
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где и  – граница изучаемой области факторного пространства, со-

ответственно, максимальное и минимальное значение изучаемого фактора. 

Например, изучается влияние на выход продукта (Y, %) трех факто-

ров: температуры (Z1) в диапазоне 100–200 °С, давления (Z2) (2 − 6) ∙105 Па 
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где X
j
 – значение фактора в кодированной системе координат; Z

j
 – 

значение фактора в натуральной системе координат; Z
j
0 – коорди-

ната центра плана; DZ
j
 – интервал варьирования изучаемой пере-

менной.

Значения Z
j
0 и DZ

j
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где Z
j
max и Z

j
min – граница изучаемой области факторного простран-

ства, соответственно, максимальное и минимальное значение изу-

чаемого фактора.

Например, изучается влияние на выход продукта (Y, %) трех 

факторов: температуры (Z
1
) в диапазоне 100–200 °С, давления (Z

2
) 

(2 − 6) ∙105 Па и времени пребывания (Z
3
) 10–20 мин. Верхний уро-

вень по температуре равен 200 °С, нижний  равен 100 °С, тогда для 

Z
1
 имеем:
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Как видно из табл. П4.1, составление плана ПФЭ не вызывает 

трудностей. Первая колонка состоит из последовательного чередо-
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вания по одному +1 и −1, во второй колонке чередование по два,  

в третьей – четыре и т. д.

Таблица П4.1

Составление плана эксперимента

N X
I

Х
2

X
3

Y

1
2
3
4
5
6
7
8

+1
−1
+1
−1
+1
−1
+1
−1

+1
+1
−1
−1
+1
+1
−1
−1

+1
+1
+1
+1
−1
−1
−1
−1

2
6
4
8

10
18
8

12

Благодаря ортогональности матрицы планирования, коэффи-
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��� � ����� � �����
2 � 20 � 10

2 � 5. 

�� � ����� � ���
��� � 200 � 150

50 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 100 � 150

50 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � �� � �� � 10�

2 � 10� � �1, 

�� � ����� � ���
��� � �2 � �� � 10�

2 � 10� � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 20 � 15

5 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 10 � 15

5 � �1. 

�� � 1
����,				

�

���
�� � 1

��������� � 1, 2���,				
�

���
 

��� � 1
������������� � � 1, 2��, � � ��,				

�

���
 

���� � 1
���������������� �� � � 1, 2��, � � � � ��.				

�

���
 

�воспр� � ∑ ��� � �������
� � 1 ,

� � ∑ ������
� , 

��� � �, ��� � �, ��� � �.�.	 
�� 

          (П4.5)

В результате расчета получены следующие коэффициенты урав-

нения регрессии:
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Тогда уравнение регрессии примет вид: 

. 

Если поставить дополнительно параллельные опыты в центре плана, 

можно определить оценку дисперсии воспроизводимости SВОСПР, прове-

рить значимость коэффициентов регрессии и при наличии степеней свобо-

ды – адекватность уравнения. Оценка дисперсии воспроизводимости рас-

считывается по формуле: 

 

(П4.6)

где m – количество дополнительных опытов;  – среднее значение допол-

нительных опытов. 

Например, в центре плана поставлено дополнительно три параллель-

ных опыта? и получены следующие значения Y0: 

 
Тогда получим: 

, 

. 
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Тогда уравнение регрессии примет вид:

100 
 

 

 

 

 
Тогда уравнение регрессии примет вид: 

. 

Если поставить дополнительно параллельные опыты в центре плана, 

можно определить оценку дисперсии воспроизводимости SВОСПР, прове-

рить значимость коэффициентов регрессии и при наличии степеней свобо-

ды – адекватность уравнения. Оценка дисперсии воспроизводимости рас-

считывается по формуле: 

 

(П4.6)

где m – количество дополнительных опытов;  – среднее значение допол-

нительных опытов. 

Например, в центре плана поставлено дополнительно три параллель-

ных опыта? и получены следующие значения Y0: 

 
Тогда получим: 

, 

. 

 = 8 + 2,5x
1
 - 0,5x

2
 + 3,5x

3
 - 0,5x

1
x

2
 - 1,5x

2
x

3
 + 0,11x

1
x

2
x

3
.

Если поставить дополнительно параллельные опыты в центре 

плана, можно определить оценку дисперсии воспроизводимости 

S
ВОСПР

, проверить значимость коэффициентов регрессии и при на-

личии степеней свободы – адекватность уравнения. Оценка диспер-

сии воспроизводимости рассчитывается по формуле:

��� � ����� � �����
2 � 20 � 10

2 � 15, 

��� � ����� � �����
2 � 20 � 10

2 � 5. 

�� � ����� � ���
��� � 200 � 150

50 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 100 � 150

50 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � �� � �� � 10�

2 � 10� � �1, 

�� � ����� � ���
��� � �2 � �� � 10�

2 � 10� � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 20 � 15

5 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 10 � 15

5 � �1. 

�� � 1
����,				

�

���
�� � 1

��������� � 1, 2���,				
�

���
 

��� � 1
������������� � � 1, 2��, � � ��,				

�

���
 

���� � 1
���������������� �� � � 1, 2��, � � � � ��.				

�

���
 

�воспр� � ∑ ��� � �������
� � 1 ,

� � ∑ ������
� , 

��� � �, ��� � �, ��� � �.�.	 
�� 

                                (П4.6)

где m – количество дополнительных опытов; 

��� � ����� � �����
2 � 20 � 10

2 � 15, 

��� � ����� � �����
2 � 20 � 10

2 � 5. 

�� � ����� � ���
��� � 200 � 150

50 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 100 � 150

50 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � �� � �� � 10�

2 � 10� � �1, 

�� � ����� � ���
��� � �2 � �� � 10�

2 � 10� � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 20 � 15

5 � �1, 

�� � ����� � ���
��� � 10 � 15

5 � �1. 

�� � 1
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�� � 1

��������� � 1, 2���,				
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���
 

��� � 1
������������� � � 1, 2��, � � ��,				

�

���
 

���� � 1
���������������� �� � � 1, 2��, � � � � ��.				

�

���
 

�воспр� � ∑ ��� � �������
� � 1 ,

� � ∑ ������
� , 

��� � �, ��� � �, ��� � �.�.	 
�� 

 – среднее значение 

дополнительных опытов.

Например, в центре плана поставлено дополнительно три па-

раллельных опыта, и получены следующие значения Y0:

Y
1

0 = 8,   Y
2

0 = 9,   Y
3

0 = 8,8.

Тогда получим:

100 
 

 

 

 

 
Тогда уравнение регрессии примет вид: 

. 

Если поставить дополнительно параллельные опыты в центре плана, 

можно определить оценку дисперсии воспроизводимости SВОСПР, прове-

рить значимость коэффициентов регрессии и при наличии степеней свобо-

ды – адекватность уравнения. Оценка дисперсии воспроизводимости рас-

считывается по формуле: 

 

(П4.6)

где m – количество дополнительных опытов;  – среднее значение допол-

нительных опытов. 

Например, в центре плана поставлено дополнительно три параллель-

ных опыта? и получены следующие значения Y0: 

 
Тогда получим: 

, 

. 
При переходе к безразмерной системе координат ковариаци-

онная матрица получается диагональной, т. е. ковариационные мо-

менты равны нулю, и, следовательно, коэффициенты уравнения ре-

грессии взаимно не связаны и рассчитаны с одинаковой точностью. 

В этом случае значимость коэффициентов уравнения регрессии 

проверяют в отдельности по критерию Стьюдента.
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(П4.7)

, 
(П4.8)

 

 

 

 

 
 

 
(П4.9)

 
(П4.10)

, 

. 

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05, f1 = 8 − 4 = 

4, f2 = 3 − 1 = 2, F1−p(f1, f2) = 19,3, расчетное значение критерия Фишера 

меньше табличного, следовательно, полученное уравнение регрессии адек-

ватно описывает экспериментальные данные. 

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по крите-

;                                         (П4.7)
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(П4.7)

, 
(П4.8)

 

 

 

 

 
 

 
(П4.9)

 
(П4.10)

, 

. 

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05, f1 = 8 − 4 = 

4, f2 = 3 − 1 = 2, F1−p(f1, f2) = 19,3, расчетное значение критерия Фишера 

меньше табличного, следовательно, полученное уравнение регрессии адек-

ватно описывает экспериментальные данные. 

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по крите-

,                                    (П4.8)

где S
bj
 – оценка дисперсии коэффициента уравнения регрессии;  

t
j
 – значение критерия Стьюдента для коэффициента уравнения ре-

грессии.

,

.
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Табличное значение критерия Стьюдента t
p
(f) для заданно-

го уровня значимости р и числа степеней свободы f = m − 1 выби-

рают из таблицы, и если t
j
 > t

p
(f), то коэффициент значим, а если  

t
j
 < t

p
(f), то коэффициент вычеркивается из уравнения регрессии.

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по 

критерию Стьюдента.
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(П4.7)

, 
(П4.8)

 

 

 

 

 
 

 
(П4.9)

 
(П4.10)

, 

. 

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05, f1 = 8 − 4 = 

4, f2 = 3 − 1 = 2, F1−p(f1, f2) = 19,3, расчетное значение критерия Фишера 

меньше табличного, следовательно, полученное уравнение регрессии адек-

ватно описывает экспериментальные данные. 

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по крите-

Зададимся уровнем значимости p = 0,05. Табличное значение 

критерия Стьюдента для уровня значимости р = 0,05 и числа сте-

пеней свободы f = 3 − 1 = 2 t
p
(f) = 4,3. Таким образом, коэффициен-

ты b
2
, b

12
, b

13
 и b

123
 незначимы, и их следует исключить из уравнения 

регрессии. После исключения незначимых коэффициентов уравне-

ние регрессии будет иметь вид:
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Тогда уравнение регрессии примет вид: 

. 

Если поставить дополнительно параллельные опыты в центре плана, 

можно определить оценку дисперсии воспроизводимости SВОСПР, прове-

рить значимость коэффициентов регрессии и при наличии степеней свобо-

ды – адекватность уравнения. Оценка дисперсии воспроизводимости рас-

считывается по формуле: 

 

(П4.6)

где m – количество дополнительных опытов;  – среднее значение допол-

нительных опытов. 

Например, в центре плана поставлено дополнительно три параллель-

ных опыта? и получены следующие значения Y0: 

 
Тогда получим: 

, 

. 

 = 8,5 + 2,5x
1
 + 3,5x

3
 - 1,5x

2
x

3
.

После исключения из уравнения регрессии незначимых коэф-

фициентов проверяют адекватность по критерию Фишера:
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(П4.7)

, 
(П4.8)

 

 

 

 

 
 

 
(П4.9)

 
(П4.10)

, 

. 

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05, f1 = 8 − 4 = 

4, f2 = 3 − 1 = 2, F1−p(f1, f2) = 19,3, расчетное значение критерия Фишера 

меньше табличного, следовательно, полученное уравнение регрессии адек-

ватно описывает экспериментальные данные. 

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по крите-

;                                         (П4.9)
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(П4.7)

, 
(П4.8)

 

 

 

 

 
 

 
(П4.9)

 
(П4.10)

, 

. 

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05, f1 = 8 − 4 = 

4, f2 = 3 − 1 = 2, F1−p(f1, f2) = 19,3, расчетное значение критерия Фишера 

меньше табличного, следовательно, полученное уравнение регрессии адек-

ватно описывает экспериментальные данные. 

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по крите-

,                              (П4.10)

где S 2
ocm  – оценка остаточной дисперсии уравнения регрессии;  
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Тогда уравнение регрессии примет вид: 

. 

Если поставить дополнительно параллельные опыты в центре плана, 

можно определить оценку дисперсии воспроизводимости SВОСПР, прове-

рить значимость коэффициентов регрессии и при наличии степеней свобо-

ды – адекватность уравнения. Оценка дисперсии воспроизводимости рас-

считывается по формуле: 

 

(П4.6)

где m – количество дополнительных опытов;  – среднее значение допол-

нительных опытов. 

Например, в центре плана поставлено дополнительно три параллель-

ных опыта? и получены следующие значения Y0: 

 
Тогда получим: 

, 

. 

 – значение i отклика уравнения регрессии после вычеркива-

ния незначимых коэффициентов; q – количество коэффициентов  

в уравнении регрессии после вычеркивания незначимых.
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Уравнение регрессии адекватно, если табулированные значения 

критерия Фишера F
1−p

(f
1
, f

2
), где f

1
 = N − q, f

2
 = m − 1, больше рассчи-

танного, т. е. F < F
1−p

(f
1
, f

2
).

Проверим адекватность полученного уравнения регрессии:
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(П4.7)

, 
(П4.8)

 

 

 

 

 
 

 
(П4.9)

 
(П4.10)

, 

. 

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05, f1 = 8 − 4 = 

4, f2 = 3 − 1 = 2, F1−p(f1, f2) = 19,3, расчетное значение критерия Фишера 

меньше табличного, следовательно, полученное уравнение регрессии адек-

ватно описывает экспериментальные данные. 

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по крите-

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05,  

f
1
 = 8 − 4 = 4, f

2
 = 3 − 1 = 2, F

1−p
(f

1
, f

2
) = 19,3, расчетное значение крите-

рия Фишера меньше табличного, следовательно, полученное урав-

нение регрессии адекватно описывает экспериментальные данные.

Оценим значимость коэффициентов уравнения регрессии по 

критерию Стьюдента.

102 
 

рию Стьюдента. 

 

 

 

 

Зададимся уровнем значимости p = 0,05. Табличное значение 

критерия Стьюдента для уровня значимости р = 0,05 и числа сте-

пеней свободы f = 3 − 1 = 2 t
p
(f) = 4,3. Таким образом, коэффициен-

ты b
2
, b

12
, b

13
 и b

123
 незначимы, и их следует исключить из уравнения 

регрессии. После исключения незначимых коэффициентов уравне-

ние регрессии будет иметь вид:

100 
 

 

 

 

 
Тогда уравнение регрессии примет вид: 

. 

Если поставить дополнительно параллельные опыты в центре плана, 

можно определить оценку дисперсии воспроизводимости SВОСПР, прове-

рить значимость коэффициентов регрессии и при наличии степеней свобо-

ды – адекватность уравнения. Оценка дисперсии воспроизводимости рас-

считывается по формуле: 

 

(П4.6)

где m – количество дополнительных опытов;  – среднее значение допол-

нительных опытов. 

Например, в центре плана поставлено дополнительно три параллель-

ных опыта? и получены следующие значения Y0: 

 
Тогда получим: 

, 

. 

 = 8,5 + 2,5x
1
 + 3,5x

3
 - 1,5x

2
x

3
.

;

.



— 96 —

Проверим адекватность полученного уравнения регрессии:

102 
 

рию Стьюдента. 

 

 

 

 

 
Зададимся уровнем значимости p = 0,05. Табличное значение крите-

рия Стьюдента для уровня значимости р = 0,05 и числа степеней свободы f 

= 3 − 1 = 2 tp(f) = 4,3. Таким образом, коэффициенты b2, b12, b13 и b123 незна-

чимы, и их следует исключить из уравнения регрессии. После исключения 

незначимых коэффициентов уравнение регрессии будет иметь вид: 

. 

Проверим адекватность полученного уравнения регрессии: 

, 

. 

 

, 

при которых концентрация промежуточного продукта была бы максималь-

ной. 

Задан центр планирования: 

Табулированное значение критерия Фишера для р = 0,05,  

f
1
 = 8 − 4 = 4, f

2
 = 3 − 1 = 2, F

1−p
(f

1
, f

2
) = 19,3, расчетное значение крите-

рия Фишера меньше табличного, следовательно, полученное урав-

нение регрессии адекватно описывает экспериментальные данные.

Пример. Необходимо подобрать оптимальные значения темпе-

ратуры и времени превращения четырехстадийной реакции:

102 
 

рию Стьюдента. 

 

 

 

 

 
Зададимся уровнем значимости p = 0,05. Табличное значение крите-

рия Стьюдента для уровня значимости р = 0,05 и числа степеней свободы f 

= 3 − 1 = 2 tp(f) = 4,3. Таким образом, коэффициенты b2, b12, b13 и b123 незна-

чимы, и их следует исключить из уравнения регрессии. После исключения 

незначимых коэффициентов уравнение регрессии будет иметь вид: 

. 

Проверим адекватность полученного уравнения регрессии: 

, 

. 

 

, 

при которых концентрация промежуточного продукта была бы максималь-

ной. 

Задан центр планирования: 

,

при которых концентрация промежуточного продукта была бы мак-

симальной.

Задан центр планирования:

•	Т
ц.п

 = 330 K – температура проведения реакции;

•	 τ
ц.п

 = 75 с – время проведения реакции.

Интервал изменения параметров: ∆Т = ±10 K; ∆τ = ±25 с.

1. Полный факторный эксперимент (ПФЭ) включает опыты 1÷4 

и эксперименты в центре плана – опыты 9÷14 (330 K, 75 с) – для 

определения дисперсии воспроизводимости.

На основании экспериментальных данных определить:

а) коэффициенты линейного уравнения регрессии

С = θ
0
 + θ

1
T + θ

2
τ

	 для компонента реакции (например, Р): θ
0
, θ

1
, θ

2
;

б) проверить значимость коэффициентов уравнения регрессии;

в) проверить адекватность уравнения регрессии.

2. Ортогональное центральное композиционное планирова-

ние (ОЦКП) позволяет найти координаты оптимальных значений 

факторов.

Эксперимент дополняется опытами в звездных точках фактор-

ного пространства: точками 5÷6 с координатами (Т
ц.п

 ± α∆Т; τ
ц.п

) и 

точками 7÷8 с координатами (Т
ц.п

; τ
ц.п

 + α∆τ), где α – звездное плечо.

,

.
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На основании экспериментальных данных определить:

а) коэффициенты нелинейного уравнения

C = θ
0
 + θ

1
T + θ

2
τ + θ

12
Tτ + θ

11
T2 + θ

22
τ2

	 для компонента реакции (например, Р): θ
0
, θ

1
, θ

2
, θ

12
, θ

11
, θ

22
;

б) проверить значимость коэффициентов уравнения регрессии;

в) проверить адекватность уравнения регрессии;

г) найти координаты Topt, τopt экстремальной точки функции C = f(T, τ).

Статическая обработка результатов активного эксперимента

Таблица П4.2

Результаты эксперимента

№ T, K τ, с CQ

1 320 50 0,5221

2 340 50 0,489

3 320 100 0,668

4 340 100 0,665

5 316,8 75 0,5815

6 343,2 75 0,578

7 330 42 0,5017

8 330 108 0,6974

9 330 75 0,6543

10 330 75 0,6245

11 330 75 0,6241

12 330 75 0,6343

13 330 75 0,5772

14 330 75 0,63

C
Q

ср Q
0

Q
1

Q
2

f
e

S2
e

t
0

t
1

t
2

0,6241 0,586025 −0,009 0,0805 5 0,0007 45,967 0,7079 6,3123

t
табл

S2
R

F F
табл

x
j
ц.п ∆

xi
z

j

2,57 0,00028 0,4248 19,3 75 25
t - 75

25

1. Полный факторный эксперимент

Количество опытов: n = 2m = 22 = 4, где m – количество факторов.

2. Уравнение регрессии:

C = Q
0
 + Q

1
T + Q

2
τ. 
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3. Матрица планирования ПФЭ

№ z0 z1 z2

1 1 −1 −1
2 1 1 −1
3 1 −1 1
4 1 1 1

105 
 

 

4. Матрица физических переменных

№ z0 z1 z2 T, K τ, с CQ

1 1 −1 −1 320 50 0,5221
2 1 1 −1 340 50 0,489
3 1 −1 1 320 100 0,668
4 1 1 1 340 100 0,665

5. Информационная матрица

105 
 

 

 
 

 
6. Матрица корреляции 

 
7. Расчет кодированных коэффициентов уравнения регрессии: 

 
Q0 = 0,58603 

Q1 = −0,00903 

Q2 = 0,08048 

8. Дисперсия воспроизводимости 

 
S2

e = 0,00065 

 

 
t0 = 45,96 

6. Матрица корреляции

105 
 

 

 
 

 
6. Матрица корреляции 

7. Расчет кодированных коэффициентов уравнения регрессии:

105 
 

 

 
 

 
6. Матрица корреляции 

 
7. Расчет кодированных коэффициентов уравнения регрессии: 

 
Q0 = 0,58603 

Q1 = −0,00903 

Q2 = 0,08048 

8. Дисперсия воспроизводимости 

 
S2

e = 0,00065 

 

 
t0 = 45,96 

Q
0
 = 0,58603

Q
1
 = −0,00903

Q
2
 = 0,08048
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8. Дисперсия воспроизводимости

105 
 

 

 
 

 
6. Матрица корреляции 

 
7. Расчет кодированных коэффициентов уравнения регрессии: 

 
Q0 = 0,58603 

Q1 = −0,00903 

Q2 = 0,08048 

8. Дисперсия воспроизводимости 

 
S2

e = 0,00065 

 

 
t0 = 45,96 

S2
e
 = 0,00065

105 
 

 

 
 

 
6. Матрица корреляции 

 
7. Расчет кодированных коэффициентов уравнения регрессии: 

 
Q0 = 0,58603 

Q1 = −0,00903 

Q2 = 0,08048 

8. Дисперсия воспроизводимости 

 
S2

e = 0,00065 

 

 
t0 = 45,96 

f
e
 = k − 1 – число степеней свободы дисперсии воспроизводи-

мости.

k – число переменных (опыты 9–14).

C
Q

ср = 0,62407.

9. Значимость кодированных коэффициентов регрессии:

105 
 

 

 
 

 
6. Матрица корреляции 

 
7. Расчет кодированных коэффициентов уравнения регрессии: 

 
Q0 = 0,58603 

Q1 = −0,00903 

Q2 = 0,08048 

8. Дисперсия воспроизводимости 

 
S2

e = 0,00065 

 

 
t0 = 45,96 t

0
 = 45,96

t
1
 = 0,70791

t
2
 = 6,31234

Сравниваем с табличным значением Стьюдента:

t
табл

 = 2,57.

t
0
 > t

табл
, 45,967 > 2,57. Следовательно, коэффициент считается 

значимым.

t
1
 < t

табл
, 0,7079 < 2,57. Следовательно, коэффициент считается 

незначимым.

t
2
 > t

табл
, 6,3123 > 2,57. Следовательно, коэффициент считается 

значимым.

10. Уравнение регрессии в кодированных переменных:

C
Q
 = 0,58603 + 0,08048 ∙ z

2
.

11. Расчет остаточной дисперсии:

№ Q1z1 Q2z2 CQ CQ
расч (CQ − CQ

расч)2

1 0,00903 −0,08 0,5221 0,5056 0,000273903
2 −0,00903 −0,08 0,489 0,5056 0,000273902
3 0,00903 0,0805 0,668 0,6665 2,25E-06
4 −0,00903 0,0805 0,665 0,6665 2,25E-06
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n = 4

f
R
 = 2

f
e
 = 5

107 
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
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zj = τ − 75/25 

 
CQ = 0,58603 + 0,08048 ∙ z2 
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Кодированное уравнение регрессии для трехфазного эксперимента 

имеет вид: 

y = zobo + z1b1 + z2b2 + z3b3 + z1z2b12 + z1z3b13 + z2z3b23 + z1z2z3b123. 

Вычислим коэффициенты регрессии для данного уравнения: 

bo = 1/N (xjyэ
i) = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ 1 + 3 

∙ 1)/8 = 6,2 

b1 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ (−1) + 4 ∙ 1 + 3 ∙ 

(−1))/8 = 0,24 

S2
R
 = 0,00028

12. Расчетное значение критерия Фишера:

107 
 

Cr
pn

SR 


12  

 

2

minmax
ц.п jj
j

xx
x


  

xj
ц.п = 75 

2

minmax
jj

x

xx
i


  

∆xi = 25 

jx

jj
j

xx
z





ц.п

 

zj = τ − 75/25 

 
CQ = 0,58603 + 0,08048 ∙ z2 
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Кодированное уравнение регрессии для трехфазного эксперимента 

имеет вид: 

y = zobo + z1b1 + z2b2 + z3b3 + z1z2b12 + z1z3b13 + z2z3b23 + z1z2z3b123. 

Вычислим коэффициенты регрессии для данного уравнения: 

bo = 1/N (xjyэ
i) = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ 1 + 3 

∙ 1)/8 = 6,2 

b1 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ (−1) + 4 ∙ 1 + 3 ∙ 

(−1))/8 = 0,24 

F = 0,42476

F
табл

 = 19,3

F < F
табл

, 0,42476 < 19,3, следовательно, уравнение в кодирован-

ных переменных признается адекватным.

13. Кодирование факторов:
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zj = τ − 75/25 

 
CQ = 0,58603 + 0,08048 ∙ z2 
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Кодированное уравнение регрессии для трехфазного эксперимента 

имеет вид: 

y = zobo + z1b1 + z2b2 + z3b3 + z1z2b12 + z1z3b13 + z2z3b23 + z1z2z3b123. 

Вычислим коэффициенты регрессии для данного уравнения: 

bo = 1/N (xjyэ
i) = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ 1 + 3 

∙ 1)/8 = 6,2 

b1 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ (−1) + 4 ∙ 1 + 3 ∙ 

(−1))/8 = 0,24 

14. Переход к физическим переменным:
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zj = τ − 75/25 

 
CQ = 0,58603 + 0,08048 ∙ z2 
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Кодированное уравнение регрессии для трехфазного эксперимента 

имеет вид: 

y = zobo + z1b1 + z2b2 + z3b3 + z1z2b12 + z1z3b13 + z2z3b23 + z1z2z3b123. 

Вычислим коэффициенты регрессии для данного уравнения: 

bo = 1/N (xjyэ
i) = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ 1 + 3 

∙ 1)/8 = 6,2 

b1 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ (−1) + 4 ∙ 1 + 3 ∙ 

(−1))/8 = 0,24 

Пример. Изучалось влияние температуры Z
1
 (60÷80 °C), продол-

жительности Z
2
 (2÷6 ч), степени титрования (30÷75 %) на предел 

прочности при растяжении Y МПа анионовых мембран. Результаты 

эксперимента в табл. П4.3.
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Таблица П4.3

Результаты полного трехфазового эксперимента

Х1 Х2 Х3 Y
1 + + + 9
2 − + + 12.1
3 + − + 10.3
4 − − + 5
5 + + − 2.4
6 − + − 3.7
7 + − − 4
8 − − − 3

Требуется построить математическую модель по результатам 

эксперимента.

Для начала требуется определить коэффициенты уравнения ре-

грессии скалярным произведением двух матриц:
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Кодированное уравнение регрессии для трехфазного эксперимента 

имеет вид: 

y = zobo + z1b1 + z2b2 + z3b3 + z1z2b12 + z1z3b13 + z2z3b23 + z1z2z3b123. 

Вычислим коэффициенты регрессии для данного уравнения: 

bo = 1/N (xjyэ
i) = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ 1 + 3 

∙ 1)/8 = 6,2 

b1 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ (−1) + 4 ∙ 1 + 3 ∙ 

(−1))/8 = 0,24 

Кодированное уравнение регрессии для трехфазного экспери-

мента имеет вид:

y = zobo + z1b1 + z2b2 + z3b3 + z1z2b12 + z1z3b13 + z2z3b23 + z1z2z3b123.
Вычислим коэффициенты регрессии для данного уравнения:

bo = 1/N S(xjy
э
i) = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 + 
+ 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ 1 + 3 ∙ 1)/8 = 6,2;

b1 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ (−1) + 
+ 4 ∙ 1 + 3 ∙ (−1))/8 = 0,24;

b2 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ (−1) + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 
+ 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ (−1) + 3 ∙ (−1))/8 = 0,61;

b3 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ (−1) + 3,7 ∙ (−1) + 
+ 4 ∙ (−1) + 3 ∙ (−1))/8 = 2,91;

b12 = (9 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 ∙ (−1) + 5 ∙ (−1) ∙ (−1) + 
+ 2,4 ∙ 1 ∙ 1 + 3,7 ∙ (−1) ∙ 1 + 4 ∙ 1 ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1))/8 = −1,34;
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b13 = (9 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 ∙ (−1) +  
+ 3,7 ∙ (−1) ∙ (−1) + 4 ∙ 1 ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1))/8 = 0,31;

b23 = (9 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 ∙ 1 + 10,3 ∙ (−1) ∙ 1 + 5 ∙ (−1) ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 ∙ (−1) +  
+ 3,7 ∙ 1 ∙ (−1) + 4 ∙ (−1) ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1))/8 = 0,84;

b123 = (9 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) ∙ 1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 ∙ (−1) ∙ 1 + 
+ 5 ∙ (−1) ∙ (−1) ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 ∙ 1 ∙ (−1) + 3,7 ∙ (−1) ∙ 1 ∙ (−1) + 

+ 4 ∙ 1 ∙ (−1) ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1) ∙ (−1))/8 = −0,76.
Запишем кодированное уравнение с коэффициентами:

y = 6,2 + 0,24z1 + 0,61z2 + 2,91z3 − 1,34z1z2 + 0,31z1z3 + 
+ 0,84z2z3 − 0,76z1z2z3.

В центре плана, по условию, было проведено дополнитель-

но три параллельных эксперимента (m = 3) (z
1

o = 70 °C; z
2

o = 4 ч;  

z
3

o = 52,5 %).

Определим значимость коэффициентов уравнения по критерию 

Стьюдента.

Рассчитаем дисперсию воспроизводимости:

S2
вос

 = (1/m − 1)·S(y
n
 − ȳ)2; ȳ = S(y

n
)/m = (3,1 + 2 + 2,5)/3 = 2,53,

S2
вос

 = ((3,1 − 2,53)2 + (2 − 2,53)2 + (2,5 − 2,53)2)/(3 − 1) = 0,303.

Определим критерий Стьюдента:

p = 0,05; f = 3 − 1 = 2 – данному числу степеней свободы соответ-

ствует табличное значение критерия Стьюдента t
p
(f) = 4,3.

t
i
 = |b

o
|/S

вос,j
; S

вос,j
 = 
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b2 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ (−1) + 5 ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 + 3,7 ∙ 1 + 4 ∙ (−1) + 3 ∙ 

(−1))/8 = 0,61 

b3 = (9 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 + 5 ∙ 1 + 2,4 ∙ (−1) + 3,7 ∙ (−1) + 4 ∙ (−1) + 3 ∙ 

(−1))/8 = 2,91 

b12 = (9 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 ∙ (−1) + 5 ∙ (−1) ∙ (−1) + 2,4 ∙ 1 ∙ 1 + 3,7 

∙ (−1) ∙ 1 + 4 ∙ 1 ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1))/8 = −1,34 

b13 = (9 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 ∙ 1 + 5 ∙ (−1) ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 ∙ (−1) + 3,7 ∙ 

(−1) ∙ (−1) + 4 ∙ 1 ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1))/8 = 0,31 

b23 = (9 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ 1 ∙ 1 + 10,3 ∙ (−1) ∙ 1 + 5 ∙ (−1) ∙ 1 + 2,4 ∙ 1 ∙ (−1) + 3,7 ∙ 1 

∙ (−1) + 4 ∙ (−1) ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1))/8 = 0,84 

b123 = (9 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 + 12,1 ∙ (−1) ∙ 1 ∙ 1 + 10,3 ∙ 1 ∙ (−1) ∙ 1 + 5 ∙ (−1) ∙ (−1) ∙ 1 + 

2,4 ∙ 1 ∙ 1 ∙ (−1) + 3,7 ∙ (−1) ∙ 1 ∙ (−1) + 4 ∙ 1 ∙ (−1) ∙ (−1) + 3 ∙ (−1) ∙ (−1) ∙ 

(−1))/8 = −0,76 

Запишем кодированное уравнение с коэффициентами: 

y = 6,2 + 0,24z1 + 0,61z2 + 2,91z3 − 1,34z1z2 + 0,31z1z3 + 0,84z2z3 − 

0,76z1z2z3. 

В центре плана, по условию, было проведено дополнительно три па-

раллельных эксперимента (m = 3) (zo
1 = 70 °C; zo

2 = 4 ч; zo
3 = 52,5 %). 

Определим значимость коэффициентов уравнения по критерию Сть-

юдента. 

Рассчитаем дисперсию воспроизводимости: 

S2
вос = (1/m − 1)ꞏ(yn − )2; = (yn)/m = (3,1 + 2 + 2,5)/3 = 2,53, 

S2
вос = ((3,1 − 2,53)2 + (2 − 2,53)2 + (2,5 − 2,53)2)/(3 − 1) = 0,303. 

Определим критерий Стьюдента: 

p = 0,05; f = 3 − 1 = 2 – данному числу степеней свободы соответ-

ствует табличное значение критерия Стьюдента tp(f) = 4,3. 

ti = |bo|/Sвос,j; Sвос,j =  =  = 0,195, 

to = |bo|/Sвос,j = 6,2/0,195 = 31,8 > 4,3, 

t1 = 0,24/0,195 = 1,2 < 4,3, 

 = 0,195,

t
o
 = |b

o
|/S

вос,j
 = 6,2/0,195 = 31,8 > 4,3,

t
1
 = 0,24/0,195 = 1,2 < 4,3,

t
2
 = 0,61/0,195 = 3,1 < 4,3,

t
3
 = 2,91/0,195 = 14,9 > 4,3,

t
12

 = |−1,34|/0,195 = 6,9 > 4,3,

t
13

 = 0,31/0,195 = 1,6 < 4,3,

t
23

 = 0,84/0,195 = 4,31 > 4,3,

t
123

 = |−0,76|/0,195 = 3,9 < 4,3.
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Запишем уравнение регрессии с оставшимися коэффициентами:

y = 6,2 + 2,91x
3
 − 1,34x

1
x

2
 + 0,84x

2
x

3
.

Проверим на адекватность полученное уравнение F = S2
вос 

/S2
ост

  

с помощью метода Фишера:

– вычислим остаточную дисперсию: S2
ост

 = S(y − y
i
)2/N − q;

– вычислим y
i
 – функцию отклика после исключения коэффи-

циентов:

y1,i = 6,2 + 2,91 ∙ 1 − 1,34 ∙ 1 ∙ 1 + 0,84 ∙ 1 ∙ 1 = 8,61,
y2,i = 6,2 + 2,91 ∙ 1 − 1,34 ∙ (−1) ∙ 1 + 0,84 ∙ 1 ∙ 1 = 11,3,

y3,i = 6,2 + 2,91 ∙ 1 − 1,34 ∙ 1 ∙ (−1) + 0,84 ∙ (−1) ∙ 1 = 9,61,
y4,i = 6,2 + 2,91 ∙ 1 − 1,34 ∙ (−1) ∙ (−1) + 0,84 ∙ (−1) ∙ 1 = 6,93,

y5,i = 6,2 + 2,91 ∙ (−1) − 1,34 ∙ 1 ∙ 1 + 0,84 ∙ 1 ∙ (−1) = 1,11,
y6,i = 6,2 + 2,91 ∙ (−1) − 1,34 ∙ (−1) ∙ 1 + 0,84 ∙ 1 ∙ (−1) = 3,79,

y7,i = 6,2 + 2,91 ∙ (−1) − 1,34 ∙ 1 ∙ (−1) + 0,84 ∙ (−1) ∙ (−1) = 5,47,
y8,i = 6,2 + 2,91 ∙ (−1) − 1,34 ∙ (−1) ∙ (−1) + 0,84 ∙ (−1) ∙ (−1) = 2,79,
S2

ост = ((9 − 8,61)2 + (12,1 − 11,3)2 + (10,3 − 9,61)2 + (5 − 6,93)2 + 
+ (2,4 − 1,11)2 + (3,7 − 3,79)2 + (4 − 5,47)2 + (3 − 2,79)2)/(8 − 4) = 2,22.

F = 2,22/0,195 = 11,39.

Для p = 0,05; f
1
 = 8 − 4 = 4; f

2
 = 3 − 1 = 2 – табличное значение 

критерия Фишера F
1−p(f1,f2)

 = 19,3. Тогда: F < F
1−p(f1,f2)

 => 11,39 < 19,3 – 

уравнение соответствует требованию адекватности.

Перейдем от кодированного уравнения к реальному:

x
1
 = (t − 70)/60; x

2
 = (t − 4)/2; x

3
 = (C − 52,5)/30.

y = 6,2 + 2,91·((C − 52,5)/30) − 1,34·((t − 70)/60)((t − 4)/2) + 

+ 0,84((t − 4)/2)((C − 52,5)/30)

y = −4,73 + 0,163C − 0,011tt + 1,32t + 0,044t − 0,014tC – математи-

ческая модель для данного трехфазного эксперимента.

Задание. В лабораторных условиях исследуется синтез полиме-

ра. Синтез проводят в растворе. Изучается влияние трех факторов: 

Z
1
 – концентрация мономера (20–28 %); Z

2
 – концентрация иници-

атора полимеризации (0,15–0,25 %); Z
3
 – температура (343–363 K) 

на выход полимера Y (%). Результаты эксперимента представлены  

в таблице:
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N XI Х2 X3 Y
1 +1 +1 +1 42,5
2 −1 +1 +1 52
3 +1 −1 +1 44
4 −1 −1 +1 54
5 +1 +1 −1 46
6 −1 +1 −1 54,5
7 +1 −1 −1 46
8 −1 −1 −1 62

В центре плана были поставлены дополнительные параллель-

ные опыты и получены следующие результаты: Y
1
 = 43, Y

2
 = 47,  

Y
3
 = 48.

Задание. При исследовании показателя степени усвояемости 

аммиака Y в фосфорных соединениях изучалось влияние темпера-

туры аммонизации Z
1
 (20–70 °С), продолжительность аммонизации 

Z
2
 (15–20 мин), норма аммиака Z

3
 (100–150 %).

Результаты эксперимента представлены в таблице:

N XI Х2 X3 Y
1 +1 +1 +1 13
2 −1 +1 +1 15
3 +1 −1 +1 19
4 −1 −1 +1 18,6
5 +1 +1 −1 14
6 −1 +1 −1 18
7 +1 −1 −1 13
8 −1 −1 −1 27

В центре плана были поставлены дополнительные параллель-

ные опыты и получены следующие результаты: Y
1
 = 17,3, Y

2
 = 18,  

Y
3
 = 17,7.

Задание. В лабораторных условиях исследовалась толщина Y (мм) 

пластизолей. Изучалось влияние весового отношения пластифи-

катора к ПВХ Z
1
 (0,81–0,83), температуры преджелатинизации Z

2
 

(80,8–81,6 °С), температуры желатинизации Z
3
 (184–188 °С). Резуль-

таты эксперимента представлены в таблице:
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N XI Х2 X3 Y
1 +1 +1 +1 1,82
2 −1 +1 +1 1,58
3 +1 −1 +1 1,17
4 −1 −1 +1 1,77
5 +1 +1 −1 1,47
6 −1 +1 −1 1,56
7 +1 −1 −1 2,22
8 −1 −1 −1 0,91

В центре плана были поставлены дополнительные параллель-

ные опыты и получены следующие результаты: Y
1
 = 1,05, Y

2
 = 1,11, 

Y
3
 = 1,07.
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Модуль 2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Темы лекционных занятий

Лекция 4. Моделирование структуры потоков в аппаратах

Лекция 5. Математическое моделирование тепловых процессов

Лекция 6. Моделирование массообменных процессов химиче-

ской технологии

Темы практических занятий

Практическое занятие 5. Исследование гидродинамики наса-

дочного абсорбера

Практическое занятие 6. Моделирование теплообменных аппа-

ратов в стационарном режиме. Модели процессов теплообмена: 1. 

Теплообменник типа «перемешивание – перемешивание». 2. Тепло-

обменник типа «вытеснение – вытеснение»

Практическое занятие 7. Исследование процесса разделения 

многокомпонентной смеси в газовом сепараторе

Практическое занятие 8. Математическое моделирование про-

цесса ректификации

Практическое занятие 9. Моделирование кинетики гомогенных 

химических реакций

Практическое занятие 10. Моделирование кинетики гетероген-

ных химических реакций

Практическое занятие 11. Моделирование гомогенных химиче-

ских реакторов

Практическое занятие 12. Математическое моделирование тех-

нических систем

Учебные вопросы

Исследование гидродинамики насадочного абсорбера.

Моделирование теплообменных аппаратов в стационарном ре-

жиме, модели процессов теплообмена:

1. Теплообменник типа «перемешивание – перемешивание».

2. Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение».
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Исследование процесса разделения многокомпонентной сме-

си в газовом сепараторе, математическое моделирование процесса 

ректификации, моделирование кинетики гомогенных химических 

реакций, моделирование кинетики гетерогенных химических реак-

ций, моделирование гомогенных химических реакторов, математи-

ческое моделирование технических систем.

Изучив данную тему, студент должен

знать: теоретические основы процесса моделирования процессов 

потоков в аппаратах, тепловых процессов, процесса ректификации;

уметь:

–– применять приобретенные знания при анализе экологических си-

туаций природного и техногенного характера;

–– принимать правильные решения по снижению негативных по-

следствий;

владеть навыками:

–– моделирования кинетики гетерогенных химических реакций;

–– моделирования и оптимизации различных процессов;

–– решения конкретных технологических задач;

–– практических расчетов при исследовании реальных химических 

процессов переработки природных энергоресурсов.

Методические рекомендации по изучению темы

При освоении темы необходимо:

–– изучить учебный материал по теме, используя основную и допол-

нительную литературу, а также теоретический материал, пред-

ставленный в работах;

–– выполнить задание после теоретической части по представленно-

му алгоритму.

Методические рекомендации по изучению Модуля 2

При освоении темы необходимо:

–– изучить учебный материал по теме, используя основную и допол-

нительную литературу, а также теоретический материал, пред-

ставленный в лабораторных практических работах;
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–– выполнить задание после теоретической части по представленно-

му алгоритму;

–– ответить на контрольные вопросы.

Построение математических моделей систем  
аналитическим методом

При знакомстве с материалом данной темы необходимо разо-

браться с порядком составления математической модели, уяснить, 

что основой структуры математического описания является гидро-

динамическая модель, запомнить основные элементарные про-

цессы, уравнения которых входят в математическое описание. Все 

многообразие математических моделей потоков, возникающих в 

различных аппаратах, в зависимости от вида функции распределе-

ния может быть представлено в виде ряда типовых моделей. Опи-

санию этих типовых моделей посвящен материал данной темы. 

Студент должен обратить свое внимание на различие моделей и на 

области их применения.

Вопросы для самопроверки

1.	Что предшествует составлению математического описания?

2.	Что является основой структуры математического описания?

3.	Уравнения каких «элементарных» процессов входят в математи-

ческое описание?

4.	Что такое модель идеального смешения?

5.	Что такое модель идеального вытеснения?

6.	Чем отличаются диффузионные модели от моделей идеального вы-

теснения?

7.	Для каких аппаратов может быть применена ячеечная модель?

8.	Что такое время пребывания частицы в аппарате?

9.	Для чего используются допущения при составлении математиче-

ского описания?

10.	Какие группы допущений вы знаете?

11.	Какие допущения входят в каждую группу?

Математическое моделирование тепловых процессов

При моделировании теплообменных аппаратов установлено, 

что движение потоков теплоносителя и хладагента математически 

описывается с достаточной степенью адекватности двумя простей-
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шими гидродинамическими моделями: идеального вытеснения и 

идеального смешения.

В зависимости от того, какой моделью описывается движение 

теплоносителя и хладагента, можно получить 3 типа моделей тепло-

обменных аппаратов:

1) смешение – смешение;

2) вытеснение – вытеснение;

3) вытеснение – смешение.

Значительно реже используются ячеечная и диффузионная мо-

дели. Более сложные модели практически не применяются. Кроме 

того, существуют модели теплообменников с учетом тепловой инер-

ционности стенки аппарата и модели, в которых тепловой инерци-

онностью стенки пренебрегают.

Вопросы для самопроверки

1.	Какие допущения принимаются при моделировании теплооб-

менных аппаратов?

2.	Какие элементарные модели используются для математического 

описания теплообменных аппаратов?

3.	Какие виды теплообменных аппаратов вы знаете?

Математическое моделирование массообменных процессов

При математическом моделировании массообменных аппара-

тов в соответствии с блочным принципом необходимо сформули-

ровать допущения относительно гидродинамики (первый блок) и 

относительно массопередачи (второй блок).

В общем случае при математическом описании массообменных 

аппаратов используют самые разнообразные гидродинамические 

модели за исключением модели идеального смешения, которая 

описывает процесс неадекватно.

Вопросы для самопроверки

1.	Какие допущения принимаются при описании массообменных 

аппаратов?

2.	Какие элементарные модели используются при математическом 

описании массообменных аппаратов?

3.	Какие виды массообменных процессов вы знаете?
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Математическое моделирование реакционных процессов

При построении математического описания химических реак-

торов используют самые разнообразные гидродинамические моде-

ли. Основная трудность построения математической модели заклю-

чается в отсутствии достаточно надежной кинетики. Известно, что 

скорость химического превращения описывается законом действу-

ющих масс, труднее установить действительный механизм реакции.

При математическом моделировании химических реакто-

ров принимают, что скорость химической реакции w
i
 измеряется  

в моль/(м3∙с) – гомогенные реакции и определяется в соответствии 

с законом действующих масс.

Математическая модель химического реактора представляет со-

бой уравнения материального баланса по компонентам, выражаю-

щим закон сохранения массы, и уравнение теплового баланса, со-

ставляемого в соответствии с законом сохранения энергии.

Вопросы дня самопроверки

1.	Какие допущения принимаются при моделировании химических 

реакторов?

2.	Какие элементарные модели используются при математическом 

описании химических реакторов?

Лекция 4. Моделирование структуры  
потоков в аппаратах

Энергосберегающие процессы сопровождаются перемещением 

материальных потоков жидкости или сыпучих материалов. Поэтому 

при составлении математических моделей особое значение приоб-

ретает описание движения потоков.

Принципиально можно построить гидродинамические модели 

потоков различной сложности, наиболее отвечающие применяемым 

конструкциям технологического оборудования. Обычно при состав-

лении математических моделей ЭРП и ХТП используют приближен-

ные (модельные) представления о структуре движущихся потоков от-

дельных фаз. Это следующие гидродинамические модели:

– идеального смешения;

– идеального вытеснения;
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– диффузионные (одно- и двухпараметрические) модели;

– ячеечные модели;

– комбинированные модели.

При построении модели структуры потока должны учитываться 

следующие требования:

–– модель должна отражать физическую сущность реального потока 

и при этом иметь достаточно простое математическое описание;

–– модель должна давать возможность определять ее параметры рас-

четным или экспериментальным способом;

–– модель должна быть удобной для использования при расчетах 

конкретного ЭРП и ХТП.

Модель идеального смешения. По данной модели (рис. Л4.1) по-

ток представляется в виде непрерывной среды, которая поступает 

в аппарат и мгновенно распределяется по всему объему аппарата 

вследствие полного (идеального) перемешивания частиц потока, 

при этом концентрация и температура остаются постоянными во 

всех точках объема данного аппарата и на выходе из него.
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Рис. Л4.1. Модель идеального смешения

C
вх

 = C
0
, v

вх
 = v

0
 при постоянном объеме (V = const).

Уравнение материального баланса потоков на входе и выходе из 

аппарата:

I
вх

 = vC
вх

, I
вых

 = vC
вых

,                                 (Л4.1)

где I – поток вещества, моль/с; v – объемный расход потока, м3/с; 

C
вх

, C
вых

, C – концентрация вещества в потоке на входе в аппарат, 

выходе из него и в любой точке объема аппарата соответственно,  

моль/м3; V – объем, м3.
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В установившемся режиме I
вх

 = I
вых

. Если на входе в аппарат 

произошло изменение концентрации (возмущение), то в аппарате 

произойдет накопление вещества (I
вх

 ≠ I
вых

). Предположим, что рас-

сматриваемое изменение в аппарате произошло за очень маленький 

промежуток времени Dt → dt, за который в аппарате произойдет на-

копление массы: ∆М → dM. Разделив обе части уравнения на объем 

аппарата (V), получим:
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 
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Уравнение описывает изменение концентрации в аппарате иде-

ального смешения. Учитывая, что время контакта равно

t = V/v,                                               (Л4.3)

получим модель идеального смешения в следующем виде:
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 
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(Л4.8)

                                   (Л4.4)

Начальное условие: при t = 0 C(0) = C
0
.

Гидродинамическая модель идеального смешения является мо-

делью с сосредоточенными параметрами, так как переменная С из-

меняется только во времени. Модель идеального смешения (МИС) 

обычно используют при описании аппаратов, в которых обеспечи-

вается интенсивное перемешивание сред. Это аппараты небольших 

размеров с соизмеримыми высотой и диаметром. На практике это 

аппараты с мешалками барботажного типа либо аппараты с очень 

высокой скоростью циркуляции потока.

Модель идеального вытеснения – это модель с идеализированной 

структурой потока (рис. Л.4.2), в котором принимается поршневое 

течение без перемешивания вдоль потока при равномерном распре-

делении концентраций вещества в направлении, перпендикуляр-

ном движению потока.
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Рис. Л4.1. Модель идеального смешения 
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения: u
вх

, u
вых

 – линейная скорость 
потока на входе и выходе из аппарата, м/с

Дифференциальное уравнение МИВ в общем виде:
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Рис. Л4.1. Модель идеального смешения 
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 
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(Л4.7)

 

 
(Л4.8)

                                         (Л4.5)

Начальные и граничные условия: t = 0, C(t, x) = C(0, x); t > 0,  

x = 0, C(t, 0) = C
вх

, где U = v/S – средняя линейная скорость потока, 

м/с; S – площадь сечения зоны идеального вытеснения, м2.

Это модель с распределенными параметрами, так как концен-

трация вещества в потоке изменяется во времени и по длине аппара-

та. На практике встречается достаточно большое многообразие ап-

паратов, которые можно описать моделью идеального вытеснения: 

химические реакторы (трубчатого, полочного типа и др.), массооб-

менные и теплообменные аппараты. Известно, что если отношение 

длины (высоты) аппарата к его диаметру ≥20, то в таком аппарате 

возможна реализация режима идеального вытеснения.

Диффузионные гидродинамические модели применяют при описа-

нии реальных потоков в аппаратах, в которых происходит продоль-

ное и радиальное перемешивание веществ. Природа возникновения 

продольного и радиального перемешивания весьма сложна. Пред-

положим, что перемешивание в потоке идеального вытеснения 

(конвективный поток) возникает за счет молекулярной диффузии. 

Тогда в соответствии с блочным принципом построения математи-

ческих моделей уравнение однопараметрической диффузионной 

гидродинамической модели примет следующий вид:
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Рис. Л4.1. Модель идеального смешения 
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 
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                               (Л4.6)

где D
L
 – коэффициент диффузии в продольном направлении, м2/с.

Начальные и граничные условия: t = 0, C(0, l) = C
0
; при l = 0,  
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Рис. Л4.1. Модель идеального смешения 
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 
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 = 0.
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Однопараметрическая модель учитывает диффузию только в 

продольном направлении. Если в потоке одновременно происходит 

продольное и радиальное перемешивание веществ, то математиче-

ское описание гидродинамики потока можно представить двухпа-

раметрической диффузионной моделью:
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Рис. Л4.1. Модель идеального смешения 
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 

 

 
(Л4.5)

 

 
(Л4.6)

 

 
(Л4.7)

 

 
(Л4.8)

            (Л4.7)

где D
R
 – коэффициент диффузии в продольном направлении, м2/с; 

r – текущий радиус, м; R – радиус аппарата, м.

Для оценки степени влияния диффузии можно использовать 

диффузионный критерий Пекле: 
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Рис. Л4.1. Модель идеального смешения 
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Рис. Л4.2. Модель идеального вытеснения 
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(Л4.8)                                           (Л4.8)

При Pe
D
 > 200 движущийся поток можно считать потоком иде-

ального вытеснения.

Диффузионные модели достаточно точно отражают структуру 

потоков во многих реальных аппаратах: пленочных, распылитель-

ных, барботажных колоннах, экстракторах и др.

Ячеечные гидродинамические модели. Физическая сущность 

ячеечной модели (рис. Л4.3) заключается в том, что материальный 

поток может быть представлен несколькими последовательно сое-

диненными ячейками, при этом допускается, что в каждой ячейке 

поток имеет структуру идеального смешения, а между ячейками пе-

ремешивание отсутствует.

125 
 

 
Рис. Л4.3. Ячеечная модель 
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Рис. Л4.3. Ячеечная модель
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Пусть V
i
 – объем i-й ячейки, м3. Примем V

1
 = V

2
 = V

3
 = …= V

n
.

Поскольку в каждой ячейке реализуется режим идеального сме-

шения, то для любой ячейки справедливо уравнение МИС:
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Рис. Л4.3. Ячеечная модель 

 

 

(Л4.9)

 

 
(Л4.10)

 

. 
(Л4.11)

 

                              (Л4.9)

Время пребывания вещества в каждой ячейке t = V
i 
/v, общее 

время пребывания t = V/v, тогда объем всех ячеек V = nV
i
, где n – 

число ячеек.

Уравнение ячеечной модели для i-й ячейки примет вид:
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Рис. Л4.3. Ячеечная модель 
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. 
(Л4.11)

 

                                (Л4.10)

при t = 0 C(0) = C
0
.

При n = 1 получим модель идеального смешения, при n → ∞ – 

модель идеального вытеснения. При использовании ячеечной мо-

дели очень важно правильно выбрать число ячеек, которое можно 

рассчитать по формуле
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Рис. Л4.3. Ячеечная модель 
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.                                  (Л4.11)

Ячеечные модели достаточно точно отражают свойства потоков 

в различных абсорбционных и экстракционных колоннах, в тепло-

обменных аппаратах некоторых конструкций, в каскаде химических 

реакторов с мешалками, в аппаратах с псевдоожиженным слоем.

Комбинированные модели. Анализ движения реальных потоков 

показывает, что часто ни одна из перечисленных гидродинамиче-

ских моделей достаточно точно не воспроизводит свойства пото-

ка. Последнее объясняется многими причинами, в том числе тем, 

что в различных частях аппарата устанавливается разная структура 

потока, наблюдаются такие явления, как застойные зоны, байпаси-

рование, рециклы и т. п. В подобных случаях прибегают к постро-

ению комбинированных моделей на основе рассмотренных ранее 
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(рис. Л4.4). Математическая модель процесса при этом существен-

но усложняется, однако таким способом удается достигнуть требу-

емой точности воспроизведения свойств объекта моделирования. 

Принцип построения комбинированных моделей состоит в том, что 

исследуемый процесс рассматривается разделенным на отдельные 

зоны, соединенные последовательно, параллельно или по схеме с 

обратной связью, каждая из зон характеризуется разной структурой 

потока. При этом комбинированная модель представляет собой со-

четание математических описаний всех зон, составляющих процесс.

Определение условий перемешивания в проточных аппаратах. Для 

того чтобы установить характер перемешивания потока в аппарате, 

необходимо на входе в поток ввести какое-либо вещество (индика-

тор, трассер) и изучить изменение концентрации этого вещества в 

выходном потоке, т. е. найти отклик системы на входное возмуще-

ние. Индикатором является вещество (азот, аргон, гелий), которое 

вводится в небольшом количестве и отличается по свойствам от 

других компонентов потока.
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Рис. Л4.3. Ячеечная модель 
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Рис. Л4.4. Комбинированная модель

Для измерения концентрации на выходе из аппарата можно ис-

пользовать различные физико-химические методы анализа: хрома-

тографические, спектральные и др.

Существует несколько стандартных способов ввода индикатора 

в поток: импульсный, ступенчатый. При импульсном вводе индика-

тор вводится в основной поток за короткий промежуток времени и 

в небольшом объеме, затем снимается изменение концентрации ин-

дикатора во времени на выходе из аппарата, т. е. получают кривую 
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отклика системы на импульсное возмущение (С-кривая). Ступенча-

тый ввод индикатора предполагает замену части основного потока 

индикатором, при этом на выходе получаем кривую отклика, кото-

рая называется F-кривая. В табл. Л4.1 приведены кривые отклика 

для различных гидродинамических моделей.

Таблица Л4.1

Кривые отклика для различных гидродинамических моделей

Модель Кривые отклика

Идеальное 
вытеснение
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Рис. Л5.1. Теплообменные аппараты: а – пластинчатый; б – кожухотруб-

ный 
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Лекция 5. Математическое моделирование  
тепловых процессов

Теплообменом называется любой процесс переноса теплоты, в 

котором она в соответствии со вторым началом термодинамики са-

мопроизвольно переходит от более нагретой среды к менее нагретой.

В химической промышленности для реализации процессов тепло-

обмена между различными средами используют разные типы теплооб-

менных аппаратов, среди которых наиболее распространенными явля-

ются кожухотрубчатые и теплообменники типа «труба в трубе».

Теплообменные аппараты являются наиболее распространен-

ными и необходимыми элементами различных технологических и 

энергетических установок. На теплообменники приходится значи-

тельная часть капитальных вложений и эксплуатационных расхо-

дов. Поэтому вопросы оптимального проектирования и оптималь-

ного управления теплообменом имеют большое значение, так как 

все это дает значительный экономический эффект.

Основные закономерности теплообмена. Тепловые процессы в 

химической технологии имеют как самостоятельное значение при 

сушке, выпаривании, нагревании, охлаждении и т. д., так и сопрово-

ждают химические и массообменные процессы. На рис. Л5.1 приве-

дены примеры теплообменных аппаратов. Теплообмен обусловлен 

стремлением системы к тепловому равновесию. Связь между гради-

ентом температуры и молекулярным потоком теплоты (qT, Вт/м2) 

определена законом теплопроводности Фурье:

q
T
 = -l · gradT,                                         (Л5.1)

где λ – коэффициент теплопроводности среды, Вт/(м ∙ K).

При движении в жидкостях и газах происходит конвективный 

перенос энергии веществом:

q
k
 = r · I · u,                                            (Л5.2)

где u – скорость движения среды, м/с; ρ – плотность вещества,  

кг/м3; I – энтальпия, Дж/кг.
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ный 

 

Рис. Л5.1. Теплообменные аппараты:  
а – пластинчатый; б – кожухотрубный

При конвективном теплообмене плотность теплового потока q 

определяется суммой молекулярной и конвективной составляющих:

q = q
T
 + q

k
 = -l · gradT + r · I · u.                          (Л5.3)

Для упрощения расчета переноса теплоты между поверхностью 

твердого тела и движущейся сплошной средой используют закон те-

плоотдачи Ньютона – Рихмана:

Q = a · (T
c
 - T

cp
) · F,                                        (Л5.4)

где α – коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2 ∙ K); F – поверхность тепло-

обмена, м2; Т
с
 – температура стенки, K; Т

ср
 – температура среды, K.

Коэффициент теплоотдачи зависит от скорости движения жид-

кости, ее плотности и вязкости, от тепловых свойств жидкости 

(удельной теплоемкости, теплопроводности), от формы и опреде-

ляющих размеров стенки и других факторов. Теплоотдача опреде-

ляется не только тепловыми, но и гидродинамическими условиями. 

Поэтому конвективный теплообмен описывается дифференциаль-

ным уравнением Фурье – Кирхгофа:
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Рис. Л5.3. Схематическое изображение теплообменника типа «смешение – 

вытеснение» 

          (Л5.5)

где а = λ/С
р
 ∙ ρ – коэффициент температуропроводности, м2/с; t – 

время, с; C
p
 – теплоемкость, Дж/(кг ∙ K).

Количество тепла, передаваемое от нагретого теплоносителя  

к холодному, определяется основным уравнением теплопередачи:

Q = K
T
 ∙ F ∙ DT,                                        (Л5.6)
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где К
Т
 – коэффициент теплопередачи, Вт/(м2 ∙ °С); ∆Т– средняя раз-

ность температур между теплоносителями.

При теплопередаче через стенку толщиной δ
с
 коэффициент те-

плопередачи можно рассчитать с помощью уравнения аддитивно-

сти термических сопротивлений на пути теплового потока:
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Рис. Л5.3. Схематическое изображение теплообменника типа «смешение – 

вытеснение» 

                              (Л5.7)

где α
1
 и α

2
 – коэффициенты теплоотдачи от жидкости к стенке и от 

стенки к другой жидкости соответственно, Вт/(м2 ∙ K); λ
с
 – тепло-

проводность материала стенки, Вт/(м ∙ K); r
31

 и r
32

 – термические со-

противления слоев загрязнений с обеих сторон стенки, Вт/(м2 ∙ K).

Это уравнение справедливо для передачи тепла через плоскую 

или цилиндрическую стенку при условии, что R
H 

/R
B
 < 2 (R

H
 и R

В
 – 

наружный и внутренний радиусы цилиндра соответственно).

Математические модели теплообменных аппаратов. При постро-

ении математических моделей теплообменных аппаратов предвари-

тельно проводится анализ структуры движения потоков в аппарате. 

Для каждого потока записывается математическое описание в виде 

выражения, характеризующего изменения температуры в потоке 

теплоносителя во времени, обусловленное движением потока и те-

плопередачей. Предварительно формулируются допущения. Если 

структура потока теплоносителя соответствует модели идеального 

смешения, то математическое описание этого потока, с учетом те-

плопередачи, будет иметь вид:
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Рис. Л5.3. Схематическое изображение теплообменника типа «смешение – 

вытеснение» 

                       (Л5.8)

где V – объем потока идеального смешения, м3; ρ – плотность те-

плоносителя, кг/м3; С
р
 – удельная теплоемкость теплоносителя, 

Дж/(кг ∙ K); v – объемная скорость потока, м3/с; F – поверхность 

теплообмена, м2; K
Т
 – коэффициент теплопередачи, Вт/(м2 ∙ K);  

∆Т – средняя разность температур между теплоносителями; Т
вх

 – 

температура потока на входе, K; t – время, с.

Если структура потока соответствует модели идеального вытес-

нения, то с учетом теплопередачи можно записать:
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Рис. Л5.3. Схематическое изображение теплообменника типа «смешение – 

вытеснение» 

                    (Л5.9)
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где S – площадь поперечного сечения потока, м2; L – длина зоны 

идеального вытеснения, м; l – пространственная координата, из-

меняющаяся от 0 до L; Т = Т(l, t) – функция распределения тем-

пературы потока теплоносителя по пространственной координате  

во времени.

Обычно в уравнениях (Л5.9) и (Л5.10) принимают коэффи-

циент теплоотдачи, плотность и теплоемкость теплоносителя 

постоянными в исследуемом интервале изменения температуры. 

Предполагается, что объемные скорости потоков остаются посто-

янными. Рассмотрим математические модели некоторых типов те-

плообменных аппаратов.

Теплообменник типа «смешение – смешение». Примем, что теп-

ло передается от первого потока теплоносителя ко второму. Режим 

движения потоков – идеальное смешение (рис. Л5.2).
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Рис. Л5.3. Схематическое изображение теплообменника типа «смешение – 

вытеснение» 

Рис. Л5.2. Схематическое изображение теплообменника типа  
«смешение – смешение»

Если тепловой емкостью стенки, разделяющей потоки тепло-

носителей, можно пренебречь, то математическая модель аппарата 

будет состоять из двух уравнений теплового баланса:
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Рис. Л5.3. Схематическое изображение теплообменника типа «смешение – 

вытеснение» 

         (Л5.10)

Если тепловой емкостью стенки, разделяющей потоки тепло-

носителя, пренебречь нельзя, то необходимо к уравнениям (Л5.10) 

добавить уравнение изменения температуры стенки:
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Рис. Л5.3. Схематическое изображение теплообменника типа «смешение – 

вытеснение» 

          (Л5.11)

где G
3
 – масса материала стенки, кг; C

3
 – удельная теплоемкость ма-

териала стенки, Дж/(кг ∙ K); Т
3
 – температура стенки, K; α

1
, α

2
 – ко-

эффициенты теплоотдачи, Вт/(м2 ∙ K).

Теплообменник типа «смешение – вытеснение» (рис. Л5.3)
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ке типа «труба в трубе» охлаждается жидкость. Хладагент и охлаждающа-

Рис. Л5.4. Схематическое изображение теплообменника  
типа «вытеснение – вытеснение»

Пример моделирования теплообменных процессов. В теплообмен-

нике типа «труба в трубе» охлаждается жидкость. Хладагент и ох-

лаждающаяся жидкость движутся прямотоком. Необходимо рассчи-

тать температуру теплоносителей на выходе из аппарата и получить 

температурные профили по длине аппарата. В табл. Л5.1 приведены 

исходные данные для расчета.

Таблица Л5.1

Исходные данные для расчета

Параметры
Теплоноситель

горячий холодный

Температура, °С 200 35

Объемная скорость, м3/с 2,3 ∙ 10−4 5,1 ∙ 10−4

Плотность, кг/м3 900 1000

Теплоемкость, Дж/кг ∙ °С 3,35 ∙ 103 4,19 ∙ 103

Диаметр трубы, м 0,01 0,03

В теплообменнике реализуется режим «вытеснение – вытесне-

ние», поэтому математическое описание будет иметь вид:
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Рис. Л5.5. Изменение температуры по длине теплообменного аппарата 
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расчете задают: 

         (Л5.16)
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В стационарном режиме работы теплообменника, когда 

129 
 

 

 .

;

21
22

222
2

222

21
11

111
1

111

TTK
L
F

l
TC

t
TCS

TTK
L
F

l
TC

t
TCS

Tpp

Tpp




















 (Л5.16)

 

 






















,

;

21
222

2

21
111

1

TT
C
dK

dl
dT

TT
C
dK

dl
dT

p

T

p

T

 (Л5.17)

.

;

222
2

111
1

p

T

p

T

C
dKb

C
dKb











 (Л5.18)

 
 











,
;

1
2

1
12

1
22

1
2

1
11

1
11

iiii

iiii

TThbTT
TThbTT

 (Л5.19)

. 

 
Рис. Л5.5. Изменение температуры по длине теплообменного аппарата 

 

Проектный расчет теплообменного аппарата 
Задачей проектного расчета является определение геометрических 

размеров и режима работы теплообменника, необходимого для отвода или 

подвода заданного количества теплоты к теплоносителю. При проектном 

расчете задают: 

 = 0; 
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                             (Л5.17)

где d – диаметр трубы теплообменника, м.

Для удобства вычисления введем обозначения:
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Систему полученных дифференциальных уравнений (Л5.17) решаем 

с помощью численного метода Эйлера: 
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где i – номер шага по длине теплообменника; h – шаг интегрирования по 

длине теплообменного аппарата. 

На рис. Л5.5 приведены результаты расчета процесса теплообмена. С 

применением данной математической модели можно выполнить исследо-

вания влияния температуры, расхода теплоносителя и хладагента, разме-

ров аппарата на процесс теплообмена. 
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                                       (Л5.18)

Систему полученных дифференциальных уравнений (Л5.17) ре-

шаем с помощью численного метода Эйлера:
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где i – номер шага по длине теплообменника; h – шаг интегрирова-

ния по длине теплообменного аппарата.

На рис. Л5.5 приведены результаты расчета процесса теплооб-

мена. С применением данной математической модели можно вы-

полнить исследования влияния температуры, расхода теплоносите-

ля и хладагента, размеров аппарата на процесс теплообмена.
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Проектный расчет теплообменного аппарата

Задачей проектного расчета является определение геометриче-

ских размеров и режима работы теплообменника, необходимого для 

отвода или подвода заданного количества теплоты к теплоносите-

лю. При проектном расчете задают:

1. Тип аппарата и общие геометрические характеристики поверх-

ности теплообмена (размеры труб, оребрения, толщина стенок и др.).

2. Параметры теплоносителей на входе и выходе из аппарата 

(температура, давление и т. д.).

3. Тепловую мощность аппарата Q или расход сред. Взаимность 

изменений температур теплоносителей определяется условием те-

плового баланса, которое для бесконечно малого элемента теплоо-

бменника имеет вид:

-G
1
C

p1
dT

1
 = G

2
Cp

2
dT

2
,                                (Л5.20)

где G
1
, G

2
, C

p1
, C

p2
 – расходы и теплоемкости теплоносителей 1 и 2;  

T
1
 и Т

2
 – их температуры в произвольном сечении аппарата.

Уравнение теплового баланса для всего аппарата получается пу-

тем интегрирования уравнения (Л5.20) при определенных началь-

ных условиях и имеет вид:

G
1
C

р1
(T

k1
 - T

h1
) = G

2
C

p2
(T

h2
 - T

k2
),                   (Л5.21)

где Т
h1

 и T
h2

, T
k1

 и T
k2

 – начальные и конечные температуры тепло-

носителей.

Уравнение (Л5.21) содержит две неизвестные: G
1
 или G

2
 и T

k1
 или 

T
k2

. Следовательно, это уравнение является неопределенным. Об-

щий прием решения этих задач заключается в использовании мето-

да последовательных приближений, состоящего в том, что вначале 

принимаются определенные значения неизвестных технологиче-

ских параметров, подставляются в (Л5.21), и расчет повторяется до 

получения результатов с желаемой степенью точности.

Проверочный расчет теплообменного аппарата

Целью проверочного расчета теплообменного аппарата задан-

ной конструкции является определение температур потоков на вы-

ходе Т
k1

, T
k2

 при заданных площадях поверхности теплообмена F, 

расхода сред G
1
, G

2
 и значений температуры на входе Т

h1
 и Т

h2
.



— 126 —

Лекция 6. Моделирование массообменных процессов 
химической технологии

Любой массообменный процесс представляет собой сложную 

систему, состоящую из ряда подсистем: «равновесие», «массопере-

дача», «гидродинамика», «теплопередача», «подсистема балансов 

массы и энергии». При этом математическое описание массообмен-

ного процесса создается на основе математических моделей отдель-

ных блоков, каждая из которых характеризуется собственным набо-

ром параметров. Рассмотрим подробнее моделирование равновесия 

в массообменных системах.

Математическое описание равновесия в системе  
«жидкость – пар» и «жидкость – жидкость»

Равновесие в системе «жидкость – пар». При расчете равновесия 

«жидкость – пар» можно выделить четыре типа задач в зависимости 

от того, какие переменные задаются и какие рассчитываются:

–– расчет состава пара и температуры смеси по известному составу 

жидкости и давлению;

–– расчет состава пара и давления по составу жидкости и темпера-

туре;

–– определение состава жидкости по составу пара при известном 

давлении;

–– определение состава жидкости по составу пара при известной 

температуре.

Для каждого компонента i в смеси условие термодинамического 

равновесия в системе задается уравнением

f
i
G = f

i
L,                                               (Л6.1)

где f – фугитивность; индексы G и L относятся к паровой и жидкой 

фазам соответственно.

Фундаментальной задачей моделирования является установле-

ние связей фугитивностей с составами смесей, поскольку при раз-

работке химико-технологических процессов используются именно 

эти составы. Фугитивность компонента в смеси зависит от состава 

смеси, температуры и давления. Для связи  с температурой, давле-

нием и составом используют коэффициент фугитивности (Л6.2):
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

                                            (Л6.2)

где y
i
 – мольная доля компонента в паровой фазе; P – давление  

в системе, Па.

Для смеси идеальных газов Ф
i
 = 1. Фугитивность компонента i  

в жидкой фазе связана с составом фазы и коэффициентом активно-

сти соотношением
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

                                     (Л6.3)

где x
i
 – мольная доля компонента в жидкой фазе; γ

i
 – коэффици-

ент активности компонента i; f
i
0 – стандартная фугитивность ком-

понента i (фугитивность чистой жидкости i при общем давлении  

в системе P и x
i
 = 1).

Классическая термодинамика не позволяет определить вид за-

висимости коэффициента активности от состава и температуры. 

Однако существует термодинамическое соотношение, позволяю-

щее коррелировать и обобщать экспериментальные данные – урав-

нение Гиббса – Дюгема, согласно которому коэффициенты актив-

ности связаны между собой следующим соотношением:
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

                                   (Л6.4)

С практической точки зрения уравнение Гиббса – Дюгема мо-

жет быть реализовано с помощью концепции избыточной энергии 

Гиббса, т. е. превышения наблюдаемого уровня энергии Гиббса для 

смеси по отношению к величине, характерной для идеального рас-

твора при тех же значениях температуры, давления и состава. Пол-

ная избыточная энергия Гиббса GE определяется соотношением
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

                                   (Л6.5)

где R – универсальная газовая постоянная, Дж/(моль · K); Т – тем-

пература, K; n
i
 – число молей i-го компонента.

Ключевой проблемой в расчете многокомпонентного фазового 

равновесия служит выражение для мольной энергии Гиббса, кото-

рое представляло бы собой аппроксимацию свойств смеси. При на-

личии выражения для избыточной энергии Гиббса можно получить 

выражения для расчета коэффициентов активности. Рассмотрим  



— 128 —

в качестве примера задачу определения состава пара и температу-

ры смеси по известному составу жидкости и давлению. Математи-

ческое описание включает в себя систему уравнений равновесия и 

стехиометрические соотношения:

y
i
 · P = x

i
 · γ

i 
(x

i
, T) · P

i
0(T);   i = 1, 2, 3, ..., N,         (Л6.6)
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

                               (Л6.7)

где Р
i
0 – парциальное давление компонента i.

В уравнениях (Л6.6) и (Л6.7) паровая фаза предполагается иде-

альной. Зависимость коэффициента активности в жидкой фазе γ
i
 

от состава и температуры определяют одним из уравнений паро-

жидкостного равновесия (Вильсона, ЮНИФАК и т. д.). Искомыми 

переменными в данном случае являются y
i
 (N значений) и T (всего  

N + 1). Решение системы (Л6.6) и (Л6.7) проводится итерационны-

ми методами. Рассмотрим решение системы с применением алго-

ритма метода Ньютона:

1.	Задают начальное приближение температуры кипения T
0
.

2.	Для заданного состава и температуры рассчитывают коэффици-

енты активности компонентов γ
i
.

3.	По уравнению (Л6.6) рассчитывают состав пара y
i
.

4.	По уравнению (Л6.7) рассчитывают температуру кипения смеси Т.

5.	Проверяют условие | T - T' | < e.

6.	Если условие выполняется, то расчет заканчивают. В противном 

случае расчет продолжается с п. 2.

Равновесие в системе «жидкость – жидкость». Описание рав-

новесия между жидкими фазами во многом аналогично описанию 

системы «жидкость – пар». При расчете равновесия в системе «жид-

кость – жидкость» можно выделить две основные задачи:

–– определение состава равновесных фаз при заданной температуре 

по общему содержанию каждого компонента, присутствующего  

в смеси;

–– определение состава одной из равновесных фаз по заданному со-

ставу другой при известной температуре. Рассмотрим решение 

первой задачи.

В качестве исходной информации для расчета состава равно-

весных фаз используются температура системы и количество молей 
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каждого компонента. Неизвестными являются 2N составов, число 

молей в первой фазе М(1) и во второй фазах М(2), т. е. всего имеется 

2N + 2 неизвестных. Математическое описание состоит из N урав-

нений материального баланса, N уравнений фазового равновесия и 

двух условий равенства мольных долей единице. В эквивалентной 

форме оно выглядит как система уравнений:
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

                                  (Л6.8)

где k
i
 – константа термодинамического равновесия между фазами; 

MF – общее количество молей в смеси; z
i
 – общий состав смеси.

Для совместного решения уравнений баланса и равновесия про-

водится следующая подстановка:
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

                                                  (Л6.9)

Величины x
i
(I) соответствуют концентрациям фаз, полученным  

в результате решения системы уравнения материального баланса 

при заданных константах равновесия. После такой подстановки ре-

шение проводится относительно следующего набора неизвестных:
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

Для решения системы нелинейных уравнений применим метод 

Ньютона. Алгоритм для расчета составов равновесных жидких фаз:

1.	Задается число компонентов, температура, общий состав смеси z
i
 

и начальные оценки констант фазового равновесия k
i
.

2.	Методом касательных рассчитывается число молей в первой фазе 

M(1).

3.	Рассчитываются приращения по искомым переменным Δx
1
, Δx

2
, 

…, Δx
N

.

i = 1, 2, 3, ..., N, 

i = 2, 3, ..., N - 1, 
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4.	Определяются новые значения искомых переменных:
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5. Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия ki 

(Л6.8). 

5.	Оцениваются новые приближения констант фазового равновесия 

k
i
 (Л6.8).

6.	Рассчитываются величины невязок r
i
 системы уравнений фазово-

го равновесия. Если выполняются условия

			   r
i
 < e

1
;   j, i = 1, ..., N,

			   Dx
j
 < e

2
,

	 то расчет заканчивают и выводят результаты (х
i
(1), х

i
(2), M(1), M(2)).  

В противном случае продолжают расчет с п. 2.

Моделирование процесса массопередачи. Детерминированное 

описание процесса переноса вещества в процессах массопередачи 

основано на фундаментальных законах диффузии Фика.

Для широко распространенных в промышленности процессов 

разделения, таких как процессы абсорбции, ректификации, экстрак-

ции, т. е. для процессов с так называемой свободной поверхностью 

раздела, существенно изменяющейся от взаимодействия двухфаз-

ных потоков, использование зависимостей, характеризующих детер-

минированные параметры, не приводит к желаемым результатам, и 

необходимо прибегать к математическому моделированию, чтобы 

учесть стохастические (вероятностные) составляющие процессов.

В силу стохастического характера явлений массопереноса до-

стижение равновесного состояния подчинено вероятностным зако-

нам распределения энергии и массы в пространстве и во времени. 

Главными причинами неравновесности в промышленных процессах 

являются: неравномерность распределения частиц потока по време-

ни пребывания (по причине неравномерности профиля скоростей, 

турбулизации потоков, градиентов температуры и давления), обрат-

ный заброс фаз в результате механического уноса, недостаточное 

время контакта фаз. Поэтому при заданных конструктивных харак-

теристиках аппарата время контакта фаз, определяемое гидродина-

мической структурой потоков, может оказаться недостаточным для 

достижения равновесия.
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Таким образом, важнейшим «элементарным» процессом при 

моделировании массообмена является процесс массопередачи. Рас-

смотрим основные уравнения массоотдачи и массопередачи. При 

отсутствии равновесия между фазами происходит перенос вещества 

из одной фазы в другую. Этот процесс называется массопередачей, 

которая является сложным процессом, состоящим из процессов пе-

реноса вещества в пределах каждой из фаз (массоотдача) и переноса 

вещества через границу раздела фаз [8]. Количество компонента i, 

переносимого в единицу времени t через поверхность F в единицу 

времени (закон Фика), составляет
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Рис. Л6.1. Виды сепараторов: а – газосепаратор сетчатый; б – нефтегазо-

вый сепаратор 

 

 
Рис. Л6.2. Схема сепаратора 

 

Уравнение материального баланса процесса однократного испарения 

для многокомпонентной системы в целом можно представить как 

 
(Л6.15)

                                  (Л6.10)

где D – коэффициент диффузии, м2/с; F – площадь поверхности 

массопередачи, м2; C
i
 – концентрация компонента i, моль.

При рассмотрении уравнения массопередачи за движущую силу 

принимают разность между фактической концентрацией компо-

нента в одной из фаз и равновесной концентрацией в ней данного 

компонента. Уравнение массоотдачи записывается в виде:

W
i
 = β · F · ∆,                                       (Л6.11)

где W
i
 – количество вещества, переносимого в единицу времени;  

∆ – движущая сила; β – коэффициент массоотдачи, представляю-

щий собой количество вещества, переносимое внутри фазы в еди-

ницу времени через единицу поверхности при движущей силе, рав-

ной единице.

В случае передачи вещества из паровой фазы с концентрацией x 

в жидкую y уравнения массоотдачи запишутся в виде:
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(Л6.15)

                                 (Л6.12)

где β
х
, β

y
 – коэффициенты массоотдачи в жидкой и паровой фазах 

соответственно; x
p,i

, y
p,i

 – значения концентраций компонента i на 

поверхности раздела фаз в жидкой и паровой фазах соответственно.

Исходя из условия равновесия фаз у поверхности их соприкос-

новения, после преобразований получим:
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где x
i
*, y

i
* – равновесные концентрации в жидкой и паровой фазах 

соответственно; K
y
 и K

x
 определяются уравнениями
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(Л6.15)

                      (Л6.14)

и называются коэффициентами массопередачи, отнесенными к 

концентрации газа и жидкости соответственно. Уравнения (Л6.13) 

являются различными формами уравнения массопередачи.

Моделирование процесса сепарации. В химической технологии 

процесс сепарации (разделения) в основном газовой и жидкой фаз 

или жидких фаз, имеющих разные плотности, распространен очень 

широко. Несмотря на большое разнообразие конструкций сепара-

торов, их можно условно разделить на два класса в соответствии  

с физическими принципами разделения газожидкостных смесей: 

гравитационные и инерционные. На рис. Л6.1 приведены примеры 

сепараторов.
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Рис. Л6.1. Виды сепараторов: а – газосепаратор сетчатый;  
б – нефтегазовый сепаратор

В гравитационных сепараторах, представляющих собой большие 

горизонтальные или вертикальные емкости, разделение фаз проис-

ходит за счет силы тяжести. Поскольку размеры капель, попадающих  

в сепаратор из подводящего трубопровода, малы, то для их эффек-

тивного удаления из потока только за счет силы тяжести требуется 

длительное время, и, как следствие этого, сепараторы имеют боль-

шие размеры. В инерционных сепараторах разделение фаз происхо-

дит за счет сил инерции при обтекании газожидкостной смесью раз-

личных препятствий (сеток, струн и т. п.) и при закручивании потока  

в центробежных патрубках (циклонах). В современных конструк-
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циях сепараторов используются оба принципа. Степень разделения 

газожидкостной смеси в сепараторах зависит от расхода газа, термо-

барических условий, а также от среднего радиуса капель, вносимых  

в сепаратор с потоком газа из подводящего трубопровода, который, 

в свою очередь, зависит от параметров трубопровода, а также от на-

личия установки предварительной конденсации перед сепаратором.

Расчет процесса сепарации (однократного испарения). Счита-

ем, что в процессе сепарации (рис. Л6.2):

– достигается состояние равновесия;

– происходит однократное испарение компонентов смеси.
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Уравнение материального баланса процесса однократного испарения 
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Рис. Л6.2. Схема сепаратора

Уравнение материального баланса процесса однократного ис-

парения для многокомпонентной системы в целом можно предста-

вить как

F = G + L,                                        (Л6.15)

где F – количество исходного сырья, кг/ч; G – количество паровой 

фазы, кг/ч; L – количество жидкой фазы, кг/ч.

Для i-го компонента системы материальный баланс запишется 

следующим образом:

F · z
i
 = G · y

i
 + L · x

i
,                              (Л6.16)

где z
i
, x

i
, y

i
 – мольные доли i-го компонента в исходном сырье и по-

лученных жидкой и паровой фазах соответственно.

В условиях равновесия
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Рис. Л6.3. Потоки питания колонны, дистиллята и кубового остатка соот-

ветственно, кг/ч; L – поток флегмы, кг/ч; zi,n – состав питания 

 

Схема потоков на тарелках изображена на рис. Л6.4. 

                                        (Л6.17)
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где K
i
 – константа фазового равновесия i-го компонента; P

i
0 – давле-

ние насыщенных паров i-го вещества, Па; P – общее давление, Па.

Основное уравнение для расчета частичного однократного ис-

парения многокомпонентной системы:
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                                 (Л6.18)

где e = G/F – молярная доля пара (доля отгона) в конце процесса 

однократного испарения.

Контролем правильности решения уравнения (Л6.18) является 

выполнение условий:
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Определить давление насыщенных паров компонентов можно 

по различным расчетным формулам, например формулам Антуана, 

Ашворта и др.

В частности, формула Ашворта имеет следующий вид:
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где P
i
0 – давление насыщенных паров, Па; T – температура одно-

кратного испарения, °C; T
i
 – температура кипения углеводорода, 

или средняя температура кипения углеводородной фракции, °C.

Функцию F(T) находят из уравнения
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Подставляя в (Л6.21) T
i
 вместо Т, рассчитывают функцию F(T

i
). 

Уравнение Антуана:
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                                     (Л6.22)

где А
i
, B

i
, C

i
 – коэффициенты уравнения; Т – температура процесса; 

P
i
0 – парциальное давление i-го компонента в системе.

Моделирование процесса ректификации. Процесс ректификации 

– один из наиболее распространенных процессов разделения сме-

сей в химической технологии. По определению, процессом ректи-

фикации называется термический способ разделения смесей путем 

многократного испарения и конденсации смеси, сопровождаю-

щийся тепло- и массообменом.
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Рассмотрим математическое описание ректификации. Модель 

тарельчатой ректификационной колонны основывается на следую-

щих допущениях:

–– паровая фаза принимается идеальной;

–– жидкость на тарелках полностью перемешана;

–– количество тарелок – N;

–– смесь состоит из M компонентов;

–– исходное питание в количестве F состава z
i
 подается на n-ю тарелку 

колонны. Сверху колонны отбирается дистиллят в количестве D со-

става x
i,d

, а снизу колонны кубовый продукт в количестве W состава 

x
i,w

. Схема ректификационной установки приведена на рис. Л6.3.
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Рис. Л6.3. Потоки питания колонны, дистиллята и кубового остатка 
соответственно, кг/ч; L – поток флегмы, кг/ч; z

i,n
 – состав питания

Схема потоков на тарелках изображена на рис. Л6.4.
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(Л6.27)

 

 
(Л6.28)

 

 
(Л6.29)

где inin yy ,1, ,   – средняя концентрация компонента в потоках пара; *
,iny  – 

концентрация компонента в паре, находящегося в равновесии с жидкостью 

состава xn. 

Рис. Л6.4. Схема потоков жидкости и пара на тарелках  
ректификационной колонны
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Математическое описание включает следующие уравнения:

– общего материального баланса на тарелках колонны:
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                       (Л6.23)

где G, L – расходы пара и жидкости в колонне соответственно, кг/ч; 

n – номер тарелки колонны;

– покомпонентного материального баланса:
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где inin yy ,1, ,   – средняя концентрация компонента в потоках пара; *
,iny  – 

концентрация компонента в паре, находящегося в равновесии с жидкостью 

состава xn. 

           (Л6.24)

где x
i,n

, y
i,n

 – концентрации компонента i на тарелке n в жидкой и 

паровой фазах соответственно;

– теплового баланса:
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где inin yy ,1, ,   – средняя концентрация компонента в потоках пара; *
,iny  – 

концентрация компонента в паре, находящегося в равновесии с жидкостью 

состава xn. 

            (Л6.25)

где H
n
 и h

n
 – энтальпии парового и жидкостного потоков соответ-

ственно, Дж/моль; F
nh

 – энтальпия потока питания, Дж/моль.

Энтальпии парового H и жидкостного h потоков на каждой сту-

пени разделения n определяются выражениями:
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где inin yy ,1, ,   – средняя концентрация компонента в потоках пара; *
,iny  – 

концентрация компонента в паре, находящегося в равновесии с жидкостью 

состава xn. 

                                       (Л6.26)

j = 1, ..., M,

где H
i
0, h

i
0 – стандартная энтальпия образования вещества j в паро-

вой и жидкой фазах соответственно, Дж/моль;

– фазового равновесия:
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состава xn. 

                                        (Л6.27)

где y
i,n

* – концентрация компонента в паре, находящегося в равно-

весии с жидкостью состава x
i,n

; K
i,n

 – константа равновесия между 

жидкостью и паром;

– стехиометрического соотношения:
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где inin yy ,1, ,   – средняя концентрация компонента в потоках пара; *
,iny  – 

концентрация компонента в паре, находящегося в равновесии с жидкостью 

состава xn. 

                                   (Л6.28)

Если на тарелках колонны равновесие не достигается, то состав 

пара с предыдущей тарелки связывается с составом пара последую-

щей через эффективность тарелки E
i
n:
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где inin yy ,1, ,   – средняя концентрация компонента в потоках пара; *
,iny  – 

концентрация компонента в паре, находящегося в равновесии с жидкостью 

состава xn. 

 – концентрация компонента в паре, находящегося в равновесии 

с жидкостью состава x
n
.

При расчете равновесия «жидкость – пар» отклонение от иде-

альности жидкой фазы учитывается с помощью коэффициента ак-

тивности γ, определяемого как функция состава от температуры, 

например, по уравнению Вильсона. С учетом уравнения (Л6.27) 

константу равновесия K
i,n

 можно записать в виде:
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                                        (Л6.30)

Зависимость от температуры давления насыщенных паров P
i
0(T) 

i-го компонента определяется из уравнения:
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                   (Л6.31)

Система уравнений (Л6.22)–(Л6.31) нелинейная, и для ее реше-

ния должны применяться итерационные методы. Обычно для дан-

ной задачи различают два типа внешних условий:

1. Внешние условия для решения задачи в проверочной поста-

новке (расчет режимов работы колонны заданной конструкции):

–– состав и количество питания;

–– конструктивные параметры (диаметр колонны, число тарелок, 

межтарельчатое расстояние).

В результате решения задачи определяют оптимальное флегмо-

вое число, место ввода питания, состав продуктов разделения, про-

филь температуры по колонне.

2. Внешние условия для решения проектной задачи:

– количество и состав разделяемой смеси;

– содержание примесей в целевом продукте.

Проектная задача является более общей и включает в себя про-

верочную. В результате решения задачи получают число тарелок  

в колонне, тарелку ввода питания, флегмовое число, диаметр ко-

лонны, межтарельчатое расстояние, тип тарелок, расход пара и 

жидкости, нагрузку на кипятильник и дефлегматор, состав продук-
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тов разделения. Диаметр ректификационной колонны определяется 

из уравнения расхода:
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                           (Л6.32)

где D
k
 – внутренний диаметр колонны; V

0
 – объемный расход пара  

в колонне; ω
0
 – допустимая скорость пара.

Допустимая скорость пара в свободном сечении колонны рас-

считывается таким образом, чтобы минимизировать унос флегмы 

паровым потоком на вышерасположенную тарелку:
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заданному значению. Вследствие этого из уравнений математического 

                          (Л6.33)

где ρ
L
 – плотность жидкости, кг/м3; ρ

G
 – плотность пара, кг/м3;  

С
1
 – эмпирический коэффициент, зависящий от расстояния между 

тарелками и поверхностного натяжения жидкости.

По результатам расчета диаметра колонны выбирается межта-

рельчатое расстояние и тип тарелок. По данным составов дистил-

лята и кубового продукта, а также потоков пара с верха колонны и 

кубового отбора определяются тепловые нагрузки на кипятильник 

Q
b
 и дефлегматор колонны Q

c
:
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                          (Л6.34)

где r0
исп,i

 – теплота испарения i-го компонента, Дж/моль; r0
конд,i

 – те-

плота конденсации i-го компонента, Дж/моль; x
Wi

 – состав кубово-

го остатка колонны; y
Ni

 – состав пара, уходящего с верхней тарелки 

колонны; G
N
 – расход пара, уходящего с верхней тарелки колонны, 

кг/ч.

Исходя из тепловых нагрузок кипятильника и дефлегматора, 

рассчитывают требуемые расходы греющего пара и охлаждающей 

воды. Для определения тарелки ввода питания можно использовать 

уравнение Керкбрайда:
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где N
1
, N

2
 – число тарелок укрепляющей и исчерпывающей частей 

колонны соответственно; i – индекс тяжелого ключевого компо-

нента; k – индекс легкого ключевого компонента.

Моделирование процесса абсорбции. Абсорбцией называют про-

цесс поглощения газа или пара жидким поглотителем-абсорбентом. 

Рассмотрим процесс абсорбции в насадочной колонне (рис. Л6.5).
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Рис. Л6.5. Насадочная абсорбционная колонна

Будем считать температуру по высоте колонны постоянной и рав-

ной заданному значению. Вследствие этого из уравнений математи-

ческого описания можно исключить уравнения тепловых балансов. 

Содержание абсорбируемых компонентов в газе относительно мало, 

и допускается, что условия фазового равновесия могут быть описаны 

для всех компонентов с использованием закона Генри:
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 

 ,*н CC
dt
dC

  (Л6.41)

 

 

 

(Л7.1)

,1
dt
dN

S
W   (Л7.2)

. (Л7.3)

. (Л7.4)

 (Л7.5)

или на единицу поверхности для гетерогенных каталитических реакций: 

,11
0Vdt

dN
Sdt

dNW ii
i 

  (Л7.6)

                         (Л6.36)

где K
i
 – постоянная Генри для каждого компонента; y

i
 – равновес-

ная концентрация i-го компонента в паровой фазе; x
i
 – концентра-

ция i-го компонента в жидкой фазе.

Материальный баланс массообменного процесса абсорбции 

можно представить как разность потоков на входе и выходе аппара-

та для паровой и жидкой фаз:
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 
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где G
g
 – расход инертного газа, м3/с; L

l
 – расход жидкости, м3/с.

При абсорбции процесс массопередачи происходит на поверх-

ности соприкосновения фаз, поэтому в абсорберах необходимо 

обеспечить наибольшую поверхность их соприкосновения. В зави-
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симости от конструктивных особенностей абсорберов процессы, 

протекающие в этих аппаратах, можно описать различными гидро-

динамическими моделями. Если в аппаратах колонного типа пото-

ки газа и жидкости движутся в режиме идеального вытеснения, то в 

стационарном режиме модель процесса абсорбции будет представ-

лять собой следующую систему уравнений материального баланса:

– для газовой фазы
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 
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– для жидкой фазы
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 

 ,*н CC
dt
dC

  (Л6.41)

 

 

 

(Л7.1)

,1
dt
dN

S
W   (Л7.2)

. (Л7.3)

. (Л7.4)

 (Л7.5)

или на единицу поверхности для гетерогенных каталитических реакций: 

,11
0Vdt

dN
Sdt

dNW ii
i 

  (Л7.6)

                             (Л6.39)

где β
g
, β

l
 – коэффициенты массоотдачи для газовой и жидкой фаз, 

с–1; S – поверхность массообмена, м2; L – высота аппарата, м.

Граничные условия: при l = 0 y(0) = y
0
; при l = L x(l) = x

0
. Если 

структура потоков в аппарате не соответствует режиму идеального 

вытеснения, то могут быть применены другие модели, например 

ячеечная модель.

Моделирование процесса адсорбции. Адсорбция – процесс погло-

щения газов, паров или жидкостей поверхностью пористых твер-

дых тел. Процессы адсорбции широко применяются для очистки и 

осушки газов, разделения смесей (газов и паров), регенерации рас-

творителей, очистки от примесей.

Для проведения данного процесса применяют адсорберы следу-

ющих типов: c неподвижным зернистым адсорбентом; с движущим-

ся слоем адсорбента; с кипящим (псевдоожиженным) слоем.

Из-за накопления сорбата на поверхности сорбента свойства 

последнего постоянно изменяются, и, следовательно, весь процесс 

адсорбции в целом является нестационарным. Так как концентра-

ция адсорбирующегося вещества меняется по высоте слоя сорбен-

та, уравнения материального и теплового балансов можно записать 

лишь для элементарного объема.

В результате математическое описание представляет собой си-

стему дифференциальных уравнений в частных производных. На 

основании исследований процесса адсорбции было установлено, 

что для подвижной фазы можно воспользоваться диффузионной 
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моделью с учетом продольного перемешивания, кроме того, в под-

вижной фазе происходит массообмен между фазами. Математиче-

ское описание для неподвижной фазы включает составляющую, 

описывающую массообмен между фазами.

Тогда двухфазную математическую модель процесса адсорбции 

можно представить следующим образом:

– уравнение материального баланса для подвижной фазы –
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы –
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 

 ,*н CC
dt
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где С, С
н
 – концентрации компонентов в подвижной и неподвиж-

ной фазах. Начальные условия: при t = 0 C
(0,l)

 = C
0
, C

н
 = 0. Граничные 

условия: при l = 0 C = C
0
, dC/dl = 0.

Лекция 7. Моделирование кинетики  
химических реакций

Скорость химической реакции есть изменение числа молей ре-

агентов в результате химического взаимодействия в единицу вре-

мени в единице объема (для гомогенных реакций) или на единице 

поверхности (для гетерогенных процессов). В соответствии с этим 

скорость реакции записывается следующим образом:

– для гомогенной реакции
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 
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где V – объем реакционной фазы, м3; N – количество молей веще-

ства; С – концентрация реагента, моль/м3; t – время, с; S – поверх-

ность катализатора, м2.
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Выражение (Л7.1) может быть преобразовано к виду:
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Для реакций, идущих при постоянном объеме, второе слагаемое 

в уравнении (Л7.3) равно нулю, тогда скорость реакции
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 

 ,*н CC
dt
dC

  (Л6.41)
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,1
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S
W   (Л7.2)

. (Л7.3)

. (Л7.4)

 (Л7.5)

или на единицу поверхности для гетерогенных каталитических реакций: 

,11
0Vdt

dN
Sdt

dNW ii
i 

  (Л7.6)

.                                            (Л7.4)

Для реакторов периодического действия, в которых концентра-

ции реагирующих веществ в каждой точке реакционного объема в 

ходе реакции непрерывно изменяются во времени, скорость хими-

ческой реакции есть количество молей данного вещества, реагиру-

ющее в единицу времени в единице объема:
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 

 ,*н CC
dt
dC

  (Л6.41)

 

 

 

(Л7.1)

,1
dt
dN

S
W   (Л7.2)

. (Л7.3)

. (Л7.4)

 (Л7.5)

или на единицу поверхности для гетерогенных каталитических реакций: 

,11
0Vdt

dN
Sdt

dNW ii
i 

  (Л7.6)

                                     (Л7.5)

или на единицу поверхности для гетерогенных каталитических ре-

акций:
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 (Л6.36)
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 ;*yyS
dl
dyG gg   (Л6.38)
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– уравнение материального баланса для неподвижной фазы – 

 ,*н CC
dt
dC

  (Л6.41)

 

 

 

(Л7.1)

,1
dt
dN

S
W   (Л7.2)

. (Л7.3)

. (Л7.4)

 (Л7.5)

или на единицу поверхности для гетерогенных каталитических реакций: 

,11
0Vdt

dN
Sdt

dNW ii
i 

  (Л7.6)                            (Л7.6)

где N
i
 – текущее количество i-го компонента реакционной смеси, 

моль; V – объем реакционной смеси или слоя катализатора (объем 

реактора), м3; d
0
 – удельная поверхность катализатора, м2/м3.

Для реакторов непрерывного действия полного вытеснения,  

в которых при установившемся режиме концентрация вещества не-

прерывно изменяется по длине аппарата, скорость химической ре-

акции есть количество молей проходящего через реактор в единицу 

времени вещества, реагирующего в единице объема:

160 
 

,                                (Л7.7)

где n
i
 – мольный расход i-го компонента реакционной смеси, 

моль/с; v – объемная скорость подачи реакционной смеси, м3/с;  

t – время контакта, с.

Для реактора непрерывного действия полного смешения при 

установившемся режиме:
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, (Л7.7)

, (Л7.8)

, 

; 
(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 

, 

 
(Л7.10)

Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)

 

, (Л7.14)

.
 (Л7.15)

, (Л7.16)

. (Л7.17)

 

. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

,                                         (Л7.8)

где n
i0
, n

i
 – начальное и конечное количества i-го компонента реак-

ционной смеси, моль/с.
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На практике обычно измеряют скорость изменения мольной 

концентрации С
i
 (моль/м3):

– для реактора периодического действия:

160 
 

, (Л7.7)

, (Л7.8)

, 

; 
(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 

, 

 
(Л7.10)

Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)

 

, (Л7.14)

.
 (Л7.15)

, (Л7.16)

. (Л7.17)

 

. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

                                      (Л7.9)

– для реактора непрерывного действия:
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, (Л7.7)

, (Л7.8)

, 

; 
(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 

, 

 
(Л7.10)

Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)

 

, (Л7.14)

.
 (Л7.15)

, (Л7.16)

. (Л7.17)

 

. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

                                   (Л7.10)

Если реакция не сопровождается изменением объема, то для ре-

актора идеального вытеснения
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, (Л7.7)

, (Л7.8)

, 

; 
(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)

 

, (Л7.14)

.
 (Л7.15)

, (Л7.16)

. (Л7.17)

 

. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

.          (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения
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(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)
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Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

,             (Л7.12)

где x
i
 – степень превращения: 
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(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 

, 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)
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. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

; t – среднее время пребы-

вания, с; t = V/v.

В 1862–1867 гг. норвежские ученые Гульдберг и Вааге дали на-

чальную формулировку закона действующих масс. Согласно кине-

тическому закону действующих масс, скорость элементарной ре-

акции при заданной температуре пропорциональна произведению 

концентраций реагирующих веществ в степенях, равных их стехио-

метрическим коэффициентам.

Тогда при протекании химической реакции
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-
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.
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Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 
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Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

                            (Л7.13)

по закону действующих масс выражение скорости запишется следу-

ющим образом:
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– для реактора непрерывного действия: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)

 

,                                  (Л7.14)

где C
i
 – концентрация i-го вещества; k – константа скорости; u

A
, 

u
B
 – стехиометрические коэффициенты веществ А и В.

Уравнение (Л7.14) справедливо для элементарных реакций.

;
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Между скоростями реакции по отдельным компонентам (обо-

значим их W
A
, W

B
, …) и общей скоростью реакции W существует сле-

дующее стехиометрическое соотношение:

160 
 

, (Л7.7)

, (Л7.8)

, 

; 
(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)

 

, (Л7.14)

.
 (Л7.15)

, (Л7.16)

. (Л7.17)

 

. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

.                       (Л7.15)

Чтобы применить закон действующих масс к сложной химиче-

ской реакции, необходимо представить ее в виде элементарных ста-

дий и применить этот закон к каждой стадии отдельно.

Химическая кинетика в полной мере была сформулирована 

в работах Вант-Гоффа и Аррениуса в 80-х гг. XIX в. Был разъяснен 

смысл порядков реакций, введены понятия «энергия активации», 

«моно-», «би-» и «полимолекулярные реакции».

Вант-Гофф, а впоследствии Аррениус, развивший его идеи, 

утверждали, что «температура не есть причина реакции, температу-

ра – причина изменения скорости реакции»:
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– для реактора непрерывного действия: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 
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.
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, (Л7.16)

. (Л7.17)

 

. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

,                                     (Л7.16)

где А – предэкспоненциальный множитель; Е – энергия активации, 

Дж/моль; R – газовая постоянная, Дж/(моль ∙ K); Т – температура, K.

При заданных внешних условиях (температуре, давлении, со-

ставе, среде, в которой протекает реакция) скорость реакции явля-

ется функцией концентраций реагирующих веществ:
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(Л7.9)

– для реактора непрерывного действия: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 
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Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

.                            (Л7.17)

Сопоставляя уравнения (Л7.4) и (Л7.17), получаем кинетиче-

ское уравнение:
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– для реактора непрерывного действия: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для реакто-

ра идеального вытеснения 

.
 (Л7.11)

Для реактора непрерывного действия идеального смешения 

,
 (Л7.12)

где xi – степень превращения: ;  – среднее время пребывания, с; 

 = V/v. 

 (Л7.13)

 

, (Л7.14)

.
 (Л7.15)

, (Л7.16)

. (Л7.17)

 

. (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во вре-

мени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а кривая c = 

f(t) – кинетической кривой. 

                  (Л7.18)

Уравнение, отражающее изменение концентрации вещества во 

времени в ходе химической реакции, называется кинетическим, а 

кривая c = f(t) – кинетической кривой.

Моделирование кинетики гомогенных химических реакций. Кине-

тические уравнения связывают скорость реакции с параметрами, 

от которых она зависит, например с концентрацией, температурой, 

давлением, активностью катализатора.
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Исследование кинетических закономерностей протекания хи-

мических реакций методом математического моделирования за-

ключается в определении изменения концентраций реагирующих 

веществ во времени.

Пусть протекают химические реакции
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Рис. Л7.1. Изменение концентрации реагирующих веществ с течением 

времени 

 

 
Рис. Л7.2. Зависимость степени превращения исходного вещества от тем-

пературы 

 

.                                        (Л7.19)

На основании закона действующих масс запишем уравнения 

скоростей химических реакций и составим кинетическую модель:
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где С
А
, С

С
, С

D
 – концентрации веществ, моль/л.

Систему обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 

первого порядка (Л7.21) можно решить с использованием алгорит-

мов численных методов решения ОДУ (Эйлера, Рунге – Кутты).

На рис. Л7.1, Л7.2 приведены результаты исследования влияния 

температуры на степень превращения исходного реагента и на кон-

центрацию веществ с применением математической модели (Л7.21).

Полученные результаты позволяют сделать вывод об оптималь-

ном времени проведения процесса с целью получения целевого 

продукта. Математическая модель (Л7.21) также позволяет исследо-

вать влияние состава сырья на выход продуктов реакции.

Известно, что скорость химической реакции зависит от темпера-

туры, поэтому, чтобы исследовать влияние температуры на ход про-

цесса, необходимо в кинетической модели (Л7.21) константу скоро-

сти химической реакции выразить по уравнению Аррениуса (Л7.16).

,

,

;
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Рис. Л7.1. Изменение концентрации реагирующих веществ  
с течением времени
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пературы 

 

Рис. Л7.2. Зависимость степени превращения исходного вещества  
от температуры

Моделирование кинетики гетерогенных химических реакций. 

Основы гетерогенной химической кинетики заложены в работах 

Лэнгмюра, Темкина и др. В этих работах сформулировано понятие 

идеального адсорбированного слоя, базирующееся на аналогии с 

представлениями гомогенной кинетики. Эта модель использует 

следующие предположения:

–– равноценность всех участков поверхности катализатора и незави-

симость энергии хемосорбции от степени заполнения поверхно-

сти различными адсорбентами;

–– неизменность катализатора и независимость его свойств от соста-

ва реакционной смеси и ее воздействия на катализатор;

–– равновесное распределение энергии.
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Формальным аналогом кинетического закона действующих 

масс для элементарных процессов на твердых поверхностях являет-

ся закон действующих поверхностей (ЗДП).

Согласно его первоначальной формулировке, скорость хими-

ческой реакции пропорциональна произведению поверхностных 

концентраций реагирующих веществ в степенях, равных стехио-

метрическим соотношениям, в которых они вступают во взаимо-

действие (Л7.22):
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где k – константа скорости; Сi – концентрация i-го реагента газовой среды; 

kpi – константа равновесия стадии адсорбции i-го компонента; i – стехио-

метрические коэффициенты. 

 
Практическое занятие 5 

Исследование гидродинамики насадочного абсорбера 
Математическое моделирование включает три основных этапа: 

1. Формализация изучаемого процесса – составление 

математического описания. 

2. Построение алгоритма расчета. 

3. Установление адекватности модели изучаемому процессу. 

При построении математической модели используется блочный 

принцип математического описания. Согласно этому принципу выделяется 

ряд типовых элементарных процессов, и каждый из этих процессов иссле-

дуется отдельно (по блокам). Вначале исследуется гидродинамика процес-

са – основа структуры будущей модели. Гидродинамика отражает поведе-

ние так называемого «холодного» объекта, т. е. объекта без физико-

химических превращений, но с реальными нагрузками. Гидродинамика 

  (Л7.22)

где k – константа скорости; q
Z1

 – доля поверхности, занятой i-й ад-

сорбированной частицей; q
Z0

 – доля свободной поверхности; u
i
 – 

стехиометрические коэффициенты стадий; Du – изменение числа 

молей при протекании химической реакции.

Пусть протекает элементарная химическая реакция
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При этом все вещества вступают во взаимодействие из адсорби-

рованного состояния.

Обозначим z
i
 – долю поверхности, занятую i-м адсорбирован-

ным веществом.

Тогда, в соответствии с законом действующих поверхностей, 

скорость необратимой реакции (Л7.23) можно записать так:
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Если не все вещества вступают во взаимодействие из адсорбиро-

ванного состояния, а реагируют непосредственно из газовой фазы, 

то в более общем виде выражение закона действующих поверхно-

стей можно представить следующим образом:
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где k – константа скорости; Сi – концентрация i-го реагента газовой среды; 

kpi – константа равновесия стадии адсорбции i-го компонента; i – стехио-

метрические коэффициенты. 
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где C
j
 – парциальные давления (концентрации) j-веществ, реагиру-

ющих из газовой фазы; n, m – количество веществ, адсорбирован-

ных на поверхности катализатора и реагирующих из газовой фазы.

Например, пусть протекает адсорбция водорода на активном 

центре катализатора Z с образованием адсорбированного поверх-

ностного соединения ZH
2
:
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где k – константа скорости; Сi – концентрация i-го реагента газовой среды; 

kpi – константа равновесия стадии адсорбции i-го компонента; i – стехио-

метрические коэффициенты. 
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Тогда на основании ЗДП скорость данной элементарной хими-

ческой реакции можно записать как
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В качестве основного фактора, определяющего кинетические 

зависимости, вначале рассматривался фактор вытеснения, «борь-

бы» компонентов реакционной смеси за места на поверхности ката-

лизатора. При этом принималось дополнительное предположение 

о высокой скорости адсорбционных и десорбционных стадий по 

сравнению с собственно химическими превращениями.

Общая формула кинетического уравнения, соответствующего 

этим предположениям, имеет следующий вид:
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та; u
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Практическое занятие 5 
Исследование гидродинамики насадочного абсорбера

Математическое моделирование включает три основных этапа:

1.	Формализация изучаемого процесса – составление математиче-

ского описания.

2.	Построение алгоритма расчета.

3.	Установление адекватности модели изучаемому процессу.

При построении математической модели используется блочный 

принцип математического описания. Согласно этому принципу вы-

деляется ряд типовых элементарных процессов, и каждый из этих 

процессов исследуется отдельно (по блокам). Вначале исследует-

ся гидродинамика процесса – основа структуры будущей модели. 

Гидродинамика отражает поведение так называемого «холодного» 

объекта, т. е. объекта без физико-химических превращений, но с ре-

альными нагрузками. Гидродинамика изучает распределение масс  

в потоках, связанное с перемещением жидкости или газа. Далее из-

учают кинетику химических реакций, скорости процессов массопе-
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реноса и теплопереноса, кинетику фазовых переходов и т. д., с уче-

том гидродинамических условий найденной модели, и составляют 

математическое описание каждого из процессов. Заключительным 

этапом в данном случае является объединение описаний всех ис-

следованных «элементарных» процессов (блоков) в единую систему 

уравнений математического описания объекта моделирования.

Второй этап заключается в разработке и реализации на ЭВМ 

моделирующего алгоритма. Моделирующий алгоритм определяется 

как последовательность операций, которые необходимо выполнить 

над уравнениями математического описания для того, чтобы найти 

значения интересующих нас параметров процесса.

Необходимо также, чтобы модель достаточно верно описывала 

качественно и количественно свойства исследуемого процесса, т. е. 

она должна быть адекватна моделируемому процессу. Для проверки 

адекватности математической модели реальному процессу нужно 

сравнить результаты измерения в ходе процесса с результатами пред-

сказания модели в идентичных условиях (при определенных значе-

ниях параметров). При этом используют статистические методы.

Исследование гидродинамики насадочного абсорбера

Цели работы

1.	Ознакомиться с методикой составления математической модели 

гидродинамики насадочного абсорбера.

2.	Практически освоить методику исследования гидродинамики на-

садочного абсорбера с использованием ячеечной модели.

3.	Сравнить экспериментальные и расчетные кривые отклика, про-

верить модель на адекватность.

Типовые математические модели структуры потоков в аппаратах

Поведение потоков в реальных аппаратах настолько сложно, что 

в настоящее время дать строгое математическое описание их в боль-

шинстве случаев не представляется возможным. В то же время из-

вестно, что структура потоков оказывает существенное влияние на 

эффективность химико-технологических процессов (ХТП), поэто-

му ее необходимо учитывать при моделировании. При этом матема-

тические модели структуры потоков являются основой, на которой 

строится математическое описание химико-технологического про-
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цесса. Точное описание реальных потоков (например, с помощью 

уравнения Навье – Стокса) приводит к чрезвычайно трудным для 

решения задачам. Поэтому разработанные к настоящему времени 

модели структуры потоков в аппаратах являются достаточно про-

стыми и носят полуэмпирический характер. Они позволяют полу-

чать математические модели ХТП, достаточно точно отражающие 

реальный физический процесс (модели, адекватные объекту).

Структура математической модели любого процесса химиче-

ской технологии, в котором происходит перемещение жидкостей 

или паров, определяется гидродинамическими параметрами и про-

является в характере распределения времени пребывания частиц 

потока в рассматриваемой системе.

Этот характер распределения подчиняется статистическим за-

конам и находится по виду сигнала, проходящего через систему.  

В поток на входе его в аппарат каким-либо способом вводят ин-

дикатор, а на выходе потока из аппарата замеряют концентрацию 

индикатора как функцию времени. Эта выходная кривая называ-

ется функцией отклика системы на типовое возмущение по соста-

ву потока. Основным требованием, предъявляемым к индикатору, 

является условие поведения частиц индикатора в аппарате подобно 

поведению частиц потока.

На практике часто применяют индикаторы, которые не вступа-

ют во взаимодействие с основным потоком и могут быть легко за-

мерены.

Индикатор на входе потока в аппарат вводят в виде стандартных 

сигналов: импульсного, ступенчатого и циклического. В зависимо-

сти от вида возмущающего сигнала различают методы исследования 

структуры потоков: импульсный, ступенчатый и циклический. При 

ступенчатом изменении входной величины получают соответствен-

но f – выходную кривую (кривую отклика), при нанесении импуль-

сного возмущения получают соответственно С – выходную кривую, 

при изменении входной величины по законам гармонического ко-

лебания получают измененное по амплитуде и фазе синусоидальное 

изменение выходной величины.

Статистическая функция распределения индикатора при нане-

сении импульсного возмущения записывается в виде:
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Функция распределения времени пребывания С(t) характеризу-

ет долю индикатора в выходящем потоке.

Среднее время пребывания  определяется из соотношения:
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где ∆t – интервал отбора проб.

Безразмерное время пребывания:
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При известном среднем времени пребывания С-кривую можно 

охарактеризовать уравнением:
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где С
0
 – начальная концентрация вещества на входе.

В зависимости от вида функции распределения все многообразие 

математических моделей потоков, возникающих в различных аппа-

ратах, может быть представлено в виде некоторых типовых моделей.

Модель идеального смешения. Согласно этой модели принима-

ется равномерное распределение субстанции во всем потоке. Зави-
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 – объемный расход, м3/с; V – объем аппарата, м3; С, С
вх

, С
вых

 – 

концентрация вещества: текущая, входная, на выходе.

Модель идеального вытеснения. В соответствии с этой моделью 

принимается поршневое течение без перемешивания вдоль потока 

при равномерном распределении субстанций в направлении, пер-

пендикулярном движению. Время пребывания в системе всех ча-
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стиц одинаково и равно отношению объема системы к объемному 

расходу жидкости.

Математическое описание модели имеет вид:
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где u – линейная скорость потока, м/с.

Диффузионные модели. Различают однопараметрическую и 

двухпараметрическую диффузионные модели.

Однопараметрическая модель. Ее основой является модель иде-

ального вытеснения, осложненная обратным перемешиванием, 

подчиняющимся формальному закону диффузии. Параметром, ха-

рактеризующим модель, служит коэффициент турбулентной диф-

фузии, или коэффициент продольного перемешивания D
L
.

При составлении однопараметрической диффузионной моде-

ли принимаются следующие допущения: изменение концентрации 

субстанции является непрерывной функцией пространственной ко-

ординаты; концентрация субстанции в данном сечении постоянна; 

объемная скорость потока и коэффициент перемешивания не изме-

няются по длине и сечению потока.

При таких допущениях модель описывается уравнением:
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Член уравнения 
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 учитывает турбулентную диффузию, 

или продольное перемешивание. Величина D
L
 определяется расчет-

ным или опытным путем.

Двухпараметрическая модель. В этой модели учитывается пе-

ремешивание потока в продольном и радиальном направлениях. 

Причем модель характеризуется коэффициентом продольного (D
L
) 

и радиального (D
R
) перемешивания. При этом принимается, что ве-

личины D
L
 и D

R
 не изменяются по длине и сечению аппарата, а ско-

рость потока постоянна.

При условии движения потока в аппарате цилиндрической фор-

мы радиуса R с постоянной по длине и сечению скоростью уравне-

ние двухпараметрической модели имеет вид:
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При опытном определении коэффициентов продольного и ра-

диального перемешивания (D
L
 и D

R
) обычно их представляют в виде 

безразмерных комплексов – критериев Пекле: Ре
Д
 = u ∙ L/D

L
 или 

Ре = u ∙ L/D
R
, где L – определяющий линейный размер системы. 

Тогда уравнение диффузионной модели также приводится к безраз-

мерному виду. С этой целью вводятся безразмерная концентрация  

С = c/c
0
; безразмерная длина z = l/L и время τ = L/u = V/ν.

Учитывая, что объемная скорость принимается постоянной, для 

установившегося режима уравнение приводится к виду:
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                                 (П5.10)

Если Ре → ∞, диффузионная модель переходит в модель идеаль-

ного вытеснения; если Ре → 0 – в модель идеального перемешивания.

Ячеечная модель. Основой модели является представление об 

идеальном перемешивании в пределах ячеек, расположенных по-

следовательно, и в отсутствии перемешивания – между ячейками. 

Параметром, характеризующим модель, служит число ячеек N.

Математическое описание ячеечной модели включает N линей-

ных дифференциальных уравнений первого порядка:

165 
 

. 
(П5.1)

 

. 
(П5.2)

 
(П5.5)

 
(П5.7)

 
(П5.8)

 

 
(П5.9)

 

 
(П5.10)

 

 
(П5.11)

 

 

                               (П5.11)

где i = 1, 2, …, N (N – номер ячейки); τ – время контакта.

Ячеечной моделью оценивают функции распределения в после-

довательно соединенных аппаратах с мешалками, осуществляющи-

ми интенсивное перемешивание.

Математическое описание гидродинамики насадочного абсорбера

Абсорбцией называется процесс поглощения газа или пара жид-

ким поглотителем (абсорбентом). В промышленности абсорбция с 

последующей десорбцией широко применяется для выделения из 

газовых смесей ценных компонентов (например для извлечения из 

коксового газа аммиака, бензола и др.), для очистки технологиче-

ских и горючих газов от вредных примесей (например для очистки 

отходящих газов от сернистого ангидрида) и т. д.
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При абсорбции процесс массопередачи протекает на поверх-

ности соприкосновения фаз. Поэтому в аппаратах для поглощения 

газов жидкостями (абсорберах) должна быть создана развитая по-

верхность соприкосновения между газом и жидкостью. Скорость 

массопередачи в насадочном абсорбере зависит от гидродинамиче-

ского режима в аппарате.

Насадочные абсорберы представляют собой колонны, загру-

женные насадкой – твердыми телами различной формы – для уве-

личения поверхности соприкосновения между газом и жидкостью 

(рис. П5.1).
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Рис. П5.1. Насадочный абсорбер: 1 – насадка; 2 – решетка;  

3 – распределительный стакан

Жидкость стекает по поверхности насадки тонкой пленкой и 

одновременно распределяется в слое насадки в виде капель и брызг.

Насадка 1 опирается на решетку 2, в которой имеются отверстия 

для прохода газа и стока жидкости. Газ поступает в колонну снизу и 

движется вверх противотоком по отношению к жидкости.

Типовые модели идеального перемешивания, идеального вы-

теснения, диффузионная модель с определенной степенью точности 

могут применяться для воспроизведения структуры и гидродинами-

ческих свойств потоков в различных аппаратах химической техно-

логии. Однако идеальные модели в ряде случаев неадекватны реаль-

ному процессу, а диффузионная модель отличается сложностью. По 

этой причине для трубчатых и колонных аппаратов удобнее представ-

лять реальные потоки в виде ячеечной модели (рис. П5.2). Построим 
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математическую модель гидродинамики насадочного абсорбера по 

газовому потоку. Для этого разобьем насадку на N ячеек и запишем 

систему дифференциальных уравнений.
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где V – объем насадки, м3;  – объемная скорость потока, м3/ч;  – концен-

трация вещества в i-й ячейке. 

Рис. П5.2. Ячеечная схема насадки 

 

Так как отношение V/  обычно называют временем пребывания ча-

стицы в аппарате (τ), то система может быть представлена в виде: 
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где ,  – экспериментальные и расчетные значения концентрации трас-

сера на выходе из аппарата; k – число экспериментальных точек на кривой 

разгона; ε – заданная точность. 

Система уравнений с учетом начальных условий интегрируется с 

помощью численного метода Эйлера. 

                         (П5.12)

где V – объем насадки, м3; 
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 – объемная скорость потока, м3/ч; C
i
 – 

концентрация вещества в i-й ячейке.
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ния частицы в аппарате (τ), то система может быть представлена  

в виде:
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где ,  – экспериментальные и расчетные значения концентрации трас-

сера на выходе из аппарата; k – число экспериментальных точек на кривой 

разгона; ε – заданная точность. 

Система уравнений с учетом начальных условий интегрируется с 

помощью численного метода Эйлера. 

                          (П5.13)

Время пребывания τ рассчитывается, а N определяется по экс-

периментальной кривой отклика, снятой на исследуемом аппарате. 

Для этого изменяется ступенчато концентрация трассера на входе  

в аппарат и снимается изменение концентрации трассера на выходе 

из аппарата. Решая систему, добиваются адекватности модели про-

цессу за счет изменения числа ячеек N.
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Модель называется адекватной, если выполняется условие:
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 – экспериментальные и расчетные значения концентра-

ции трассера на выходе из аппарата; k – число экспериментальных 

точек на кривой разгона; ε – заданная точность.

Система уравнений с учетом начальных условий интегрируется 

с помощью численного метода Эйлера.

Исходные данные:

1. Высота насадки L = 11,5 м.

2. Площадь поперечного сечения абсорбционной колонны S = 1,8 м2.

3. Объемная скорость потока V = 10 000 м3/ч.

4. Концентрация абсорбируемого компонента С
0
, % об.

5. Экспериментальная кривая разгона С
е
 [0…k].

Численные значения для пунктов 4 и 5 приведены в табл. П5.1.

Таблица П5.1

Варианты

Концентра-
ция абсор-
бируемого 

компонента 
C

q
, % об.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,155 0,18 0,40 0,05 0,10 0,075 0,18 0,35 0,10 0,20

Концентрация на выходе из абсорбера, % об.

Время, с
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

0

1 0,0025 0,001 0,005 0,006 0,002 0,014 0,002 0,070 0,015 0,100

2 0,0100 0,008 0,020 0,013 0,012 0,023 0,050 0,150 0,030 0,120

3 0,0260 0,010 0,050 0,019 0,030 0,035 0,100 0,220 0,047 0,140

4 0,0490 0,027 0,100 0,025 0,040 0,047 0,120 0,240 0,059 0,160

5 0,0720 0,045 0,140 0,030 0,050 0,051 0,140 0,290 0,067 0,173

6 0,0900 0,075 0,180 0,033 0,080 0,060 0,150 0,310 0,074 0,180

7 0,1150 0,100 0,220 0,040 0,085 0,063 0,155 0,320 0,081 0,186

8 0,1300 0,120 0,260 0,043 0,087 0,068 0,159 0,330 0,090 0,190

9 0,1460 0,140 0,300 0,045 0,089 0,071 0,161 0,340 0,095 0,194

10 0,1540 0,160 0,380 0,050 0,090 0,075 0,166 0,345 0,100 0,196
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Порядок выполнения работы

1.	Ознакомиться с методикой моделирования гидродинамики наса-

дочного абсорбера.

2.	Ознакомиться со структурной схемой алгоритма исследования 

гидродинамики насадочного абсорбера.

3.	Подготовить исходные данные.

4.	Разработать программу и выполнить расчеты при различных зна-

чениях числа ячеек (N).

5.	Выбрать оптимальное число ячеек.

6.	Обсудить результаты. Сделать выводы по работе.

Содержание отчета

Отчет по работе должен содержать следующие разделы:

1.	Цель работы.

2.	Описание методики моделирования гидродинамики насадочного 

абсорбера.

3.	Исходные данные.

4.	Программу и результаты расчета.

5.	Анализ результатов расчета и выводы.

Пример

Исходные данные:

ORIGIN := 1

Высота насадки L := 11.5

Площадь поперечного сечения абсорбционной колонны S := 18

Объемная скорость потока V := 10000

Концентрация абсорбируемого компонента C
0
 := 0.10 % об.

Расчет оптимального числа ячеек дает N := 2

Время пребывания частицы в ячейке аппарата
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Запишем систему дифференциальных уравнений для расчета 

гидродинамики абсорбера:
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Столбец 1 соответствует времени от начала подачи газа.

Столбец 2 – С
1
.

Столбец 3 – С
2
.
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Для проверки адекватности модели запишем в виде матрицы 

экспериментальные значения концентраций на выходе из абсорбе-

ра (кривую разгона):

f := 0..10
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, (П6.4)

.

Ф < ε, условие выполняется, следовательно, модель адекватна.

Практическое занятие 6 
Моделирование теплообменных аппаратов  

в стационарном режиме. Модели процессов теплообмена

Исходным соотношением математического описания процес-

сов в аппарате является общий материальный баланс, составленный 

для отдельных компонентов потока.

Если концентрации веществ неодинаковы в различных точках 

аппарата, то уравнение материального баланса составляют для эле-

ментарного объема. Для элемента объема аппарата материальный 

баланс записывается в соответствии с законом сохранения массы:
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Количество вещества, 
поступающего в эле-
ментарный объем за 
данный промежуток 
времени

=

Количество веще-
ства, выходящего 
из элементарного 
объема за проме-
жуток времени

+

Количество вещества, 
накапливаемого в рас-
сматриваемом элемен-
тарном объеме за данный 
промежуток времени.

Математически закон сохранения массы можно представить  

в виде следующего соотношения:

DM = М
вх 

Dt - М
вых 

Dt,                                  (П6.1)

где М
вх

, М
вых

 – массовые потоки (кг/с) на входе и выходе рассма-

триваемого элементарного объема; Δt – элементарный промежуток 

времени (время наблюдения); ΔM – элементарное накопление мас-

сы (кг) в рассматриваемом объеме за время Δt.

Если массовые потоки объема аппарата одинаковы (хорошее 

перемешивание), уравнение относят ко всему объему аппарата. 

 В этом случае уравнение закона сохранения массы можно предста-

вить в дифференциальном виде. Для этого разделим уравнение на Δt 

и перейдем к пределу при Δt → 0.

Учитывая, что 
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т. е. скорость накопления массы вещества в некотором объеме равна 

разности массовых потоков (кг/с) на входе и выходе этого объема.

При составлении уравнений материального баланса исследуе-

мого химико-технологического процесса используют или уравне-

ние (П6.1) – при этом получают математическое описание в виде 

дифференциальных уравнений в частных производных, или уравне-

ние (П6.2) – получают обыкновенные дифференциальные уравне-

ния. Необходимо также заметить, что уравнение (П6.2) – частный 

случай уравнения (П6.1).

Аналогично составляется тепловой баланс, используя закон со-

хранения энергии. Для элементарного объема закон сохранения за-

писывают в приращениях:
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Если можно принять, что температура и связанные с ней свой-

ства потока в каждой точке всего объема аппарата одинаковы, то 
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закон сохранения записывают для всего рассматриваемого объема  

в дифференциальной форме:
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где ΔQ – элементарное накопление энергии в элементарном объеме, 

Дж; Q
вх

, Q
вых

 – тепловые потоки на входе и выходе рассматриваемо-

го объема, Дж/с; 

170 
 

Для проверки адекватности модели запишем в виде матрицы экспе-

риментальные значения концентраций на выходе из абсорбера (кривую 

разгона): 

f := 0..10 

 
Проверим модель на адекватность: 

. 

представить в идее следующего соотношения: 

, (П6.1)
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, (П6.4) – скорость накопления энергии в исследуемом 

объеме.

Уравнения (П6.3), (П6.4) используются при составлении тепло-

вых балансов химико-технологических процессов. Так же, как и 

уравнение (П6.1), соотношение (П6.3) приводит к математическому 

описанию в виде дифференциальных уравнений в частных произ-

водных, а уравнение (П6.4) – к обыкновенным дифференциальным 

уравнениям. Тип используемого математического аппарата опреде-

ляет структуру будущей математической модели. Для установления 

структуры модели необходимо выявить особенности гидродинами-

ческой структуры потоков, которая проявляется в характере рас-

пределения времени пребывания частиц потока в аппарате, так как 

движение частиц определяет условия переноса энергии и массы.

В реальной непрерывной системе в силу стохастической приро-

ды движения ее частиц на микроуровне всегда имеет место неравно-

мерность распределения частиц по времени пребывания в аппарате. 

К наиболее существенным источникам неравномерности распреде-

ления элементов потока по времени пребывания в промышленных 

аппаратах можно отнести: неравномерность профиля скоростей, 

турбулизацию потоков, молекулярную диффузию, наличие застой-

ных областей в потоках, байпасные и перекрестные токи, темпе-

ратурные градиенты движущихся сред и т. д. Перечисленные при-

чины, существующие в технологических аппаратах и действующие  

в различных комбинациях, обусловливают специфический характер 

неравномерности в каждом конкретном случае.

Для оценки неравномерности потоков вводится ряд статистиче-

ских функций распределения, так как характер распределения ча-

стиц подвержен статистическим законам. Функции распределения 

находятся по виду сигнала, проходящего через систему. В качестве 

такого сигнала используется подача вещества-индикатора на вход 
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аппарата в виде возмущения. На основе статистической обработки 

экспериментальных данных распределения индикатора по аппа-

рату устанавливают функции распределения. Исследуя статисти-

ческие функции распределения, для различных по конструкции 

аппаратов получают различные модели гидродинамической струк-

туры распределения частиц, которые и используются для составле-

ния материальных и тепловых балансов процесса, т. е. построения 

математической модели.

Модель типа «вытеснение – вытеснение»

В прямоточном теплообменнике типа «труба в трубе» про-

исходит охлаждение жидкости с Т
2
 = 200 °С до Т

1
 = 100 °С водой 

с начальной температурой Т
0
 = 20 °С. Горячий поток движения по 

внутренней трубе диаметром D
1
 = 0,01 м, а охлаждающий поток – 

по внешней трубе D
2
 = 0,03 м. Толщина стенки трубы δ = 2 мм. Ре-

жим течения потоков стационарный. Объемный расход жидкости  

G
Т
 = 0,2×10−4 м3/с, а воды – G

Х
 = 2G

Т
, коэффициент теплопереда-

чи К = 10000 Вт/(м2 ∙ K), плотность жидкости ρ
Т
 = 1500 кг/м3, те-

плоемкость жидкости С
РТ

 = 2500 Дж/(кг ∙ K), плотность воды  

ρ
Х
 = 1000 кг/м3, теплоемкость воды С

РХ
 = 4200 Дж/(кг ∙ K). Необ-

ходимо построить график изменения температур теплоносителя и 

хладагента по длине аппарата.

Примем, что тепловая емкость стенки мала. В соответствии 

с моделью вытеснения нельзя принять, что во всех точках объема 

аппарата температура одинакова, поэтому выделим элементарный 

объем (рис. П6.1) и запишем тепловые балансы для теплоносителя 

и хладагента.
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Моделью «вытеснение – вытеснение» описываются, например, 

теплообменные аппараты типа «труба в трубе».

Примем, что имеет место прямоток. Тогда:

– элементарный объем, занимаемый теплоносителем

DV
T
 = F

T 
ΔX;

– элементарный объем, занимаемый хладагентом

ΔV
X
 = F

X 
ΔX.

Примем, что теплоемкости и плотности в процессе изменяются 

незначительно, и запишем тепловые балансы.

Тепловой баланс теплоносителя:
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                              (П6.5)
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                     (П6.6)

где q = KПDX(T
T
 + T

X
) – основное уравнение теплопередачи; ΠΔХ 

– элемент поверхности теплопередачи; Π – периметр поверхности 

теплопередачи; F
T
 – площадь сечения, в котором движется тепло-

носитель.
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 (П6.7)

Разделив правую и левую часть этого уравнения на ΔtΔX и 

переходя к пределу при Δt → 0 и ΔХ → 0, 
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где  – основное уравнение теплопередачи; ΠΔХ – эле-

мент поверхности теплопередачи; Π – периметр поверхности теплопереда-

чи; FT – площадь сечения, в котором движется теплоноситель. 

 (П6.7)

Разделив правую и левую часть этого уравнения на ΔtΔX и переходя 

к пределу при Δt → 0 и ΔХ → 0, 

  и , получим: 

 

 
(П6.8)

Тепловой баланс хладагента: 

 (П6.9)

 и 
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            (П6.9)

где F
X
 – площадь сечения, в котором движется хладагент.

Преобразуя соотношение (П6.9), получим второе уравнение ма-

тематической модели:
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Система уравнений (П6.8), (П6.10) описывает нестационарный 

режим теплообмена в случае прямотока. При противотоке необхо-
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димо учесть, что направление движения одного из теплоносителей 

не совпадает с направлением оси абсцисс (рис. П6.2).
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Расчет противоточного теплообменника осуществляется в том 

же порядке, но в качестве начальных температур принимаются для 

теплоносителя – температура, до которой охлаждается жидкость, а 

для хладагента – начальная температура воды.

Уравнения представляют собой изменение температуры среды 

по длине теплообменника и по времени. Приравняв  к  нулю, по

чаем уравнения статического режима теплообменника.

Уравнения теплового баланса потоков для случая прямотока  

в стационарном режиме имеют вид:
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Для получения графиков изменения температур потоков по 

длине необходимо решить систему линейных дифференциальных 

уравнений.

Решение системы проще всего получить при помощи паке-

та прикладных программ MathCAD, используя встроенный метод 

Рунге – Кутта.

Для этого введем несколько обозначений: 
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���
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���� � 1
� ∙
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∑�� ∙ �� �
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� � �
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��
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� ∙ ��вх � �вых�,	 

����� �
1
��Д ∙

���
��� � �.	 

� �����э � ����� � �
�

���
, 

��� � ����ρ�������,	
�ВХ� � ��ρ������,	 

�ВХ� � ��ρ������� � ���� � �,	 
����ρ������� � ��ρ������� � �� � ������ � ������� � �����.	

��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	
��� � ����ρ�������,	

�ВХ� � ��ρ������ � ������� � ���,	 
��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	

���
�� � ������ � ��

�� ∙ ρ� ∙ ��� ��� � ���.	 

�� � ����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ��� , �� �

����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ���. 

� ∙ ρ ∙ �� ���� � � ∙ ρ ∙ ����вх � �� � � ∙ � ∙ ��,	

�в ∙ ρ ∙ �� ���� � �� ∙ ρ ∙ �� ���� �
�
� ∙ � ∙ ��, 

Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений:
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Составим матрицу для решения системы уравнений: 
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где Х0 соответствует изменению температуры теплоносителя ТТ; Х1 – изме-

нению температуры хладагента ТХ. 

Получим численное решение системы уравнений: 

, 

где 0,20 интервал интегрирования, 1000 количество точек интегрирования 

на заданном интервале, n количество точек, отображаемых на графике. 

После этого построим график изменения температуры хладагента и 

теплоносителя по длине аппарата (рис. П6.3). 

 
Рис. П6.3. Изменение температуры теплоносителя и хладагента 

 

Задание 
Жидкость охлаждается в теплообменнике типа «труба в трубе» с 

температуры Т2 до Т1, хладагентом с начальной температурой Т0. Жидкость 

движется по внутренней трубе диаметром D1 = 0,015 м, хладагент вода – 

по внешней трубе D2 = 0,045 м. Толщина стенки внутренней трубы δ = 2 

мм. Режим стационарный. Объемный расход жидкости GT, воды – GX = 

2GT, коэффициент теплопередачи К = 10000 Вт/(м2 ∙ K), плотность жидко-

.



— 165 —

Составим матрицу для решения системы уравнений:

175 
 

. 

Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где Х0 соответствует изменению температуры теплоносителя ТТ; Х1 – изме-

нению температуры хладагента ТХ. 

Получим численное решение системы уравнений: 

, 

где 0,20 интервал интегрирования, 1000 количество точек интегрирования 

на заданном интервале, n количество точек, отображаемых на графике. 

После этого построим график изменения температуры хладагента и 

теплоносителя по длине аппарата (рис. П6.3). 

 
Рис. П6.3. Изменение температуры теплоносителя и хладагента 

 

Задание 
Жидкость охлаждается в теплообменнике типа «труба в трубе» с 

температуры Т2 до Т1, хладагентом с начальной температурой Т0. Жидкость 

движется по внутренней трубе диаметром D1 = 0,015 м, хладагент вода – 

по внешней трубе D2 = 0,045 м. Толщина стенки внутренней трубы δ = 2 

мм. Режим стационарный. Объемный расход жидкости GT, воды – GX = 

2GT, коэффициент теплопередачи К = 10000 Вт/(м2 ∙ K), плотность жидко-

,

где Х
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1
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Х
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Рис. П6.1. Схема потока в случае прямотока 

 
Рис. П6.2. Схема потока в случае противотока 

 
Рис. П6.3. Изменение температуры теплоносителя и хладагента 
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Рис. П6.3. Изменение температуры теплоносителя и хладагента

Задание. Жидкость охлаждается в теплообменнике типа «тру-

ба в трубе» с температуры Т
2
 до Т

1
, хладагентом с начальной тем-

пературой Т
0
. Жидкость движется по внутренней трубе диаметром  

D
1
 = 0,015 м, хладагент вода – по внешней трубе D

2
 = 0,045 м. Толщина 

стенки внутренней трубы δ = 2 мм. Режим стационарный. Объемный 

расход жидкости G
T
, воды – G

X
 = 2G

T
, коэффициент теплопередачи 

К = 10000 Вт/(м2 ∙ K), плотность жидкости ρ
Т
 = 1200 кг/м3, теплоем-
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кость С
р1

 = 3000 Дж/(кг ∙ K). Значения параметров ρ
2
 и С

р2
 для Н

2
О 

найти из справочных данных.

Построить графики изменения температур потоков по длине 

для прямоточного и противоточного теплообменников. Сравнить 

эффективность прямоточного и противоточного теплообменников 

с точки зрения диапазона температур и размеров теплообменников.

Варианты заданий приведены в табл. П6.1.

Таблица П6.1

Варианты заданий

№ п/п V × 10−4, м3/с T
0
, °С Т

2
, °С

1 0,40 10 250

2 0,45 20 240

3 0,35 25 235

4 0,50 30 230

5 0,55 35 220

6 0,50 40 200

7 0,50 45 240

8 0,30 5 240

9 0,30 5 220

10 0,35 15 200

Модели процессов теплообмена

При построении математических моделей теплообменных ап-

паратов предварительно проводится структурный анализ по вы-

явлению количества и видов однородных потоков тепловой энер-

гии, имеющих место в аппарате. Для каждого потока записывается 

математическое описание в виде выражения, характеризующего 

изменения температуры в потоке теплоносителя во времени, обу-

словленное движением потока и теплопередачей. Предварительно 

формулируются допущения.

Если структура потока теплоносителя соответствует модели 

идеального перемешивания, то для математического описания это-

го потока можно использовать уравнение с учетом теплопередачи:

���
�� � ����� 

���
�� � ���� � ������,	 

���� � 1
� ∙
����
�� � ����

∑�� ∙ �� �
��,	 

 

� � �
�. 

��
�� �

�
� ∙ ��вх � �вых�,	 

����� �
1
��Д ∙

���
��� � �.	 

� �����э � ����� � �
�

���
, 

��� � ����ρ�������,	
�ВХ� � ��ρ������,	 

�ВХ� � ��ρ������� � ���� � �,	 
����ρ������� � ��ρ������� � �� � ������ � ������� � �����.	

��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	
��� � ����ρ�������,	

�ВХ� � ��ρ������ � ������� � ���,	 
��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	

���
�� � ������ � ��

�� ∙ ρ� ∙ ��� ��� � ���.	 

�� � ����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ��� , �� �

����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ���. 

� ∙ ρ ∙ �� ���� � � ∙ ρ ∙ ����вх � �� � � ∙ � ∙ ��,	

�в ∙ ρ ∙ �� ���� � �� ∙ ρ ∙ �� ���� �
�
� ∙ � ∙ ��, 

       (П6.11)
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где V – объем потока идеального перемешивания, м3; ρ – плотность 

теплоносителя, кг/м3; C
p
 – удельная теплоемкость теплоносителя, 

Дж/(кг ∙ K); 

���
�� � ����� 

���
�� � ���� � ������,	 

���� � 1
� ∙
����
�� � ����

∑�� ∙ �� �
��,	 

 

� � �
�. 

��
�� �

�
� ∙ ��вх � �вых�,	 

����� �
1
��Д ∙

���
��� � �.	 

� �����э � ����� � �
�

���
, 

��� � ����ρ�������,	
�ВХ� � ��ρ������,	 

�ВХ� � ��ρ������� � ���� � �,	 
����ρ������� � ��ρ������� � �� � ������ � ������� � �����.	

��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	
��� � ����ρ�������,	

�ВХ� � ��ρ������ � ������� � ���,	 
��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	

���
�� � ������ � ��

�� ∙ ρ� ∙ ��� ��� � ���.	 

�� � ����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ��� , �� �

����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ���. 

� ∙ ρ ∙ �� ���� � � ∙ ρ ∙ ����вх � �� � � ∙ � ∙ ��,	

�в ∙ ρ ∙ �� ���� � �� ∙ ρ ∙ �� ���� �
�
� ∙ � ∙ ��,  – объемная скорость потока, м3/с; F – поверхность 

теплообмена, м2; a – коэффициент теплопередачи, Вт/(м2 ∙ K);  

(Т
ст

 − Т) – разность температур стенки и теплоносителя, K; Т
вх

 – 

температура потока на входе, K; t – время, с.

Если структура потока соответствует модели идеального вытес-

нения, то для математического описания потока можно использо-

вать уравнение с учетом теплопередачи:
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���
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���� � 1
� ∙
����
�� � ����
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� � �
�. 

��
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� ∙ ��вх � �вых�,	 

����� �
1
��Д ∙

���
��� � �.	 

� �����э � ����� � �
�

���
, 

��� � ����ρ�������,	
�ВХ� � ��ρ������,	 

�ВХ� � ��ρ������� � ���� � �,	 
����ρ������� � ��ρ������� � �� � ������ � ������� � �����.	

��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	
��� � ����ρ�������,	

�ВХ� � ��ρ������ � ������� � ���,	 
��ρ���� ����� � ���ρ���� ����� � ����� � ���.	

���
�� � ������ � ��

�� ∙ ρ� ∙ ��� ��� � ���.	 

�� � ����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ��� , �� �

����� � ��
�� ∙ ρ� ∙ ���. 

� ∙ ρ ∙ �� ���� � � ∙ ρ ∙ ����вх � �� � � ∙ � ∙ ��,	

�в ∙ ρ ∙ �� ���� � �� ∙ ρ ∙ �� ���� �
�
� ∙ � ∙ ��,        (П6.12)

где S
в
 – площадь поперечного сечения потока, м2; L – длина зоны 

идеального вытеснения, м; l – пространственная координата, изме-

няющаяся от 0 до L; Т = Т (l, t) – функция распределения темпе-

ратуры потока теплоносителя по пространственной координате во 

времени.

Обычно в уравнениях (П6.11) и (П6.12) принимают коэффици-

ент теплоотдачи, плотность и теплоемкость теплоносителя посто-

янными в исследуемом ограниченном интервале изменения темпе-

ратуры. Предполагается, что объемные скорости потоков остаются 

постоянными.

Составим математические модели некоторых типов теплооб-

менных аппаратов. 

Теплообменник типа «перемешивание – перемешивание»

Примем, что тепло передается от первого потока теплоносителя 

ко второму (рис. П6.4). Режим движения потоков – идеальное пере-

мешивание.
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Рис. П6.4. Теплообменник типа «перемешивание – перемешивание» 

 

 
Рис. П6.5. Теплообменник типа «перемешивание – вытеснение» 

 

Без учета тепловой емкости стенки: 
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 (П6.15)

с начальным условием Т2(l, 0) = T20(l) и граничным условием Т2(0, t) = 

T20(t). 

С учетом теплоемкости стенки: 
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 (П6.16)

с начальным условием Т2(x, 0) = T20(x) и граничным условием Т2(0, τ) = 

T20(τ). 

Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение» 

Рис. П6.4. Теплообменник типа «перемешивание – перемешивание»
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Если тепловой емкостью стенки, разделяющей потоки тепло-

носителей, можно пренебречь, то математическая модель аппарата 

будет состоять из двух уравнений типа (П6.11):

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
��� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���

�� ∙ �� ����� � �� ∙ α� ∙ ��� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���,
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α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.

� � ������
1
�,	

� � ������ ∙ 1� � ������ ∙ 1
δ��,	 

� � ������ � � ���
��ϑ,	 

�� � ��
ϑ ,			��� � ���ϑ � ϑ���,	 

 (П6.13)

где К
Т
 – коэффициент теплопередачи.

Если тепловой емкостью стенки, разделяющей потоки тепло-

носителя, пренебречь нельзя, то необходимо к уравнениям (П6.13) 

добавить уравнение изменения температуры:
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       (П6.14)

где G
3
 – вес стенки, кг; С

3
 – удельная теплоемкость металла стенки, 

Дж/(кг ∙ K); Т
3
 – температура стенки, K; α

1
, α

2
 – коэффициенты те-

плоотдачи, Вт/(м2 ∙ K).

Теплообменник типа «перемешивание – вытеснение»
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Рис. П6.4. Теплообменник типа «перемешивание – перемешивание» 

 

 
Рис. П6.5. Теплообменник типа «перемешивание – вытеснение» 
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с начальным условием Т2(l, 0) = T20(l) и граничным условием Т2(0, t) = 
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 (П6.16)

с начальным условием Т2(x, 0) = T20(x) и граничным условием Т2(0, τ) = 

T20(τ). 

Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение» 

Рис. П6.5. Теплообменник типа «перемешивание – вытеснение»

Без учета тепловой емкости стенки:
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с начальным условием Т2(x, 0) = T20(x) и граничным условием Т2(0, τ) = 
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Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение» 

    (П6.15)

с начальным условием Т
2
(l, 0) = T

20
(l) и граничным условием  

Т
2
(0, t) = T

20
(t).
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С учетом теплоемкости стенки:
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Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение» 

    (П6.16)

с начальным условием Т
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(x, 0) = T

20
(x) и граничным условием  

Т
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(0, τ) = T
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Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение»
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Рис. П6.6. Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение» 
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, 
(П6.20)

получаем Т1 = Т4, т. е. температура наружной стенки равна температуре 

среды, обменивающейся теплом со стенкой. Наличие толстых стенок ска-

зывается на характере переходных процессов в аппаратах, но не на харак-

тере стационарного режима их работы. 

Рис. П6.6. Теплообменник типа «вытеснение – вытеснение»

Без учета тепловой емкости стенки:
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, 
(П6.20)

получаем Т1 = Т4, т. е. температура наружной стенки равна температуре 

среды, обменивающейся теплом со стенкой. Наличие толстых стенок ска-

зывается на характере переходных процессов в аппаратах, но не на харак-

тере стационарного режима их работы. 

      (П6.17)

с начальными условиями Т
1
(l, 0) = T

10
(l) и Т

2
(l, 0) = T

20
(l) и гранич-

ными условиями:

–– для прямотока Т
1
(0, t) = T

10
(t), Т

2
(0, t) = T

20
(t);

–– для противотока Т
1
(0, t) = T

10
(t), Т

2
(L, t) = T

20
(t).

С учетом теплоемкости стенки:
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с начальными условиями и граничными условиями, заданными для 

системы. Если необходимо учесть влияние теплоемкости внешней 

стенки, то добавляем еще одно уравнение, соответствующее тепло- 

обмену одной среды с внешней стенкой, и система общих уравне-

ний примет вид:
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зывается на характере переходных процессов в аппаратах, но не на харак-

тере стационарного режима их работы. 

     (П6.19)

где G
4
, C

4
 – вес и удельная теплоемкость металла внешней стенки, 

изолированной от окружающей среды; F
4
 – поверхность теплооб-

мена между потоком теплоносителя с температурой Т
1
 и внешней 

стенкой; α
4
 – коэффициент теплоотдачи.

В условиях стационарного режима, когда
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 (П6.19)

 

, 
(П6.20)

получаем Т1 = Т4, т. е. температура наружной стенки равна температуре 

среды, обменивающейся теплом со стенкой. Наличие толстых стенок ска-

зывается на характере переходных процессов в аппаратах, но не на харак-

тере стационарного режима их работы. 

,                     (П6.20)

получаем Т
1
 = Т

4
, т. е. температура наружной стенки равна темпера-

туре среды, обменивающейся теплом со стенкой. Наличие толстых 

стенок сказывается на характере переходных процессов в аппаратах, 

но не на характере стационарного режима их работы.

Пример

Моделирование процессов теплообмена

Цель работы: ознакомление с методами моделирования про-

цесса теплообмена через стенку и с расчетом теплообменных ап-

паратов ЭВМ.

Задания:

1.	Ознакомиться с принципами составления тепловых балансов по-

токов и разделяющей стенки в теплообменных и реакционных 

аппаратах химической технологии при теплообмене через стенку.

2.	Отметить особенности математических описаний при разных 

способах организации теплообмена.

3.	Выполнить вариант задания на ЭВМ.



— 171 —

Исходные данные:

ORIGIN:=1

T
2
:=200 °C

T
1
:=100 °C

T
0
:=20 °C

Внутренний диаметр трубы D
1
:=0.01 м

Внешний диаметр трубы D
2
:=0.03 м

Толщина стенки трубы δ:=0.002 м

Режим течения потоков стационарный

Объемный расход жидкости G
T
:=0.2 ∙ 10−4 м3/с

Объемный расход воды G
X
:=2G

T

Коэффициент теплопередачи K:=10 000 Вт/(м2 ∙ K)

Плотность жидкости ρ
T
:=1500 кг/м3

Теплоемкость жидкости C
PT

:=2500 Дж/(кг ∙ K)

Плотность воды ρ
X
:=1000 кг/м3

Теплоемкость воды C
PX

:=4200 Дж/(кг ∙ K)

Построить график изменения температур теплоносителя и хлада-

гента по длине аппарата

Решение

Для прямотока:

– элементарный объем, занимаемый теплоносителем

∆V
T
:=F

T
 ∙ ∆X,

– элементарный объем, занимаемый хладагентом

∆V
X
:=F

X
 ∙ ∆X.

Запишем тепловые балансы:

Тепловой баланс теплоносителя:

∆Q
T
:=F

T 
· ∆X · ρ

T 
· C

PT 
· ∆T

T

Q
ВХ

:=G
T 

· ρ
T 

· C
PT 

· T
T

Q
ВЫХ

:=G
T 

· ρ
T 

· C
PT

·(T
T
 + ∆T

T
) + q

где q:=K · П · ∆X · (T
T
 − T

x
) – основное уравнение теплопередачи;  

П·∆X – элемент поверхности теплопередачи; П – периметр поверх-

ности теплопередачи; F
T
 – площадь сечения, в котором движется 

теплоноситель.

F
T
·∆X·ρ

T
·C

PT
·∆T

T
 = G

T
·ρ

T
·C

PT
·(T

T
 − T

T
 − ∆T

T
)·∆t − K·П·∆X·(T

T
 − T

x
)∆t.
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Разделив правую и левую части этого уравнения на ΔtΔX и пере-

ходя к пределу при Δt → 0 и ΔX → 0:

181 
 

и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

  и  
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и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

получим:

181 
 

и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

Тепловой баланс хладагента:

∆Q
T
:=F

X 
· ∆X · ρ

X 
· C

PX 
· ∆T

X

Q
ВХ

:=G
X 

· ρ
X 

· C
PX 

· T
T
 + K · П · ∆X · (T

T
 – T

Х
)

Q
ВЫХ

:=G
X 

· ρ
X 

· C
PX 

· (T
X
 + ∆T

X
),

где F
X
 – площадь сечения, в котором движется хладагент.

Преобразуя соотношение, получим второе уравнение математи-

ческой модели:

181 
 

и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

Уравнения представляют собой изменение температуры среды 

по длине теплообменника и по времени. Приравняв к нулю, полу-

чаем уравнение статического режима теплообменника.

Уравнения теплового баланса потоков для случая прямотока  

в стационарном режиме имеют вид:
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и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

Введем несколько обозначений:
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и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений:

.
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181 
 

и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

Составим матрицу для решения системы уравнений:

181 
 

и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 

,

где X
1
 соответствует изменению температуры теплоносителя T

T
; X

2
 – 

изменению температуры T
X
.

181 
 

и  

получим: 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

, 

где X1 соответствует изменению температуры теплоносителя TT; X2 – из-

менению температуры TX. 

 
 

 
Получим численное решение системы уравнений.

182 
 

Получим численное решение системы уравнений. 

 
Приведем графически результаты исследования влияния изменения 

температур теплоносителей по длине прямоточного теплообменника: 

 
Вывод: установившийся режим наблюдается при длине теплообмен-

ника 0.96 м и при максимальной температуре охлаждения 117.824 °С. 

Для противотока: 

Исходные данные: 
ORIGIN:=1 

T2:=235 °C 

T0:=25 °C 

Приведем графически результаты исследования влияния изме-

нения температур теплоносителей по длине прямоточного теплоо-

бменника:

182 
 

Получим численное решение системы уравнений. 

 
Приведем графически результаты исследования влияния изменения 

температур теплоносителей по длине прямоточного теплообменника: 

 
Вывод: установившийся режим наблюдается при длине теплообмен-

ника 0.96 м и при максимальной температуре охлаждения 117.824 °С. 

Для противотока: 

Исходные данные: 
ORIGIN:=1 

T2:=235 °C 

T0:=25 °C 
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Вывод: установившийся режим наблюдается при длине тепло-

обменника 0.96 м и при максимальной температуре охлаждения 

117.824 °С.

Для противотока:

Исходные данные:

ORIGIN:=1

T
2
:=235 °C

T
0
:=25 °C

Внутренний диаметр трубы D
1
:=0.015 м

Внешний диаметр трубы D
2
:=0.045 м

Толщина стенки трубы δ:=0.002 м

Режим течения потоков – стационарный

Объемный расход жидкости G
T
:=0.35 ∙ 10−4 м3/с

Объемный расход воды G
X
:=2G

T

Коэффициент теплопередачи K:=10000 Вт/(м2 ∙ K)

Плотность жидкости ρ
T
:=1200 кг/м3

Теплоемкость жидкости C
PT

:=3000 Дж/(кг ∙ K)

Плотность воды ρ
X
:=1000 кг/м3

Теплоемкость воды C
PX

:=4200 Дж/(кг ∙ K)

Решение

При противотоке учитываем, что направление движения одного 

из теплоносителей не совпадает с направлением оси абсцисс. Таким 

образом, уравнения (6.8) и (6.10) примут вид:

183 
 

\ 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
 

 

 

 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

Расчет противоточного теплообменника осуществляется в том 

же порядке, но в качестве начальных температур принимаются: для 

теплоносителя – температура, до которой охлаждается жидкость, а 

для хладагента – начальная температура воды.

Уравнения теплового баланса потоков для случая прямотока  

в стационарном режиме имеют вид:
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Введем несколько обозначений: 

 

 
 

 

 

 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

Введем несколько обозначений:
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\ 

 

 
 

 

 
Введем несколько обозначений: 

 

 
 

 

 

 

 

 
Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

Так как конечные температуры теплоносителей в условии не за-

даны, возьмем температуру горячего теплоносителя из предыдуще-

го расчета: 117.824 °С. Конечную температуру холодного теплоноси-

теля рассчитаем с помощью функции sbval:
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Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: 

Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений:
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Зададим матрицу начальных значений интегрирования системы 

уравнений: 

 
Составим матрицу для решения системы уравнений: Составим матрицу для решения системы уравнений:

184 
 

, 

 

 

 
Получим численное решение системы уравнений. 

 

 

,
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где X
1
 соответствует изменению температуры теплоносителя T

T
; X

2
 – 

изменению температуры T
X
.

184 
 

, 

 

 

 
Получим численное решение системы уравнений. 

 

 

Получим численное решение системы уравнений.

184 
 

, 

 

 

 
Получим численное решение системы уравнений. 

 

 

Приведем графически результаты исследования влияния изме-

нения температур теплоносителей по длине противоточного тепло-

обменника.
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, 

 

 

 
Получим численное решение системы уравнений. 
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Вывод: установившийся режим наблюдается при длине теплооб-

менника 5 м и при максимальной температуре охлаждения 22.921 °С.

Таким образом, в прямоточном теплообменнике при длине 1 м 

устанавливается стационарный режим, температура которого равна 

117 °С, а в противоточном при той же длине – 102.45 °С. Очевидно, 

что целесообразнее использовать теплообменник с противотоком.

Таблица П6.2

Варианты заданий

Вари-
ант

Теплоноси-
тель

Начальная 
температура, 

°С

Объемная 
скорость, 

м3/с

Плотность, 
кг/м3

Теплоем-
кость,

Дж/(кг ∙ °С)

1
Горячий
Холодный

180
25

2,3 ∙ 10−4

5,1 ∙ 10−4
900

1000
3,35 ∙ 103

4,19 ∙ 103

2
Горячий
Холодный

190
35

1,3 ∙ 10−4

4,1 ∙ 10−4
890
990

3,15 ∙ 103

4,1 ∙ 103

3
Горячий
Холодный

210
15

2,5 ∙ 10−4

5,1 ∙ 10−4
920

1000
3,45 ∙ 103

4,19 ∙ 103

4
Горячий
Холодный

280
25

2,0 ∙ 10−4

5,1 ∙ 10−4
910

1100
3,4 ∙ 103

4,4 ∙ 103

5
Горячий
Холодный

250
45

3,3 ∙ 10−4

4,51 ∙ 10−4
900
980

3,55 ∙ 103

4,1 ∙ 103

6
Горячий
Холодный

185
10

2,83 ∙ 10−4

5,51 ∙ 10−4
880

1010
3,2 ∙ 103

4,25 ∙ 103

7
Горячий
Холодный

160
25

2,53 ∙ 10−4

5,21 ∙ 10−4
900

1000
3,35 ∙ 103

4,19 ∙ 103

8
Горячий
Холодный

200
20

2,3 ∙ 10−4

5,1 ∙ 10−4
900

1100
3,35 ∙ 103

4,55 ∙ 103

9
Горячий
Холодный

170
15

2,8 ∙ 10−4

5,2 ∙ 10−4
900
990

3,35 ∙ 103

4,8 ∙ 103

10
Горячий
Холодный

220
35

2,4 ∙ 10−4

5,5 ∙ 10−4
900
990

3,53 ∙ 103

4,0 ∙ 103

11
Горячий
Холодный

190
40

2,3 ∙ 10−4

5,1 ∙ 10−4
890

1030
3,0 ∙ 103

4,24 ∙ 103

12
Горячий
Холодный

235
10

2,1 ∙ 10−4

5,44 ∙ 10−4
850

1000
2,95 ∙ 103

4,19 ∙ 103
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Практическое занятие 7 
Исследование процесса разделения многокомпонентной 

смеси в газовом сепараторе

Цели работы:

1.	Ознакомиться с методикой расчета процесса однократного испа-

рения.

2.	Практически освоить методику исследования на ЭВМ процесса 

разделения углеводородной смеси в газовом сепараторе.

3.	Изучить влияние температуры, давления, состава сырья на про-

цесс разделения газожидкостной смеси в каскаде сепараторов и 

выбрать эффективный режим работы с использованием инфор-

мационно-моделирующей системы (ИМС).

Разделение газожидкостных потоков  
в химико-технологических процессах

В химической технологии широко распространены процессы 

разделения двухфазных газожидкостных систем, в частности, сепа-

рация на составляющие фазы – газ и жидкость.

Сепараторы являются обязательным элементом любой техноло-

гической схемы промысловой подготовки нефти и газа на нефтя-

ных и газоконденсатных месторождениях, а также составной ча-

стью оборудования в процессах переработки нефти, газа и газового  

конденсата.

На рис. П7.1 представлена схема классификации сепараторов по 

основным функциональным и конструктивным признакам.

Газовые сепараторы предназначены для отделения природного 

газа от конденсата, воды и твердых частиц. В газовых сепараторах 

разделяют газожидкостную смесь с относительно небольшим содер-

жанием жидкости.

Сепараторы, как правило, состоят из нескольких секций, ка-

ждая из которых выполняет определенные функции.

Секция ввода газожидкостных смесей обеспечивает максималь-

ное отделение крупнодисперсной фазы, особенно при высоком на-

чальном содержании жидкой фазы, а также равномерный ввод газо-

жидкостной смеси в аппарат, в том числе в секцию окончательной 

очистки газа от капель жидкости.
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189 
 

Классификация сепараторов по основным функциональным и кон-

структивным признакам представлена на схеме (рис. П7.1). 

 

 
Рис. П7.1. Схема классификации сепараторов по основным функциональ-
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Расчет однократного испарения многокомпонентной углеводо-
родной смеси 

Сепарация нефти по своей физической сущности является сочетани-

ем физических и массообменных процессов, протекающих между газовой 

и жидкой фазами, содержащими большое количество компонентов, т. е. 

Рис. П7.1. Схема классификации сепараторов по основным 
функциональным и конструктивным признакам

Секция коагуляции мелких капель жидкости располагается  

в зоне осаждения перед секцией окончательной очистки и предна-

значена для укрупнения мелких капель жидкости, отделения укруп-

ненных капель и выравнивания подачи газа в секцию окончатель-

ной очистки.

Секция окончательной очистки газа обеспечивает заданную эф-

фективность сепарации в проектном диапазоне его нагрузок как по 

газу, так и по жидкости.

Несмотря на большое разнообразие конструкций сепараторов, 

их можно условно разделить на два класса в соответствии с физиче-
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скими принципами разделения газожидкостных смесей: гравитаци-

онные и инерционные.

В гравитационных сепараторах, представляющих собой боль-

шие горизонтальные или вертикальные емкости, разделение фаз 

происходит за счет силы тяжести. Поскольку размеры капель, по-

падающих в сепаратор из подводящего трубопровода, малы, то для 

их эффективного удаления из потока только за счет силы тяжести 

требуется длительное время и, как следствие этого, сепараторы име-

ют большие размеры.

В инерционных сепараторах разделение фаз происходит за счет 

сил инерции при обтекании газожидкостной смесью различных 

препятствий (сеток, струн и т. п.) и при закручивании потока в цен-

тробежных патрубках (циклонах).

В современных конструкциях газовых сепараторов используют-

ся оба принципа. Сепаратор состоит из двух секций: осадительной 

и концевой. В осадительной секции происходит осаждение капель 

за счет силы тяжести. Концевая секция оборудуется различными 

насадками: центробежными патрубками, сетчатыми и струнными 

насадками и т. д. В этих насадках улавливание капель происходит за 

счет силы инерции. Степень разделения газожидкостной смеси в се-

параторах зависит от расхода газа, термобарических условий, а так-

же от среднего радиуса капель, вносимых в сепаратор с потоком газа 

из подводящего трубопровода, который, в свою очередь, зависит от 

параметров трубопровода, а также от наличия установки предвари-

тельной конденсации перед сепаратором.

Объем газосепаратора определяется условием пребывания в нем 

жидкости:

V = t · υ
0
,                                           (П7.1)

где V – объем газосепаратора, м3; τ – время пребывания жидкости, 

с; υ
0
 – объемный расход, м3/с.

По объему газосепаратора подбирают тип и марку сепаратора по 

каталогу.

Классификация сепараторов по основным функциональным и 

конструктивным признакам представлена на схеме (рис. П7.1).
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Расчет однократного испарения многокомпонентной  
углеводородной смеси

Сепарация нефти по своей физической сущности является со-

четанием физических и массообменных процессов, протекающих 

между газовой и жидкой фазами, содержащими большое количество 

компонентов, т. е. является сложным многокомпонентным процес-

сом. Однако при построении математических моделей, обладающих 

высокой прогнозирующей способностью и точностью, необходимо 

учитывать физико-химические закономерности их протекания. В то 

же время модель должна иметь приемлемую для расчетов размер-

ность и возможность решения известными численными методами.

Чтобы удовлетворить требования, необходимо учитывать, что  

в процессе сепарации:

– достигается состояние равновесия;

– происходит однократное испарение компонентов смеси.

Исходя из этого, модель сепарации должна включать расчет 

констант фазового равновесия и расчет доли отгона на основании 

уравнений материальных балансов по газовой и жидкой фазам.

Уравнение материального баланса процесса однократного ис-

парения для многокомпонентной системы в целом можно предста-

вить как
F = G + L,                                         (П7.2)

где F – количество исходного сырья, кг/ч; G – количество паровой 

фазы, кг/ч; L – количество жидкой фазы, кг/ч.

Для i-го компонента системы материальный баланс запишется 

следующим образом:
F · u

i
 = G · y

i
 + L · x

i
,                                  (П7.3)

где K
i
 – константа фазового равновесия i-го компонента, K

i
 = P

i 
/P, 

здесь P
i
 – давление насыщенного пара i-го компонента; Р – общее 

давление в аппарате.

Основное уравнение для расчета частичного однократного ис-

парения многокомпонентной системы:
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Рис. П7.2. Схема технологического процесса 

 

Таблица П7.1 

Варианты технологических параметров процесса низкотемператур-

ной сепарации 

Номер варианта Технологические параметры по сепараторам 

1 сепаратор 2 сепаратор 3 сепаратор 

1 Р1 = 13,8 МПа 

Т1 = 21,8 °С 

Р1 = 9,7 МПа 

Т1 = 8,6 °С 

Р1 = 5,4 МПа 

Т1 = 34,8 °С 

2 Р1 = 10,1 МПа Р1 = 9,4 МПа Р1 = 5,1 МПа 

,                                  (П7.4)

где 
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Таблица П7.1 

Варианты технологических параметров процесса низкотемператур-

ной сепарации 

Номер варианта Технологические параметры по сепараторам 

1 сепаратор 2 сепаратор 3 сепаратор 

1 Р1 = 13,8 МПа 

Т1 = 21,8 °С 

Р1 = 9,7 МПа 

Т1 = 8,6 °С 

Р1 = 5,4 МПа 

Т1 = 34,8 °С 

2 Р1 = 10,1 МПа Р1 = 9,4 МПа Р1 = 5,1 МПа 

 – молярная доля пара (доля отгона) в конце процесса од-

нократного испарения.
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Контролем правильности решения является выполнение условий
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Таблица П7.1 

Варианты технологических параметров процесса низкотемператур-

ной сепарации 

Номер варианта Технологические параметры по сепараторам 

1 сепаратор 2 сепаратор 3 сепаратор 

1 Р1 = 13,8 МПа 

Т1 = 21,8 °С 

Р1 = 9,7 МПа 

Т1 = 8,6 °С 

Р1 = 5,4 МПа 

Т1 = 34,8 °С 

2 Р1 = 10,1 МПа Р1 = 9,4 МПа Р1 = 5,1 МПа 

.

Определить давление насыщенных паров компонентов можно 

по различным расчетным формулам, например Антуана, Ашворта.

В частности, формула Ашворта имеет следующий вид:

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
��� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���

�� ∙ �� ����� � �� ∙ α� ∙ ��� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���,

 

 

�� � 1�� ∙ �����,1�� ∙ �1 � ������������,			
α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.

� � ������
1
�,	

� � ������ ∙ 1� � ������ ∙ 1
δ��,	 

� � ������ � � ���
��ϑ,	 

�� � ��
ϑ ,			��� � ���ϑ � ϑ���,	 

             (П7.5)

где Р
i
 – давление насыщенных паров, Па; T – температура одно-

кратного испарения; T
i
 – температура кипения углеводорода или 

средняя температура кипения углеводородной фракции.

Функцию F(T) находят из уравнения:
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Таблица П7.1 

Варианты технологических параметров процесса низкотемператур-

ной сепарации 

Номер варианта Технологические параметры по сепараторам 

1 сепаратор 2 сепаратор 3 сепаратор 

1 Р1 = 13,8 МПа 

Т1 = 21,8 °С 

Р1 = 9,7 МПа 

Т1 = 8,6 °С 

Р1 = 5,4 МПа 

Т1 = 34,8 °С 

2 Р1 = 10,1 МПа Р1 = 9,4 МПа Р1 = 5,1 МПа 

.        (П7.6)

По этому же уравнению, подставляя T
i
 вместо Т, рассчитывают 

и функцию F(T
i
).

Уравнение Антуана:
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, 

где  –  
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 (П7.5)

 

. 
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,                                    (П7.7)

где А
i
, B

i
, C

i
 – коэффициенты уравнения Антуана; Т – температура 

процесса, К; Р
i
 – давление i-го компонента в системе (мм рт. ст.).

Исходные данные для расчета процесса разделения 
многокомпонентной углеводородной смеси
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Таблица П7.1 

Варианты технологических параметров процесса низкотемператур-

ной сепарации 

Номер варианта Технологические параметры по сепараторам 

1 сепаратор 2 сепаратор 3 сепаратор 

1 Р1 = 13,8 МПа 

Т1 = 21,8 °С 

Р1 = 9,7 МПа 

Т1 = 8,6 °С 

Р1 = 5,4 МПа 

Т1 = 34,8 °С 

2 Р1 = 10,1 МПа Р1 = 9,4 МПа Р1 = 5,1 МПа 

Рис. П7.2. Схема технологического процесса
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Таблица П7.1

Варианты технологических параметров процесса  
низкотемпературной сепарации

Номер 
варианта

Технологические параметры по сепараторам

1 сепаратор 2 сепаратор 3 сепаратор

1
Р

1
 = 13,8 МПа

Т
1
 = 21,8 °С

Р
1
 = 9,7 МПа

Т
1
 = 8,6 °С

Р
1
 = 5,4 МПа

Т
1
 = 34,8 °С

2
Р

1
 = 10,1 МПа

Т
1
 = 30,8 °С

Р
1
 = 9,4 МПа

Т
1
 = 0,9 °С

Р
1
 = 5,1 МПа

Т
1
 = 35,1 °С

3
Р

1
 = 13,9 МПа

Т
1
 = 16,5 °С

Р
1
 = 9,8 МПа

Т
1
 = 3,2 °С

Р
1
 = 5,4 МПа

Т
1
 = 34,5 °С

Для проведения расчета сепарационного блока процесса разде-

ления многокомпонентной углеводородной смеси необходимы сле-

дующие данные:

1. Расход сырья, кг/год.

2. Температура в сепараторах, °С.

3. Давление, Па.

4. Состав сырья, мольные доли.

Пример исходных данных для расчета приведен в табл. П7.2.

Таблица П7.2

Пример исходных данных для расчета

Компо-
нент

Состав, 
мольн. 
доли

Молек. 
масса

Плотность 
газа, кг/м3

Плотность 
жидкости, 

кг/м3

Темпе-
ратура 

кип., °С

Темпе-
ратура 

крит., K

Давл. 
крит., 
атм.

CO
2

Азот
CH

4

C
2
H

6

C
3
H

8

i-C
4

C-4
i-C

5

C-5
OST
H

2
O

Мет

0,00538
0,02648
0,8486
0,0424

0,02628
0,00759
0,00548

0,00
0,0083

0,02692
0,00358
0,00085

4,01110
28,0160
16,0430
30,0700
44,0970
58,1240
58,1240
72,1510
72,1510

108,0
18,0
32,0

1,9650
1,2510
0,7162
1,3420
1,969

2,5948
2,5948
3,2200
3,2200
3,8800
0,804
2,678

859,0
570,0
300,0
460,0
501,0
557,0
580,0
610,0
616,0
721,3

1000,0
791,0

−78,2
−195,8
161,58
−88,70
−42,06
−11,73
−0,5
27,9
36,1

100,7
100,0
64,65

304,2
126,2
190,6
305,4
369,8
408,1
425,2
460,4
469,6
537,2
647,3
512,6

72,83
33,5
45,4
48,2
41,9
36,0
37,5
33,4
33,3
28,0

217,6
79,9

Примечание. 1 687 649 – расход сырой эмульсии, т/год.

Пример результатов расчетов приведен в табл. П7.3, П7.4.
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Таблица П7.3

Результаты расчета процесса сепарации

Веще-
ство

Номер сепаратора

1 2 3

Р
1
 = 13 900 000,0 Па,

Т
1
 = 16,5 °С

Р
2
 = 9 800 000,0 Па,

Т
2
 = −3,2 °С

Р
3
 = 5 450 000,0 Па,

Т
3
 = −34,5 °С

Ж Г Ж Г Ж Г

В мольных процентах

CO
2

Азот
CH

4

C
2
H

C
3
H

8

i-C
4

C-4
i-C

5

C-5
OST
H

2
O 

Метанол

0,454
0,685

49,226
7,262
6,413
2,232
1,965
0,000
4,311

22,882
3,942
0,627

0,545
2,824

88,043
3,967
2,287
0,450
0,420
0,000
0,517
0,875
0,036
0,036

0,466
0,517

39,862
8,053
9,244
3,720
3,510
0,000
7,693

24,920
1,266
0,750

0,547
2,883

89,269
3,863
2,110
0,367
0,342
0,000
0,334
0,264
0,004
0,018

0,474
0,356

26,971
9,004

16,299
8,042
8,132
0,000

14,071
15,430
0,271
0,950

0,549
2,922

90,237
3,783
1,889
0,247
0,221
0,000
0,121
0,028
0,000
0,004

В килограммах в час

CO
2

Азот
CH

4

C
2
H

6

C
3
H

8

i-C
4

C-4
i-C

5

C-5
OST
H

2
O

Метанол

156,7
150,5

6192,6
1712,3
2217,6
1017,5
895,7

0,0
2439,1

19378,3
556,4
157,3

2092,8
6897,4

123145,8
10400,3
8792,0
2279,1
2130,4

0,0
3250,2
6803,3

55,8
189,6

44,1
31,1

1375,9
521,0
877,0
465,2
438,9

0,0
1194,2
5790,3

49,0
51,6

2037,2
6828,5

121095,8
9822,4
7866,9
1801,4
1679,8

0,0
2038,2
1929,8

6,5
91,7

27,0
12,9

558,8
349,7
928,2
603,7
610,4

0,0
1311,2
2152,1

6,3
39,2

2005,3
6798,8

120237,8
9448,5
6919,3
1193,4
1065,2

0,0
722,1
190,5

0,2
17,9

SUMM 34874,0 166036,6 10838,4 155198,2 6599,4 148598,8

Примечание. На входе в сепаратор суммарный расход = 200 910,6 

кг/ч. Ж – жидкая фаза, Г – газовая фаза.
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Таблица П7.4

Результаты расчета процесса сепарации

Потоки
Плотность, кг/м3 Расход, кг/ч

Газ Нефть Газ Нефть

Вход 0,0 365,08 – 20 0910,60

1 сепаратор 0,792 543,30 166 036,62 34 873,98

Влагосодержание WLS = 0,266250 г/м3,
содержание C

3+
 = 110,948723 г/м3,

содержание C
5+

 = 47,964898 г/м3,
содержание C

3+
 = 4,55 мольн. %,

содержание C
5+

 = 1,39 мольн. %

2 сепаратор 0,763 563,10 155 198,25 10 838,37

Влагосодержание WLS = 0,031900 г/м3,
содержание C

3+
 = 75,344284 г/м3,

содержание C
5+

 = 19,519740 г/м3,
содержание C

3+
 = 3,42 мольн. %,

содержание C
5+

 = 0,60 мольн. %

3 сепаратор 0,744 557,67 148598,85 6599,40

Влагосодержание WLS = 0,000886 г/м3,
содержание C

3+
 = 50,534368 г/м3,

содержание C
5+

 = 4,570228 г/м3,
содержание C

3+
 = 2,51 мольн. %,

содержание C
5+

 = 0,15 мольн. %

Расчеты могут быть выполнены с использованием информаци-

онно-моделирующей системы (ИМС) установок комплексной под-

готовки нефти и газа (УПН и УКПГ).
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Варианты заданий

Таблица П7.5

Исследование влияния технологических параметров  
на процесс низкотемпературной сепарации

Номер 
варианта

Задание

1 Исследовать влияние температуры в первом сепараторе:
Т

1
 = 16 °С; Т

2
 = 12 °С; Т

3
 = 19 °С

2 Исследовать влияние давления в первом сепараторе:
Р

1
 = 13,9 МПа; Р

2
 = 11,2 МПа; Р

3
 = 9,8 МПа

3 Исследовать влияние температуры во втором сепараторе:
Т

1
 = −3 °С; Т

2
 = −6 °С; Т

3
 = −9 °С

4 Исследовать влияние давления во втором сепараторе:
Т

2
 = −5 °С; Р

1
 = 8 МПа; Р

2
 = 9 МПа; Р

3
 = 10 МПа

5 Исследовать влияние давления во втором сепараторе:
Р

1
 = 8 МПа; Р

2
 = 7 МПа; Р

3
 = 10 МПа

6 Исследовать влияние количества сепараторов: 1, 2, 3.
Условия проведения процесса:
Р

1
 = 14 МПа; Т

1
 = 16 °С;

Р
2
 = 11 МПа; Т

2
 = −3 °С;

Р
3
 = 9 МПа; Т

3
 = −35 °С

7 Исследовать влияние температуры в третьем сепараторе:
Т

1
 = −34,5 °С; Т

2
 = −30,0 °С; Т

3
 = −37,5 °С

8 Исследовать влияние температуры в третьем сепараторе:
Р = 5 МПа; Т

1
 = −30,0 °С; Т

2
 = −34,5 °С; Т

3
 = −37,0 °С

9 Исследовать влияние давления в третьем сепараторе:
Т

3
 = −32,0 °С; Р

1
 = 5 МПа; Р

2
 = 7 МПа; Р

3
 = 10 МПа

10 Исследовать влияние давления во втором сепараторе:
Р

1
 = 8 МПа; Р

2
 = 9 МПа; Р

3
 = 10 МПа

11 Исследовать влияние температуры во втором сепараторе:
Т

1
 = −3,2 °С; Т

2
 = −10 °С; Т

3
 = −15 °С

12 Исследовать влияние давления во втором сепараторе:
Р

1
 = 9,8 МПа; Р

2
 = 8,8 МПа; Р

3
 = 7 МПа

13 Исследовать влияние температуры в первом сепараторе:
Т

1
 = 10 °С; Т

2
 = 20 °С; Т

3
 = 30 °С

14 Исследовать влияние давления в первом сепараторе:
Р

1
 = 13,9 МПа; Р

2
 = 11,0 МПа; Р

3
 = 9,0 МПа
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Таблица П7.6

Состав исходной смеси и технологические параметры процесса 
низкотемпературной сепарации

Но-
мер 

вари-
анта

Компо-
ненты

Состав, 
мольн. 
доли

Молек. 
масса, 
мольн. 
доли

Плот-
ность 

жидкости,
кг/м3

Технолог. параметры

давление, 
МПа

температу-
ра, °С

1 CO
2

Азот
CH

4

C
2
H

6

C
3
H

8

i-C
4

C-4
i-C

5

C-5
OST

0,0074
0,0257
0,8701
0,0344
0,0253
0,0065
0,0076
0,0031
0,0027
0,0172 120,0 721,3

P
1
 = 8,7

P
2
 = 8,5

P
3
 = 4,8

T
1
 = 24,0

T
2
 = 0,0

T
3
 = −28,0

H
2
O

Метанол
0,0
0,0

2 CO
2

Азот
CH

4

C
2
H

6

C
3
H

8

i-C
4

C-4
i-C

5

C-5
OST

0,0088
0,0289
0,8544
0,0366
0,0286
0,0087
0,0112
0,0023
0,0019
0,0186 100,0 721,3

P
1
 = 9,0

P
2
 = 8,7

P
3
 = 5,2

T
1
 = 23,0

T
2
 = 3,0

T
3
 = −32,0

H
2
O

Метанол
0,0
0,0

3 CO
2

Азот
CH

4

C
2
H

6

C
3
H

8

i-C
4

C-4
i-C

5

C-5
OST

0,0054
0,0265
0,8495
0,0422
0,0263
0,0060
0,0055

–
0,0083
0,0297 121,5 721,3

Р
1
 = 13,8

Р
2
 = 9,7

Р
3
 = 5,4

Т
1
 = 21,8

Т
2
 = −8,6

Т
3
 = −34,8

H
2
O

Метанол
0,0032
0,0003
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Порядок выполнения работы

1.	Ознакомиться с методикой расчета процесса однократного испа-

рения.

2.	Ознакомиться с информационно-моделирующей системой 

(ИМС) расчета процесса разделения многокомпонентной смеси 

в газовых сепараторах.

3.	Подготовить исходные данные для расчета.

4.	Выполнить расчет на ЭВМ. Исследовать влияние технологиче-

ских параметров на процесс сепарации.

5.	Результаты расчета представить в виде таблиц и графиков, вы-

брать эффективный режим разделения.

6.	Составить отчет.

Содержание отчета

1.	Цель работы.

2.	Описание методики расчета процесса разделения в газовом сепа-

раторе.

3.	Исходные данные.

4.	Результаты расчета.

5.	Анализ результатов расчетов. Выводы.

Пример

Моделирование массообменных процессов химической техноло-

гии. Исследование процесса разделения многокомпонентной смеси  

в газовом сепараторе

Цели работы:

1. Ознакомиться с методикой расчета процесса однократного 

испарения.

2. Практически освоить методику исследования на ЭВМ про-

цесса разделения углеводородной смеси в газовом сепараторе.

3. Изучить влияние температуры, давления, состава сырья на 

процесс разделения газожидкостной смеси в каскаде сепараторов и 

выбрать эффективный режим работы с использованием информа-

ционно-моделирующей системы.

Расход сырой эмульсии – 1687649 т/год
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Исходные данные для расчета процесса сепарации

К
ом

п
он

ен
т

С
ос

та
в,

 м
ол

ьн
. 

до
ли

М
ол

ек
. м

ас
са

П
ло

тн
ос

ть
 г

аз
а,

 
кг

/м
3

П
ло

тн
ос

ть
 ж

и
д-

ко
ст

и
, к

г/
м

3

Те
м

п
ер

ат
ур

а 
ки

п
.,

 °
С

Те
м

п
ер

ат
ур

а 
кр

и
т.

, К

Д
ав

л.
 к

ри
т.

, а
тм P

i

F(T
i
) 1 2 3

СО
2 0,0074 4,0111 1,9650 859,0 −78,20 304,2 72,83 15,7942682 1918207,939 1193835,47 597934,5

Азот 0,0257 28,0160 1,2510 570,0 −195,80 126,2 33,50 40,6953207 13742142,73 11432012,6 8741315

СН
4 0,8701 16,0430 0,7162 300,0 161,58 190,6 45,40 4,26873948 323,20591 55,9066033 4,32904

С
2
Н

6 0,0344 30,0700 1,3420 460,0 −88,70 305,4 48,20 17,0676548 2438741,811 1572462,37 829265,4

С
3
H

8 0,0253 44,0970 1,9690 501,0 −42,06 369,8 41,90 12,2889451 766037,6052 416440,495 171240,5

i-C
4 0,0065 58,1240 2,5948 557,0 −11,73 408,1 36,00 10,1372765 318418,1013 152096,009 51790,85

C-4 0,0076 58,1240 2,5948 580,0 −0,50 425,2 37,50 9,47648705 224473,0912 101837,939 32167,77

i-C
5 0,0031 72,1510 3,2200 616,0 27,90 460,4 33,40 8,05933747 87414,0426 34511,8945 8901,731

C-5 0,0027 72,1510 3,2200 616,0 36,10 469,6 33,30 7,70733121 65537,81147 24799,6698 6012,763

OST 0,0172 120,0000 3,8800 721,3 100,70 537,2 28,00 5,57734979 5281,347671 1378,85939 194,5981

H
2
O 0,0000 18,0000 0,8040 1000,0 100,00 647,3 217,60 5,59558526 5440,547319 1426,65344 202,6322

Результаты расчета процесса сепарации

Вещество

Номер сепаратора

1 2 3

Р
1

8700000 Р
2

8500000 Р
3

4800000

Т
1

24 Т
2

0 Т
3

−28

Ж Г Ж Г Ж Г

В мольных процентах

СО
2

0,0074 0,001631579 0,009031579

Азот 0,0257 0,040594606 0,066294606

СН
4

0,8701 3,23243E-05 0,870132324

С
2
Н

6
0,0344 0,009642841 0,044042841

С
3
H

8
0,0253 0,002227673 0,027527673

i-C
4

0,0065 0,000237899 0,006737899

C-4 0,0076 0,000196091 0,007796091

i-C
5

0,0031 3,11475E-05 0,003131148

C-5 0,0027 2,03393E-05 0,002720339

OST 0,0172 1,04413E-05 0,017210441

H
2
O 0 0

Метанол 0 0

1 0,054624941
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Практическое занятие 8 
Математическое моделирование процесса ректификации

Цели работы

1.	Ознакомиться с методикой математического моделирования про-

цесса разделения многокомпонентной смеси в ректификацион-

ной колонне.

2.	Выполнить расчет материального и теплового балансов, составов 

паровой и жидкой фаз процесса ректификации.

3.	Исследовать влияние технологических параметров на процесс 

ректификации.

Описание объекта моделирования

Ректификационная установка (рис. 8.1) представляет собой со-

вокупность следующих аппаратов: ректификационной колонны, 

дефлегматора (теплообменника-холодильника и емкости) и куба 

(кипятильника). Разделяемая смесь (смеси) в количестве F
i
 (жид-

кость) состава xF
ij
 подается на одну или несколько питающих таре-

лок. С верха колонны отбирается дистиллят в количестве D состава 

xD
j
, а из куба – кубовый продукт W состава xW

j
. С тарелок, а также 

из дефлегматора и куба колонны может отбираться боковой погон 

в газообразном или жидком состоянии. Смесь, находящаяся на та-

релке, может подогреваться или охлаждаться.
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Рис. 8.1. Схема ректификационной установки: 1 – ректификационная ко-

лонна; 2 – теплообменник; 3 – емкость; 4 – кипятильник 

 

 
Рис. 8.2. Схема потоков на тарелке i 
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Рис. 8.1. Схема ректификационной установки: 1 – ректификационная 
колонна; 2 – теплообменник; 3 – емкость; 4 – кипятильник
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Вид математической модели определяется в основном приняты-

ми при ее разработке допущениями. Данная модель построена при 

следующих допущениях:

1.	Для жидкой фазы принимается модель идеального перемешивания.

2.	В паровой фазе принимаются модель идеального вытеснения  

в зоне массообмена и модель идеального перемешивания в межта-

рельчатом пространстве.

3.	Жидкость на тарелках находится при температуре кипения.

4.	Распределение давления по колонне линейно.

5.	Унос жидкости отсутствует.

Основные уравнения модели

Модель содержит следующие уравнения.

Для тарелки i: (число тарелок равно N, нумерация тарелок – 

снизу вверх, куб считается нулевой тарелкой, дефлегматор – N + 1).

Схема потоков на тарелке i приведена на рис. 8.2.
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Рис. 8.2. Схема потоков на тарелке i

Уравнение общего материального баланса i-й тарелки:
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                              (8.1)

где G
i−1

 – поток пара, поступающего на тарелку i; L
i
 – поток жидко-

сти, покидающей тарелку i; G
i
 – поток пара, покидающего тарелку 

i; L
i+1

 – поток жидкости, поступающей на тарелку i; F
i
 – поток пи-

тания жидкостью, поступающего на тарелку i; Ui – отбор жидкости 

с тарелки i.
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Уравнение покомпонентного материального баланса:
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           (8.2)

где x, y – концентрации компонентов в жидкости и паре соответ-

ственно, мольные доли; j – номер компонента.

Уравнение теплового баланса:
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(8.4)

    (8.3)

где Hy,t – энтальпия пара над тарелкой; hx,t – энтальпия жидкости на 

тарелке; dHi – тепло, подаваемое или отводимое с тарелки.

Энтальпия смеси принимается как аддитивная функция энталь-

пий чистых компонентов:
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где hxj – энтальпия компонента j в жидкости; Hyj – энтальпия компо-

нента j в паре.

Энтальпии компонентов в паре вычисляются по формуле
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 .298 TCh lx (8.6)

  ,,1,1 ijiijjiij yyyy    (8.7)

 
Рис. 8.3.  

.001  WGL  

.0,0,00,11  jjj xWyGxL  

 (8.8)

.*
,0,0 ii yy   

 

 
Рис. 8.4.  

Gn = Ln+1 + D. (8.9)

.,1,11, jnjnnjnn xDxLyG    (8.10)

Уравнение теплового баланса дефлегматора: 

  ,
11 ,1, 

  nnnn TxnTynd hDLHGdH  (8.11)

 

   .0iii UWDWF  (8.12)

,     (8.5)

где r – мольная теплота парообразования при стандартной темпера-

туре; Т – температура, К; a, b и c – константы.

Энтальпии компонентов в жидкости вычисляются по формуле
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Уравнение для расчета состава пара, покидающего тарелку i:
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где yij – концентрация пара, равновесного жидкости, на тарелке i; 

y
i−1,j

 – концентрация пара над тарелкой i − 1; h
i
 – КПД тарелки i.

Для куба

Схема потоков в кубе колонны приведена на рис. 8.3.

Уравнение общего материального баланса куба:
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Уравнение покомпонентного материального баланса:
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где dHk – количество тепла, подаваемого в куб колонны, Дж/с.

Концентрацию компонентов в паре принимают равной равно-

весной при температуре куба 
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Рис. 8.3. Схема потоков в кубе колонны

Для дефлегматора

Схема потоков в дефлегматоре колонны приведена на рис. 8.4.
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Рис. 8.4. Схема потоков в дефлегматоре колонны

Уравнение общего материального баланса дефлегматора:

G
n
 = L

n+1
 + D.                                              (8.9)

Уравнение покомпонентного материального баланса дефлегма-
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Уравнение теплового баланса дефлегматора:
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где dHd – количество тепла, отводимого из дефлегматора.

Концентрацию компонентов в паре на тарелке N + 1 принима-

ем равной концентрации компонентов в жидкости в дефлегматоре. 

Уравнение общего материального баланса колонны:

215 
 

, 
(8.5)

 .298 TCh lx (8.6)

  ,,1,1 ijiijjiij yyyy    (8.7)

 
Рис. 8.3.  

.001  WGL  

.0,0,00,11  jjj xWyGxL  

 (8.8)

.*
,0,0 ii yy   

 

 
Рис. 8.4.  

Gn = Ln+1 + D. (8.9)

.,1,11, jnjnnjnn xDxLyG    (8.10)

Уравнение теплового баланса дефлегматора: 

  ,
11 ,1, 

  nnnn TxnTynd hDLHGdH  (8.11)

 

   .0iii UWDWF  (8.12)                           (8.12)

Приведенная модель может быть использована для анализа про-

цесса ректификации при различных режимах эксплуатации, а также 

для расчета статических характеристик колонны.

Порядок расчетов

Решение приведенных выше уравнений математической моде-

ли ректификационной колонны проводят в следующей последова-

тельности:

1. Задаются данные, необходимые для расчета колонны:

–– количество тарелок (N);

–– характеристики потоков питания: массовый расход (Fmi), темпе-

ратура (TFi), состав (x
Fi

);

–– массовый расход дистиллята (D), кубового продукта (W), потоков 

отбора жидкости (Ui) и флегмы (L
n + 1

);

–– для начального пересчета массовых расходов в мольные задаются 

ориентировочные значения средних молярных масс жидкости и 

пара в дефлегматоре, кубе и на тарелках отгона;

–– температуры потока жидкости, поступающей из дефлегматора 

(Td) и потока греющего пара из куба (T
k
);

– давление в колонне (P).

2. Определить начальные приближения:

–– начальный профиль температур – линейный;

–– начальное приближение Li и Gi рассчитывается из общего мате-

риального баланса и предположения, что ректификация эквимо-

лярна.

3. Проводится расчет:

–– расчет профиля концентраций (xi, у) из покомпонентного матери-

ального баланса;
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–– расчет температур на тарелках (T) и Ki из предположения, что 

жидкость на тарелке находится при температуре кипения:
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где Aj, Bj, Cj – коэффициенты уравнения Антуана; Т – температура процес-

са, К; Pj – давление j-го компонента в системе (мм рт. ст.); P – общее дав-

ление в системе (мм рт. ст.); 

– расчет расходов жидкости и пара G и Lt из теплового и общего ма-

териального балансов. 

Пересчет концентраций, температур и расходов продолжается до тех 

пор, пока не будет найдено решение с требуемой степенью точности. 

Варианты заданий и исходные данные для расчета 

процесса ректификации 
Таблица 8.1 

Исходные технологические данные для расчета ректификационной колон-

ны 

25 Количество тарелок 

0 Расход газообразного дистиллята, кг/ч 

6200 Расход жидкого дистиллята, кг/ч 

16000 Расход флегмы, кг/ч 

0 Расход пара из куба, кг/ч 

20800 Расход жидкого кубового продукта, кг/ч 

1,47 Давление в колонне, МПа 

22,0 Температура в дефлегматоре, °С (первое приближение) 

190 Температура в кубе, °С (первое приближение) 

50 
Средняя молярная масса пара в дефлегматоре, г/моль (первое 

приближение) 

                                       (8.13)
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где Aj, Bj, Cj – коэффициенты уравнения Антуана; Т – температура процес-
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	 где Aj, Bj, Cj – коэффициенты уравнения Антуана; Т – температура 

процесса, К; Pj – давление j-го компонента в системе (мм рт. ст.); 

P – общее давление в системе (мм рт. ст.);

–– расчет расходов жидкости и пара G и Lt из теплового и общего ма-

териального балансов.

Пересчет концентраций, температур и расходов продолжается 

до тех пор, пока не будет найдено решение с требуемой степенью 

точности.

Варианты заданий и исходные данные для расчета  
процесса ректификации

Таблица 8.1

Исходные технологические данные для расчета  
ректификационной колонны

25 Количество тарелок

0 Расход газообразного дистиллята, кг/ч

6200 Расход жидкого дистиллята, кг/ч

16000 Расход флегмы, кг/ч

0 Расход пара из куба, кг/ч

20800 Расход жидкого кубового продукта, кг/ч

1,47 Давление в колонне, МПа

22,0 Температура в дефлегматоре, °С (первое приближение)

190 Температура в кубе, °С (первое приближение)

50
Средняя молярная масса пара в дефлегматоре, г/моль (первое 
приближение)

95
Средняя молярная масса пара в кубе, г/моль (первое прибли-
жение)
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50
Средняя молярная масса жидкости в дефлегматоре, г/моль 
(первое приближение)

95
Средняя молярная масса жидкости в кубе, г/моль (первое 
приближение)

Питание жидкостью

1 Количество питающих тарелок

20 Номера питающих тарелок

27000 Расходы питания, кг/ч

110 Температуры входных потоков, °C

Составы входных потоков, мольные проценты

0,25 СН
4

0,61 C
2
H

6

4,21 C
3
H

8

3,73 и-С
4

7,86 н-С
4

6,52 и-С
5

7,63 н-С
5

69,19 С
6+

Таблица 8.2

Состав потока питания ректификационной колонны К
2

Наименование 
компонента

Содержание, мольн. %

I II III IV

CH
4

0,25 0,1 0,67 12,02

C
2
H

6
0,61 0,36 3,84 5,45

C
3
H

8
4,21 2,93 20,92 18,82

i-C
4
Hio 3,73 3,22 8,89 7,67

П-С
4
Н

10
7,86 6,76 13,16 11,23

i-C
5
Hi

2
6,52 6,22 8,07 7,00

n-C
5
Hi

2
7,63 7,16 9,10 7,49

C
6+

69,19 73,25 35,35 30,32

ИТОГО: 100,00 100,00 100,00 100,00

С
1
-С

4
16,66 13,27 47,48 55,19
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Таблица 8.3

Технологические данные для исследования процесса  
ректификации

Вариант 
задания

Технологический параметр
Значения параметра, г

1 2 3 4

I
Расход жидкого дистиллята, кг/ч
Расход жидкого кубового про-
дукта, кг/ч

6000
21000

6100
20900

6200
20800

6300
20700

II Расход флегмы, кг/ч 14000 15000 16000 17000

III Номер питающей тарелки 16 18 20 22

IV Температура питания, °С 100 110 120 130

V Температура в кубе, °С 170 180 190 200

Таблица 8.4

Пример результатов расчетов

Материальный баланс

Поток G, кг/ч N, моль/ч M, г/моль

Питание жидкостью

Тарелка № 20 27000 306207 88,18

Приход (всего): 27000 306207 –

Отбор жидкости

Дефлегматор 6200 98188 63,14

Куб 20800 208019 99,98

Отбор (всего): 27000 306207 –

Разбаланс: 0 0 –

Нагрузка на дефлегматор: 2,817 МВт

Нагрузка на куб: 3,676 МВт

Давление в колонне: 1,45 МПа
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Таблица 8.5

Характеристики потоков

Та-
релка

Т, °С
Концентрация компонентов в жидкой фазе (Х), % масс.

СН
4

С
2
Н

6
С

3
Н

8
и-С

4
н-С

4
и-С

5
н-С

5
С

6+

26 80,89 0,20 0,90 9,15 10,69 22,53 23,12 27,06 6,34

25 117,73 0,01 0,13 3,29 6,88 16,90 28,00 32,77 12,03

24 133,13 0,00 0,03 1,27 4,09 11,34 29,00 33,94 20,33

23 144,08 0,00 0,02 0,66 2,46 7,32 26,74 31,29 31,51

22 154,19 0,00 0,02 0,46 1,59 4,79 22,20 25,97 44,98

21 164,69 0,00 0,01 0,39 1,15 3,33 16,79 19,65 58,69

20 172,42 0,00 0,03 0,58 1,28 3,26 10,22 11,96 72,68

19 183,44 0,00 0,00 0,19 0,71 2,02 9,58 11,21 76,29

18 191,27 0,00 0,00 0,06 0,37 1,18 8,52 9,97 79,89

17 197,58 0,00 0,00 0,02 0,19 0,66 7,27 8,51 83,35

16 202,95 0,00 0,00 0,01 0,09 0,36 5,99 7,01 86,54

15 207,67 0,00 0,00 0,00 0,04 0,19 4,79 5,61 89,36

14 211,73 0,00 0,00 0,00 0,02 0,10 3,74 4,37 91,77

13 215,14 0,00 0,00 0,00 0,01 0,05 2,85 3,34 93,76

12 217,96 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 2,14 2,50 95,33

11 220,15 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 1,58 1,85 96,56

10 221,95 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 1,16 1,35 97,49

9 223,19 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,84 0,98 98,18

8 224,22 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,60 0,70 98,69

7 224,90 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,43 0,50 99,07

6 225,48 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,31 0,36 99,34

5 225,87 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,22 0,25 99,53

4 226,11 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,15 0,18 99,67

3 226,29 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,10 0,12 99,77

2 226,46 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,07 0,08 99,85

1 226,58 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 0,06 99,90

0 226,65 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 0,03 99,95

26 80,89 8,04 8,55 27,56 14,05 22,66 8,65 10,12 0,37

25 117,73 0,20 0,90 9,15 10,69 22,53 23,12 27,06 6,34

24 133,13 0,06 0,34 4,88 7,92 18,43 26,67 31,21 10,48

23 144,08 0,06 0,27 3,43 5,90 14,41 27,39 32,05 16,49

22 154,19 0,06 0,27 3,03 4,76 11,58 25,73 30,11 24,47

21 164,69 0,06 0,27 2,95 4,20 9,87 22,46 26,29 33,91

20 172,42 0,06 0,27 2,92 3,91 8,88 18,62 21,79 43,55
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Та-
релка

Т, °С
Концентрация компонентов в жидкой фазе (Х), % масс.

СН
4

С
2
Н

6
С

3
Н

8
и-С

4
н-С

4
и-С

5
н-С

5
С

6+

19 183,44 0,00 0,05 1,04 2,30 5,86 18,37 21,49 50,89

18 191,27 0,00 0,01 0,34 1,26 3,59 17,02 19,92 57,85

17 197,58 0,00 0,00 0,11 0,65 2,09 15,05 17,61 64,49

16 202,95 0,00 0,00 0,03 0,33 1,17 12,78 14,96 70,73

15 207,67 0,00 0,00 0,01 0,16 0,63 10,50 12,29 76,42

14 211,73 0,00 0,00 0,00 0,07 0,33 8,37 9,80 81,43

13 215,14 0,00 0,00 0,00 0,03 0,17 6,51 7,61 85,68

12 217,96 0,00 0,00 0,00 0,02 0,08 4,95 5,79 89,16

11 220,15 0,00 0,00 0,00 0,01 0,04 3,70 4,33 91,92

10 221,95 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 2,73 3,19 94,05

9 223,19 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 1,99 2,33 95,67

8 224,22 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,44 1,68 96,88

7 224,90 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,03 1,20 97,77

6 225,48 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,73 0,85 98,42

5 225,87 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,51 0,60 98,89

4 226,11 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,36 0,42 99,22

3 226,29 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,25 0,29 99,47

2 226,46 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,17 0,19 99,64

1 226,58 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,11 0,13 99,77

0 226,65 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,07 0,08 99,85

Порядок выполнения работы

1.	Ознакомиться с математической моделью и методикой расчета 

процесса ректификации.

2.	Подготовить исходные данные для расчета процесса ректифика-

ции.

3.	Выполнить расчет на ЭВМ.

4.	Результаты расчета представить в виде таблиц и графиков, вы-

брать эффективный режим разделения для получения стабильно-

го конденсата.

5.	Составить отчет.
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Содержание отчета

1.	Цель работы.

2.	Описание методики расчета процесса ректификации.

3.	Исходные данные.

4.	Результаты расчета.

5.	Анализ результатов расчетов. Выводы.

Практическое занятие 9 
Моделирование кинетики гомогенных  

химических реакций

Цели работы

1.	Ознакомиться с методами построения кинетических моделей го-

могенных химических реакций.

2.	Рассчитать изменение концентраций в ходе химической реакции.

3.	Сравнить численные методы Эйлера и Рунге – Кутты при реше-

нии прямой кинетической задачи.

4.	Исследовать влияние температуры на выход продуктов и степень 

превращения.

5.	Дать рекомендации по условиям проведения реакций с целью по-

лучения максимального выхода целевых продуктов.

Этапы развития химической кинетики

Химическая кинетика как наука о скоростях химических реак-

ций начала формироваться в 50–70 гг. XIX в.

В 1862–1867 гг. норвежские ученые Гульдберг и Вааге дали на-

чальную формулировку закона действующих масс: при протекании 

химической реакции 

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
��� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���

�� ∙ �� ����� � �� ∙ α� ∙ ��� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���,

 

 

�� � 1�� ∙ �����,1�� ∙ �1 � ������������,			
α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.

� � ������
1
�,	

� � ������ ∙ 1� � ������ ∙ 1
δ��,	 

� � ������ � � ���
��ϑ,	 

�� � ��
ϑ ,			��� � ���ϑ � ϑ���,	 

 продукты:

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
��� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���

�� ∙ �� ����� � �� ∙ α� ∙ ��� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���,

 

 

�� � 1�� ∙ �����,1�� ∙ �1 � ������������,			
α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.

� � ������
1
�,	

� � ������ ∙ 1� � ������ ∙ 1
δ��,	 

� � ������ � � ���
��ϑ,	 

�� � ��
ϑ ,			��� � ���ϑ � ϑ���,	 

                                             (9.1)

где W – скорость химической реакции; С
i
 – концентрация i-го ве-

щества, i = A, B, …; k – константа скорости; α и β –  стехиометриче-

ские коэффициенты.

Химическая кинетика в полной мере была сформулирована 

в работах Вант-Гоффа и Аррениуса в 80-х гг. XIX в. Был разъяснен 
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смысл порядков реакций и введено понятие энергии активации. 

Вант-Гофф ввел понятия моно-, би- и полимолекулярных реакций:

W = k · C n,                                               (9.2)

где n – порядок реакции.

Вант-Гофф и Аррениус, развивший его идеи, утверждали, что 

температура не есть причина реакции, температура – причина из-

менения скорости реакции (Аррениус в 1889 г.):

223 
 

 

, (9.3)

, 
(9.4)

 
(9.5)

. (9.6)

. 
(9.7)

 (9.8)

, (9.9)

 (9.10)

. (9.11)

. (9.12)

 
(9.14)

 
(9.15)

, 
(9.16)

, (9.17)

. (9.18)

 
(9.19)

 
(9.20)

Для реактора непрерывного перемешивания: 

,                                         (9.3)

где А – предэкспоненциальный множитель; Е – энергия активации; 
R – газовая постоянная; Т – температура.

С 1890 г. величина энергии активации стала универсальной ме-
рой реакционной способности превращающихся веществ. Таким 
образом, в период 1860–1910 гг. была создана формальная кинети-
ка. Ясность и немногочисленность основных постулатов отличают 
химическую кинетику периода Вант-Гоффа и Аррениуса.

В последующем исходная цельность утрачивается, появляется 
много «кинетик»: кинетика газофазных и жидкофазных реакций, 
каталитическая, ферментативная, топохимическая и т. д.

Однако для химика и до настоящего времени остаются наиболее 
важными две концепции: закон действующих масс как закон про-
стой реакции, сложность механизма химической реакции.

Основные понятия химической кинетики

Кинетика гомогенных химических реакций

Скорость химической реакции есть изменение числа молей ре-

агентов в результате химического взаимодействия в единицу вре-

мени в единице объема (для гомогенных реакций) или на единице 

поверхности (для гетерогенных процессов):

223 
 

 

, (9.3)

, 
(9.4)

 
(9.5)

. (9.6)

. 
(9.7)

 (9.8)

, (9.9)

 (9.10)

. (9.11)

. (9.12)

 
(9.14)

 
(9.15)

, 
(9.16)

, (9.17)

. (9.18)

 
(9.19)

 
(9.20)

Для реактора непрерывного перемешивания: 

,                                             (9.4)

где W – скорость химической реакции, моль/(м3 ∙ с); V – объем, м3; 

N – число молей; t – время, с.

Согласно уравнению (9.4), вводя концентрацию C, получим:

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
��� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���

�� ∙ �� ����� � �� ∙ α� ∙ ��� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���,

 

 

�� � 1�� ∙ �����,1�� ∙ �1 � ������������,			
α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.

� � ������
1
�,	

� � ������ ∙ 1� � ������ ∙ 1
δ��,	 

� � ������ � � ���
��ϑ,	 

�� � ��
ϑ ,			��� � ���ϑ � ϑ���,	 

                                         (9.5)

где С – концентрация, моль/м3,
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или

223 
 

 

, (9.3)

, 
(9.4)

 
(9.5)

. (9.6)

. 
(9.7)

 (9.8)

, (9.9)

 (9.10)

. (9.11)

. (9.12)

 
(9.14)

 
(9.15)

, 
(9.16)

, (9.17)

. (9.18)

 
(9.19)

 
(9.20)

Для реактора непрерывного перемешивания: 

.                                     (9.6)

Для реакций, идущих при постоянном объеме, второе слагаемое 

в уравнении (9.6) равно нулю и, следовательно,

223 
 

 

, (9.3)

, 
(9.4)

 
(9.5)

. (9.6)

. 
(9.7)

 (9.8)

, (9.9)

 (9.10)

. (9.11)

. (9.12)

 
(9.14)

 
(9.15)

, 
(9.16)

, (9.17)

. (9.18)

 
(9.19)

 
(9.20)

Для реактора непрерывного перемешивания: 

.                                             (9.7)

Одним из основных законов химической кинетики, определя-

ющим количественные закономерности скоростей элементарных 

реакций, является закон действующих масс.

Согласно кинетическому закону действующих масс, скорость 

элементарной реакции при заданной температуре пропорциональ-

на концентрациям реагирующих веществ в степенях, показываю-

щих число вступающих во взаимодействие частиц:

223 
 

 

, (9.3)

, 
(9.4)

 
(9.5)

. (9.6)

. 
(9.7)

 (9.8)

, (9.9)

 (9.10)

. (9.11)

. (9.12)

 
(9.14)

 
(9.15)

, 
(9.16)

, (9.17)

. (9.18)

 
(9.19)

 
(9.20)

Для реактора непрерывного перемешивания: 

                                (9.8)

где W – скорость химической реакции; k – константа скорости;  

C
i
 – концентрации исходных веществ, i = 1, 2, …, n; 

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
��� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���

�� ∙ �� ����� � �� ∙ α� ∙ ��� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���,

 

 

�� � 1�� ∙ �����,1�� ∙ �1 � ������������,			
α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.
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 – соответ-

ствующие стехиометрические коэффициенты в брутто-уравнении 

химической реакции.

Уравнение (9.8) справедливо для элементарных реакций. Для 

сложных реакций показатели степени в уравнении (9.8) называются 

порядками реакции и могут принимать не только целочисленные 

значения.

Константа скорости химической реакции является функцией 

температуры, и зависимость от температуры выражается законом 

Аррениуса:
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Для реактора непрерывного перемешивания: 

,                                         (9.9)

где k
0
 – предэкспоненциальный множитель; E – энергия акти-

вации, Дж/моль; Т – температура, K; R – газовая постоянная, 

 Дж/(моль ∙ K).

Рассмотрим гомогенную реакцию

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
��� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���

�� ∙ �� ����� � �� ∙ α� ∙ ��� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ α� ∙ ��� � ���,

 

 

�� � 1�� ∙ �����,1�� ∙ �1 � ������������,			
α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.

� � ������
1
�,	

� � ������ ∙ 1� � ������ ∙ 1
δ��,	 

� � ������ � � ���
��ϑ,	 

�� � ��
ϑ ,			��� � ���ϑ � ϑ���,	 

                                   (9.10)

где a, b, c, d – стехиометрические коэффициенты.

Согласно закону действующих масс (9.8), скорость этой реак-

ции запишется следующим образом:



— 203 —

223 
 

 

, (9.3)

, 
(9.4)

 
(9.5)

. (9.6)

. 
(9.7)

 (9.8)

, (9.9)

 (9.10)

. (9.11)

. (9.12)

 
(9.14)

 
(9.15)

, 
(9.16)

, (9.17)

. (9.18)

 
(9.19)

 
(9.20)

Для реактора непрерывного перемешивания: 

.                                         (9.11)

Между скоростями реакции по отдельным компонентам (обо-

значим их W
A
, W

B
, W

C
, W

D
) и общей скоростью реакции W существу-

ет зависимость:
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Для реактора непрерывного перемешивания: 
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Отсюда вытекают следующие выражения:
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                        (9.13)

Чтобы применить закон действующих масс к сложной химиче-

ской реакции, необходимо представить ее в виде элементарных ста-

дий и применить этот закон к каждой стадии отдельно.

Кинетические уравнения

Кинетические уравнения связывают скорость реакции с пара-

метрами, от которых она зависит. Наиболее важными из этих пара-

метров являются концентрация, температура, давление, активность 

катализатора.

Для реакторов периодического действия, в которых концентра-

ции реагирующих веществ в каждой точке реакционного объема  

в ходе реакции непрерывно изменяются во времени, скорость хими-

ческой реакции есть количество молей данного вещества, реагиру-

ющее в единицу времени в единице объема:
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                                       (9.14)

или на единицу поверхности для гетерогенных каталитических ре-

акций:
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                    (9.15)

где W
i
 – скорость химической реакции, моль/(м3 ∙ с); N

i
 – текущее 

количество i-го компонента реакционной смеси, моль; V – объем 

реакционной смеси или слоя катализатора (объем реактора), м3;  
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S – поверхность катализатора, м2; d
0
 – удельная поверхность катали-

затора, м2/м3; t – время, с.

Для реакторов непрерывного действия полного вытеснения, в 

которых при установившемся режиме концентрация вещества не-

прерывно изменяется по длине аппарата, скорость химической ре-

акции есть количество молей проходящего через реактор в единицу 

времени вещества, реагирующего в единице объема:
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где n
i
 – мольный расход i-го компонента реакционной смеси, 

моль/с; 
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Для реактора непрерывного действия полного смешения при 

установившемся режиме:
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Для реактора непрерывного перемешивания: 

,                                        (9.17)

где n
i0
 – начальное количество i-го компонента реакционной смеси, 

моль/с.

На практике обычно измеряют скорость изменения мольной 

концентрации C
i
 (моль/м; моль/л).

Для реактора периодического действия:
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Для реактора непрерывного перемешивания: 

                         (9.18)

Для реактора непрерывного действия:
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Для реактора непрерывного перемешивания: 
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Если реакция не сопровождается изменением объема, то для ре-

актора идеального вытеснения:
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Для реактора непрерывного перемешивания: 
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Для реактора непрерывного перемешивания:
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Рис. 9.1.  
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Методы решения кинетических уравнений

Кинетические модели – это системы обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, решение которых – функции концентраций 

реагирующих веществ от независимого аргумента времени.

Для решения дифференциальных уравнений – интегрирования 

– применяются:

–– табличный метод (с использованием таблиц интегралов) – для 

простейших дифференциальных уравнений;

–– аналитические методы – для решения дифференциальных урав-

нений первого порядка;

–– численные методы, наиболее универсальные, позволяющие ре-

шать системы дифференциальных уравнений любой сложности, 

являются основой компьютерных методов анализа химико-тех-

нологических процессов.

Численные методы

Простейшим численным методом решения обыкновенных диф-

ференциальных уравнений является метод Эйлера. В основе этого 

метода лежит аппроксимация производной при малых изменениях 

аргумента.

Например, уравнение скорости химической реакции 
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,                                       (9.22)

где С
А
 – концентрация вещества, моль/л; t – время, с.

При малых значениях t можно приближенно принять, что
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.            (9.23)

Величину Dt называют шагом интегрирования. Решая уравнение 

(9.23), получим общую формулу Эйлера:

C
i+1

 = C
i
 + hF(C

i
),                                    (9.24)

где F = (C
i
) – правая часть дифференциального уравнения (напри-

мер, F = (C
А
) = −k ∙ C

А
); h = Δt).

Задав начальные условия: при t = 0 С = С
0
, величину шага инте-

грирования h, а также параметры уравнения, с помощью формулы 
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(9.24) можно провести пошаговый расчет и получить решение дан-

ного уравнения (рис. 9.1).
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Рис. 9.1. Графическая иллюстрация метода Эйлера

Организуя циклические вычисления по уравнению (9.24), по-

лучим для кинетической модели изменение концентраций реа-

гирующих веществ от времени. Величина шага интегрирования 

выбирается исходя из достижения минимального времени счета и 

наименьшей ошибки вычислений.

Общие представления одношаговых методов решения  
обыкновенных дифференциальных уравнений

Пусть имеется дифференциальное уравнение

y′ = f(x, y),                                               (9.25)

удовлетворяющее начальному условию

y(x
0
) = y

0
.                                                 (9.26)

Требуется найти решение задачи (9.25), (9.26) на отрезке  

[x
0
, x

0
 + Х]. Выполним разбиение отрезка точками

x
0
 < x

1
 < x

2
 < … < x

n
 = x

0
 + Х.

Этот набор точек называют сеткой, а точки x
i
 (i = 1, n) – узлами 

сетки.

Одношаговые численные методы дают приближения y
n
 к значе-

ниям точного решения y(x
n
) в каждом узле сетки x

n
 на основе извест-

ного приближения y
n−1

 к решению в предыдущем узле x
n−1

. В общем 

виде их можно представить так:

y
n+1

 = (f; x
n+1

, x
n
; y

n+1
, y

n
).                              (9.27)
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Для явных одношаговых методов функция F не зависит от y
n+1

.

Обозначая

h = x
n+1

 - x
n
,

явные одношаговые методы будем записывать также в виде:

y
n+1

 = F(f; h; x
n
; y

n
).                                      (9.28)

Явные методы типа Рунге – Кутты

Идея данного метода основана на вычислении приближенного 

решения у
1
 в узле x

0
 + h в виде линейной комбинации с постоянны-

ми коэффициентами:
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Числа a
i
, b

ij
, p

qi
 выбираются так, чтобы разложение выражения 

(9.29) по степеням h совпадало с разложением в ряд Тейлора:
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Это эквивалентно следующему. Если ввести вспомогательную 

функцию
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Рис. 9.2. Изменение концентрации реагирующих веществ с течением 

времени 
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то ее разложение по степеням h должно начинаться с максимально 

возможной степени:
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                        (9.32)

Если можно определить эти постоянные так, чтобы разложение 

9q (h) имело вид (9.32), то говорят, что формула (9.29) с выбранными 

коэффициентами имеет порядок точности s.

Величина
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                              (9.33)

называется погрешностью метода на шаге, или локальной погреш-

ностью метода, а первое слагаемое в выражении (9.32)
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                                        (9.34)

называется главным членом локальной погрешности метода.

При q = 5 невозможно построить метод типа Рунге – Кутты 

(9.29) пятого порядка точности, необходимо брать в комбинации 

(9.29) более пяти членов.

Исследование кинетики гомогенных химических реакций

Исследование кинетических закономерностей протекания хи-

мической реакции методом математического моделирования за-

ключается в определении изменения концентраций реагирующих 

веществ во времени при заданной температуре.

Пусть протекают химические реакции
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На основании закона действующих масс запишем уравнения 

скоростей химических реакций и составим кинетическую модель:
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                                    (9.35)

где С
А
, С

В
, С

С
, С

D
 – концентрации веществ, моль/л; ki – константа 

скорости i-й химической реакции первого порядка, c−1 (для реакций 

второго порядка размерность константы л/(моль ∙ с), для реакций 

третьего порядка размерность константы л2/(моль2 ∙ с)); W
i
 – ско-

рость i-й химической реакции, моль/(л ∙ с); t – время реакции, с.

Систему обыкновенных дифференциальных уравнений первого 

порядка (9.35) можно решить с использованием численного метода 

Эйлера, алгоритм которого записывается по уравнению (9.24).
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Результаты исследования на математической модели (9.35) вли-

яния температуры на степень превращения исходного реагента и на 

концентрацию веществ представлены на рис. 9.2, 9.3.
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Рис. 9.2. Изменение концентрации реагирующих веществ  
с течением времени
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пературе Т и при постоянном объеме реагентов. Известны значения кон-

стант скорости ki каждой стадии при температуре и начальные значения 

концентрации компонентов Сi(0). 

Таблица 9.1 

Варианты заданий 

№ за-

дания 

Уравнение хими-

ческой реакции 

Начальные 

концентра-

ции, 

моль/л 

Значение кон-

стант скоро-

стей при Т = 

580 K 

Значения энергии активации Е, 

Дж/моль 

ki ki k3 Ei Е2 Е3 

Рис. 9.3. Зависимость степени превращения исходного  
вещества от температуры

Полученные результаты позволяют сделать вывод об оптималь-

ном времени проведения процесса с целью получения целевого 

продукта. Математическая модель (9.35) также позволяет исследо-

вать влияние состава сырья на выход продуктов реакции.

Необходимо учитывать, что скорость химической реакции за-

висит от температуры, поэтому, чтобы использовать кинетическую 

модель (9.35) для исследования процесса при различных температу-
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рах, необходимо ввести зависимость константы скорости химиче-

ской реакции от температуры по уравнению Аррениуса (9.9).

Алгоритм метода Рунге – Кутты четвертого порядка можно за-

писать следующим образом:

228 
 

 
Рис. 9.3. Зависимость степени превращения исходного вещества от 

температуры 

),22(
6 43211 aaaahCС ii   (9.36)

),(1 iCFha   

, 

, 

. 

(9.37)

Задания 
Определить кинетические зависимости компонентов гомогенной по-

следовательности химической реакции, протекающей при постоянной тем-

пературе Т и при постоянном объеме реагентов. Известны значения кон-

стант скорости ki каждой стадии при температуре и начальные значения 

концентрации компонентов Сi(0). 

Таблица 9.1 

Варианты заданий 

№ за-

дания 

Уравнение хими-

ческой реакции 

Начальные 

концентра-

ции, 

моль/л 

Значение кон-

стант скоро-

стей при Т = 

580 K 

Значения энергии активации Е, 

Дж/моль 

ki ki k3 Ei Е2 Е3 

                          (9.36)

где a – коэффициенты Рунге – Кутты, которые рассчитываются по 

следующим формулам:
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Задания
Определить кинетические зависимости компонентов гомоген-

ной последовательности химической реакции, протекающей при 

постоянной температуре Т и при постоянном объеме реагентов. Из-

вестны значения констант скорости k
i
 каждой стадии при темпера-

туре и начальные значения концентрации компонентов С
i
(0).

Таблица 9.1

Варианты заданий

№
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н
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я
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Значения энергии 
активации Е, 
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k
i

k
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k
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E
i

Е
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Е
3
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CD0 = 0,2 

0,4 0,2 0,3 11,514∙1

04 

9,524∙104 7,254∙104 

3 

 

CA0 = 0,3 

CD0 = 0,4 

0,2 0,2 0,1 12,444∙1

04 

14,897∙1

04 

14,1∙104 

4 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,3 

CD0 = 0,1 

0,4 0,2 0,1

5 

14,305∙1

04 

12,594∙1

04 

13,511∙1

04 

5 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,1 

0,4 0,2 – 11,514∙1

04 

10,386∙1

04 

– 

6 

DB

BCA

k

k

k

2

2

3

1

2




 

CA0 = 0,6 

CC0 = 0,8 

0,4

2 

0,2 0,2

5 

11,354∙1

04 

9,592∙104 9,431∙104 

7 
CEA

k


1
 

DC
k

k


2

3

2  

CA0 = 0,3 0,3 0,2

5 

0,1

8 

14,18∙104 13,344∙1

04 

13,762∙1

04 

8 

 CA0 = 0,4 0,5 0,2 0,1 15,852∙1

04 

15,016∙1

04 

14,389∙1

04 

9 

 CA0 = 0,2 

CB0 = 0,05 

0,3

7 

0,1

6 

– 12,717∙1

04 

13,727∙1

04 

– 

C
A0

 = 0,2
C

B0
 = 0,3

C
D0

 = 0,1
0,4 0,2 0,15 14,305∙104 12,594∙104 13,511∙104

5

229 
 

1 

 

CA0 = 0,5 0,2 0,1

5 

– 9,305∙104 10,1∙104 – 

2 

 

CA0 = 0,3 

CE0 = 0,2 

CD0 = 0,2 

0,4 0,2 0,3 11,514∙1

04 

9,524∙104 7,254∙104 

3 

 

CA0 = 0,3 

CD0 = 0,4 

0,2 0,2 0,1 12,444∙1

04 

14,897∙1

04 

14,1∙104 

4 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,3 

CD0 = 0,1 

0,4 0,2 0,1

5 

14,305∙1

04 

12,594∙1

04 

13,511∙1

04 

5 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,1 

0,4 0,2 – 11,514∙1

04 

10,386∙1

04 

– 

6 

DB

BCA

k

k

k

2

2

3

1

2




 

CA0 = 0,6 

CC0 = 0,8 

0,4

2 

0,2 0,2

5 

11,354∙1

04 

9,592∙104 9,431∙104 

7 
CEA

k


1
 

DC
k

k


2

3

2  

CA0 = 0,3 0,3 0,2

5 

0,1

8 

14,18∙104 13,344∙1

04 

13,762∙1

04 

8 

 CA0 = 0,4 0,5 0,2 0,1 15,852∙1

04 

15,016∙1

04 

14,389∙1

04 

9 

 CA0 = 0,2 

CB0 = 0,05 

0,3

7 

0,1

6 

– 12,717∙1

04 

13,727∙1

04 

– 

C
A0

 = 0,2
C

B0
 = 0,1

0,4 0,2 – 11,514∙104 10,386∙104 –

6

229 
 

1 

 

CA0 = 0,5 0,2 0,1

5 

– 9,305∙104 10,1∙104 – 

2 

 

CA0 = 0,3 

CE0 = 0,2 

CD0 = 0,2 

0,4 0,2 0,3 11,514∙1

04 

9,524∙104 7,254∙104 

3 

 

CA0 = 0,3 

CD0 = 0,4 

0,2 0,2 0,1 12,444∙1

04 

14,897∙1

04 

14,1∙104 

4 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,3 

CD0 = 0,1 

0,4 0,2 0,1

5 

14,305∙1

04 

12,594∙1

04 

13,511∙1

04 

5 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,1 

0,4 0,2 – 11,514∙1

04 

10,386∙1

04 

– 

6 

DB

BCA

k

k

k

2

2

3

1

2




 

CA0 = 0,6 

CC0 = 0,8 

0,4

2 

0,2 0,2

5 

11,354∙1

04 

9,592∙104 9,431∙104 

7 
CEA

k


1
 

DC
k

k


2

3

2  

CA0 = 0,3 0,3 0,2

5 

0,1

8 

14,18∙104 13,344∙1

04 

13,762∙1

04 

8 

 CA0 = 0,4 0,5 0,2 0,1 15,852∙1

04 

15,016∙1

04 

14,389∙1

04 

9 

 CA0 = 0,2 

CB0 = 0,05 

0,3

7 

0,1

6 

– 12,717∙1

04 

13,727∙1

04 

– 

C
A0

 = 0,6
C

C0
 = 0,8

0,42 0,2 0,25 11,354∙104 9,592∙104 9,431∙104

7

229 
 

1 

 

CA0 = 0,5 0,2 0,1

5 

– 9,305∙104 10,1∙104 – 

2 

 

CA0 = 0,3 

CE0 = 0,2 

CD0 = 0,2 

0,4 0,2 0,3 11,514∙1

04 

9,524∙104 7,254∙104 

3 

 

CA0 = 0,3 

CD0 = 0,4 

0,2 0,2 0,1 12,444∙1

04 

14,897∙1

04 

14,1∙104 

4 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,3 

CD0 = 0,1 

0,4 0,2 0,1

5 

14,305∙1

04 

12,594∙1

04 

13,511∙1

04 

5 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,1 

0,4 0,2 – 11,514∙1

04 

10,386∙1

04 

– 

6 

DB

BCA

k

k

k

2

2

3

1

2




 

CA0 = 0,6 

CC0 = 0,8 

0,4

2 

0,2 0,2

5 

11,354∙1

04 

9,592∙104 9,431∙104 

7 
CEA

k


1
 

DC
k

k


2

3

2  

CA0 = 0,3 0,3 0,2

5 

0,1

8 

14,18∙104 13,344∙1

04 

13,762∙1

04 

8 

 CA0 = 0,4 0,5 0,2 0,1 15,852∙1

04 

15,016∙1

04 

14,389∙1

04 

9 

 CA0 = 0,2 

CB0 = 0,05 

0,3

7 

0,1

6 

– 12,717∙1

04 

13,727∙1

04 

– 

C
A0

 = 0,3 0,3 0,25 0,18 14,18∙104 13,344∙104 13,762∙104

8

229 
 

1 

 

CA0 = 0,5 0,2 0,1

5 

– 9,305∙104 10,1∙104 – 

2 

 

CA0 = 0,3 

CE0 = 0,2 

CD0 = 0,2 

0,4 0,2 0,3 11,514∙1

04 

9,524∙104 7,254∙104 

3 

 

CA0 = 0,3 

CD0 = 0,4 

0,2 0,2 0,1 12,444∙1

04 

14,897∙1

04 

14,1∙104 

4 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,3 

CD0 = 0,1 

0,4 0,2 0,1

5 

14,305∙1

04 

12,594∙1

04 

13,511∙1

04 

5 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,1 

0,4 0,2 – 11,514∙1

04 

10,386∙1

04 

– 

6 

DB

BCA

k

k

k

2

2

3

1

2




 

CA0 = 0,6 

CC0 = 0,8 

0,4

2 

0,2 0,2

5 

11,354∙1

04 

9,592∙104 9,431∙104 

7 
CEA

k


1
 

DC
k

k


2

3

2  

CA0 = 0,3 0,3 0,2

5 

0,1

8 

14,18∙104 13,344∙1

04 

13,762∙1

04 

8 

 CA0 = 0,4 0,5 0,2 0,1 15,852∙1

04 

15,016∙1

04 

14,389∙1

04 

9 

 CA0 = 0,2 

CB0 = 0,05 

0,3

7 

0,1

6 

– 12,717∙1

04 

13,727∙1

04 

– 

C
A0

 = 0,4 0,5 0,2 0,1 15,852∙104 15,016∙104 14,389∙104

9

229 
 

1 

 

CA0 = 0,5 0,2 0,1

5 

– 9,305∙104 10,1∙104 – 

2 

 

CA0 = 0,3 

CE0 = 0,2 

CD0 = 0,2 

0,4 0,2 0,3 11,514∙1

04 

9,524∙104 7,254∙104 

3 

 

CA0 = 0,3 

CD0 = 0,4 

0,2 0,2 0,1 12,444∙1

04 

14,897∙1

04 

14,1∙104 

4 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,3 

CD0 = 0,1 

0,4 0,2 0,1

5 

14,305∙1

04 

12,594∙1

04 

13,511∙1

04 

5 

 

CA0 = 0,2 

CB0 = 0,1 

0,4 0,2 – 11,514∙1

04 

10,386∙1

04 

– 

6 

DB

BCA

k

k

k

2

2

3

1

2




 

CA0 = 0,6 

CC0 = 0,8 

0,4

2 

0,2 0,2

5 

11,354∙1

04 

9,592∙104 9,431∙104 

7 
CEA

k


1
 

DC
k

k


2

3

2  

CA0 = 0,3 0,3 0,2

5 

0,1

8 

14,18∙104 13,344∙1

04 

13,762∙1

04 

8 

 CA0 = 0,4 0,5 0,2 0,1 15,852∙1

04 

15,016∙1

04 

14,389∙1

04 

9 

 CA0 = 0,2 

CB0 = 0,05 

0,3

7 

0,1

6 

– 12,717∙1

04 

13,727∙1

04 

– 

C
A0

 = 0,2
C

B0
 = 0,05

0,37 0,16 – 12,717∙104 13,727∙104 –

10

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,7
С

В0
 = С

С0
 = 0

0,4 0,2 – 10,351∙104 9,180∙104 –



— 212 —

№
 #

за
да

н
и

я
Уравнение 

химической 
реакции

Начальные 
концентра-

ции,
моль/л

Значение 
констант 

скоростей 
при 

Т = 580 K

Значения энергии 
активации Е, 

Дж/моль

k
i

k
i

k
3

E
i

Е
2

Е
3

11

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,6
С

В0
 = С

С0
 = 0

0,19 0,2 0,12 11,183∙104 12,103∙104 10,264∙104

12

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,2
С

В0
 = 0,1

С
С0

 = 0
0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104

13

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,2
С

В0
 = 0,15

0,4 0,14 0,21 9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104

14

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,46 0,38 0,24 0,11 12,4∙104 11∙104 9,6∙104

15

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104

16

230 
 

10 

 

CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 
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CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,44
С

В0
 = 0,22

0,52 0,34 0,15 8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104

17
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CA0 = 0,7 

СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 

11 

 

CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 
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0,5
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0,3
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17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1
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10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,25 0,2 0,08 0,28 9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104

18
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СВ0 = СС0 = 0 

0,4 0,2 – 10,351∙1

04 

9,180∙104 – 
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CA0 = 0,6 

СВ0 = СС0 = 0 

0,1

9 

0,2 0,1

2 

11,183∙1

04 

12,103∙1

04 

10,264∙1

04 

12 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,1 

СС0 = 0 

0,5 0,2 0,1 10,0∙104 9,8∙104 9,5∙104 

13 

 

CA0 = 0,2 

СВ0 = 0,15 

0,4 0,1

4 

0,2

1 

9,8∙104 9,5∙104 8,6∙104 

14 

 

CA0 = 0,46 0,3

8 

0,2

4 

0,1

1 

12,4∙104 11∙104 9,6∙104 

15 

 

CA0 = 0,5 0,5 0,2 0,1 12,0∙104 11∙104 9,5∙104 

16 

 

CA0 = 0,44 

СВ0 = 0,22 

0,5

2 

0,3

4 

0,1

5 

8,5∙104 9,6∙104 10,5∙104 

17 

 

CA0 = 0,25 0,2 0,0

8 

0,2

8 

9,2∙104 9,8∙104 11,5∙104 

18 

 

CA0 = 0,62 0,4

4 

0,1

1 

0,1

7 

10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104 

 
Порядок выполнения работы 
1. Составить кинетическую модель в соответствии с заданной 

C
A0

 = 0,62 0,44 0,11 0,17 10,2∙104 10,2∙104 11,5∙104

Порядок выполнения работы

1.	Составить кинетическую модель в соответствии с заданной схе-

мой реакций, на основании закона действующих масс.

2.	Разработать алгоритм расчета составленной кинетической моде-

ли с использованием численных методов Эйлера и Рунге – Кутты.

3.	Разработать программу расчета кинетики с учетом температурной 

зависимости констант скорости гомогенной химической реакции.

4.	Обсудить результаты. Сделать выводы по работе.

5.	Составить отчет.
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Пример

Моделирование кинетики гомогенных химических реакций

Исходные данные:

Уравнение химической реакции:

231 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Запишем скорости каждой стадии по закону действующих масс. 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

Запишем скорости каждой стадии по закону действующих масс.

231 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Запишем скорости каждой стадии по закону действующих масс. 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

Математическая модель данного химического процесса будет 

представлять собой систему дифференциальных уравнений, выража-

ющих изменение концентраций наблюдаемых веществ во времени.
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231 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Запишем скорости каждой стадии по закону действующих масс. 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

232 
 

 

 
 

Матрица стехеометрических коэффициентов: 

 

 

 

 

 

 
Запишем кинетические дифференциальные уравнения для четырех 

реакций в следующем виде: 

 

 

 

 

232 
 

 

 
 

Матрица стехеометрических коэффициентов: 

 

 

 

 

 

 
Запишем кинетические дифференциальные уравнения для четырех 

реакций в следующем виде: 

 

 

 

 

Исследуем зависимость степени полноты реакции от времени 

проведения реакции.

Введем степени полноты первой реакции x
1
, второй реакции – 

x
2
, третьей реакции – x

3
 и четвертой реакции – x

4
. Тогда получим 

следующую связь между концентрациями веществ и степенями 

полноты реакций:

232 
 

 

 
Исследуем зависимость степени полноты реакции от времени прове-

дения реакции. 

Введем степени полноты первой реакции x1, второй реакции – x2, 

третьей реакции – x3 и четвертой реакции – x4. Тогда получим следующую 

связь между концентрациями веществ и степенями полноты реакций: 

 
Матрица стехеометрических коэффициентов: 

 

 

 

 

 

 
Запишем кинетические дифференциальные уравнения для четырех 

реакций в следующем виде: 

Матрица стехеометрических коэффициентов:

232 
 

 

 
 

Матрица стехеометрических коэффициентов: 

 

 

 

 

 

 
Запишем кинетические дифференциальные уравнения для четырех 

реакций в следующем виде: 
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232 
 

 

 
 

Матрица стехеометрических коэффициентов: 

 

 

 

 

 

 
Запишем кинетические дифференциальные уравнения для четырех 

реакций в следующем виде: 

 

 

 

 

Запишем кинетические дифференциальные уравнения для че-

тырех реакций в следующем виде:

232 
 

 

 
 

Матрица стехеометрических коэффициентов: 

 

 

 

 

 

 
Запишем кинетические дифференциальные уравнения для четырех 

реакций в следующем виде: 

 

 

 

 
Подставляя в уравнения для степеней полноты соотношения, 

связывающие концентрации веществ и степени полноты, получаем 
математическую модель кинетики неэлементарной системы реакции:

D(t, k) :=

233 
 

 

 

 
Приведем графически результаты исследования влияния времени 

проведения реакции на степень полноты реакций. 

 
Zi,2 – степень полноты первой реакции. 

Zi,3 – степень полноты второй реакции. 

j := 0.. 100

Z := rkfixed(x, 0, 100, 100, D) = 

233 
 

 

 

 
Приведем графически результаты исследования влияния времени 

проведения реакции на степень полноты реакций. 

 
Zi,2 – степень полноты первой реакции. 

Zi,3 – степень полноты второй реакции. 
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Приведем графически результаты исследования влияния време-

ни проведения реакции на степень полноты реакций.

233 
 

 

 

 
Приведем графически результаты исследования влияния времени 

проведения реакции на степень полноты реакций. 

 
Zi,2 – степень полноты первой реакции. 

Zi,3 – степень полноты второй реакции. 
Z

j,2
 – степень полноты первой реакции.

Z
j,3

 – степень полноты второй реакции.

Z
j,4

 – степень полноты третьей реакции.

Z
j,5

 – степень полноты четвертой реакции.

Вывод: по результатам графических кривых наблюдаем, что пол-

ное исчерпание исходных веществ для первой реакции наступает 

через 20 секунд, для второй реакции – через 40 секунд, для третьей и 

четвертой реакций – через 60 секунд.

Практическое занятие 10 
Моделирование кинетики гетерогенных  

химических реакций

Цели работы

1.	Ознакомиться с методами построения кинетических моделей ге-

терогенных химических реакций.

2.	Составить кинетическую модель гетерогенной химической реак-

ции в соответствии с заданным механизмом.

3.	Выбрать численный метод и разработать программу расчета.

4.	Исследовать динамику изменения концентраций реагирующих 

веществ реакции и промежуточных соединений.
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Кинетика гетерогенных химических реакций

Основы гетерогенной химической кинетики заложены в рабо-

тах Лэнгмюра, Темкина и др. В этих работах сформулировано поня-

тие идеального адсорбированного слоя, базирующееся на аналогии 

с представлениями гомогенной кинетики. Эта модель использует 

следующие предположения:

1)	равноценность всех участков поверхности катализатора и незави-

симость энергии хемосорбции от степени заполнения поверхно-

сти различными адсорбентами;

2)	неизменность катализатора и независимость его свойств от соста-

ва реакционной смеси и ее воздействия на катализатор;

3)	равновесное распределение энергии.

Формальным аналогом кинетического закона действующих 

масс для элементарных процессов на твердых поверхностях являет-

ся закон действующих поверхностей (ЗДП).

Согласно его первоначальной формулировке, скорость химиче-

ской реакции пропорциональна произведению поверхностных кон-

центраций реагирующих веществ в степенях, равных стехиометриче-

ским соотношениям, в которых они вступают во взаимодействие (10.1).

Пусть протекает элементарная химическая реакция

236 
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(10.10)

Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

.                   (10.1)

При этом все вещества вступают во взаимодействие из адсор-

бированного состояния. Обозначим z
i
 – долю поверхности, занятой 

i-м адсорбированным веществом. Тогда, в соответствии с законом 

действующих поверхностей, скорость необратимой реакции (10.1) 

можно записать как
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(10.6)
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(10.8)
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(10.10)

Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

                                (10.2)

где W – скорость химической реакции; k – константа скорости;  

qzi
 – доля поверхности, занятой i-й адсорбированной частицей;  

qzo
 – доля свободной поверхности; v

i
 – стехиометрические коэффи-

циенты стадий; Δv – изменение числа молей при протекании хими-

ческой реакции.

Если не все вещества вступают во взаимодействие из адсорбиро-

ванного состояния, а реагируют непосредственно из газовой фазы, 
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то в более общем виде выражение закона действующих поверхно-

стей записывается следующим образом:

236 
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(10.10)

Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

                                    (10.3)

где P
j
 – парциальные давления (концентрации) j-веществ, реаги-

рующих из газовой фазы; V
j
 – стехиометрические коэффициенты;  

n, m – количество веществ, адсорбированных на поверхности ката-

лизатора и реагирующих из газовой фазы.

Пример: пусть протекает адсорбция водорода на активном цен-

тре катализатора Z с образованием адсорбированного поверхност-

ного соединения ZH
2
:
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(10.10)

Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

                                           (10.4)

Тогда на основании ЗДП скорость данной элементарной хими-

ческой реакции можно записать так:
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(10.10)

Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

                                        (10.5)

В качестве основного фактора, определяющего кинетические 

зависимости, вначале рассматривался фактор вытеснения, «борь-

бы» компонентов реакционной смеси за места на поверхности ката-

лизатора. При этом принималось дополнительное предположение 

о высокой скорости адсорбционных и десорбционных стадий по 

сравнению с собственно химическими превращениями.

Последующие исследования показали существенную ограни-

ченность этих предположений. Тем не менее Хиншелвудом, Шва-

бом, Хоугеном, Ватсоном и другими на их основе получены уравне-

ния, удовлетворительно описывающие кинетический эксперимент 

в определенном интервале изменения параметров.

Типовая формула кинетического уравнения, соответствующего 

этим предположениям, имела вид:
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Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

                             (10.6)

где k – константа скорости; С – концентрация i-го реагента газовой 

среды; k
pi
 – константа равновесия стадии адсорбции i-го компонен-

та; v
i
 – стехиометрический коэффициент.

Наиболее общее описание кинетики сложных реакций дано  

в теории стационарных реакций Хориути – Темкина.
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Дзюро Хориути ввел следующие понятия: независимые проме-

жуточные вещества, стехиометрическое число, маршрут реакции, 

независимые маршруты реакции.

Стехиометрические числа – это числа, выбранные таким обра-

зом, что после умножения химических уравнений каждой стадии на 

соответствующее стехиометрическое число и последующего сложе-

ния уравнений все промежуточные вещества сокращаются. Получа-

емое при этом уравнение называется брутто-уравнением. Каждый 

набор стехиометрических чисел, приводящий к исключению про-

межуточных веществ, называется маршрутом реакции.

В теории стационарных реакций вводятся понятия «пробег ста-

дии», «пробег по маршруту» и «скорость реакции по базисному 

маршруту». Под числом пробегов стадии понимается разность чис-

ла актов элементарной реакции в прямом и обратном направлениях. 

Тогда скорость простой реакции равна числу ее пробегов за едини-

цу времени в единичном реакционном пространстве. Один пробег 

по маршруту означает, что произошло столько пробегов каждой из 

стадий, каково ее стехиометрическое число для данного маршрута.  

В том случае, когда образование молекулы промежуточного вещества 

в одной из стадий скомпенсировано расходованием этой молекулы  

в иной стадии, реализуется стационарный режим реакции. Если в ходе 

этой стадии образуется не конечный продукт, а новое промежуточное 

вещество, то и оно должно расходоваться в другой стадии. Полная 

компенсация образования и расходования промежуточных веществ и 

означает завершение пробега по какому-либо из маршрутов.

Таким образом, скорость стационарной реакции определяется 

отдельными пробегами по всевозможным маршрутам. В результате 

все пробеги стадий за данное время окажутся однозначно опреде-

ленными через базисные маршруты. Скоростью реакции по базис-

ному маршруту называется число пробегов по базисному маршруту  

в единицу времени в единичном реакционном пространстве при ус-

ловии, что все пробеги стадий распределены по маршрутам данного 

базиса. Скорость реакции в целом задается скоростями по базис-

ным маршрутам.

Условие стационарности элементарных стадий химических ре-

акций можно записать следующим образом:
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Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

,                     (10.7)

где r
s
, r+s

, r-s
 – скорости элементарных стадий (s-й, прямой и обрат-

ной); W(Р) – скорость по маршруту Р; 
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Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

 – стехиометрический ко-

эффициент i-й стадии, маршрута Р.

На основании уравнения (10.7) получим уравнение, которое на-

зывается уравнением стационарных реакций:
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Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

                      (10.8)

где W(1), W(2)… – скорости по маршрутам; r
i
, r−i

… скорости элемен-

тарных стадий в прямом и обратном направлениях; 

�
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���
�� ∙ ρ� ∙ ��� ����� � �� ∙ ρ� ∙ ������� � ��� � �� ∙ �� ∙ ��� � ���,

 

�
�
�
�
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�� � 1�� ∙ �����,1�� ∙ �1 � ������������,			
α� � �� �� �→
� � � ∙ ��� ∙ ���,	 
� � � 1

�
��� ∙ ��
�� ,	 

�� 
����� 

α� � �� �→�� � ��,			
�� � ��� � �� ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
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�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���;
�� � �� � � ∙ � ∙ ��� ∙ ���.

� � ������
1
�,	

� � ������ ∙ 1� � ������ ∙ 1
δ��,	 

� � ������ � � ���
��ϑ,	 

�� � ��
ϑ ,			��� � ���ϑ � ϑ���,	 

 – стехиоме-

трический коэффициент i-й стадии по j-му маршруту.

С помощью данного уравнения облегчается вывод кинетических 

уравнений для гетерогенных химических реакций в явном виде – для 

линейных механизмов и в некоторых случаях – для нелинейных.

Исследование кинетики гетерогенной химической реакции

Рассмотрим пример сложной гетерогенной химической реак-

ции – реакции гидрокрекинга толуола.

Исходными данными являются:

• детальный механизм гетерогенной химической реакции, где 

Z – активные центры на поверхности катализатора; ZH
2
 и т. д. – ад-

сорбированные промежуточные соединения:

1.	H
2
 + Z ↔ ZH

2
.

2.	ZH
2
 + C

7
H

8
 → ZC

7
H

8
 ∙ H

2
.                                                                       (10.9)

3.	ZC
7
H

8
 ∙ H

2
 ↔ Z + C

6
H

6
 + CH

4
C

7
H

8
 + H

2
 → CH

4
 + C

6
H

6
;

• начальные концентрации веществ и константы скоростей, ко-

торые равны

С
Н2

(0) = 0,6 мольн. доли;

С
С7Н8

(0) = 0,4 мольн. доли;

Q
Z
 (0) = 1;
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k
1
 = 0,45 c−1;	 k−1

 = 0,035 c−1;

k
2
 = 0,33 c−1;

k
3
 = 0,21 c−1;	 k−2

 = 0,11 c−1.

Запишем скорости элементарных стадий механизма по закону 

действующих поверхностей:
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Математическая модель данного химического процесса будет пред-

ставлять собой систему дифференциальных уравнений, выражающих из-

менение концентраций наблюдаемых веществ и промежуточных соедине-

ний во времени: 

                (10.10)

Математическая модель данного химического процесса будет 

представлять собой систему дифференциальных уравнений, выра-

жающих изменение концентраций наблюдаемых веществ и проме-

жуточных соединений во времени:
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Рис. 10.1. Изменение концентраций промежуточных поверхностных 

соединений 

 

 
Рис. 10.2. Изменение концентраций реагирующих веществ 

                               (10.11)

При решении системы дифференциальных уравнений (10.11) 

можно использовать численные методы Эйлера и Рунге – Кутты. 

Примеры результатов расчетов кинетики гетерогенной химической 

реакции приведены на рис. 10.1, 10.2. Программа расчета кинетики 

химических реакций приведена в прил. Б.
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Рис. 10.1. Изменение концентраций промежуточных поверхностных 

соединений 

 

 
Рис. 10.2. Изменение концентраций реагирующих веществ 

Рис. 10.1. Изменение концентраций промежуточных  
поверхностных соединений
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Рис. 10.1. Изменение концентраций промежуточных поверхностных 

соединений 

 

 
Рис. 10.2. Изменение концентраций реагирующих веществ Рис. 10.2. Изменение концентраций реагирующих веществ

Таблица 10.1

Варианты заданий

№
 з

а-
да

н
и

я

Уравнение химической реакции
Начальные концен-
трации, мольн. доли

Значения 
констант 

скоростей

1
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Таблица 10.1 

Варианты заданий 

№ 

зада

да-

ния 

Уравнение химической реакции Начальные кон-

центрации, 

мольн. доли 

Значения 

констант 

скоростей 

1 2 3 4 

1 

 

СС5Н12(0) = 0,64 

СС2Н6(0) = 0 

СС3Н6(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС5Н12(0) = 0 

ZС2Н6 ∙ ZС3Н6(0) = 

0 

k1 = 0,43 

k2 = 0,33 

k3 = 0,21 

k−1 = 0,07 

k−2 = 0,12 

2 

 

CC4H8(0) = 0,72 

CC8H10(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС4Н8(0) = 0 

ZС8Н10(0) = 0 

k1 = 0,38 

k2 = 0,33 

k3 = 0,29 

k−1 = 0,13 

k−3 = 0,07 

3 СС3Н8(0) = 0,73 

CC2Н6(0) = 0 

СС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС3Н8(0) = 0 

k1 = 0,48 

k2 = 0,32 

k3 = 0,30 

k−1 = 0,12 

k−2 = 0,08 

Сс
5
н

12
(0) = 0,64

Сс
2
н

6
(0) = 0

Сс
3
н

6
(0) = 0

Z(0) = 1
Zс

5
н

12
(0) = 0

Zс
2
н

6
 ∙ Zс

3
н

6
(0) = 0

k
1
 = 0,43

k
2
 = 0,33

k
3
 = 0,21

k−1
 = 0,07

k−2
 = 0,12

237 
 
























































332
HHC

211
H

3311

33
HC

33
CH

2
HC

11
H

287

2

66

4

87

2

rrr
dt

dQ

rrr
dt

dQ

rrrr
dt

dQ

rr
dt

dC

rr
dt

dC

r
dt

dC

rr
dt

dC

Z

Z

Z

 

(10.11)

 
Рис. 10.1. Изменение концентраций промежуточных поверхностных 

соединений 

 

 
Рис. 10.2. Изменение концентраций реагирующих веществ 
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2

238 
 

Таблица 10.1 

Варианты заданий 

№ 

зада

да-

ния 

Уравнение химической реакции Начальные кон-

центрации, 

мольн. доли 

Значения 

констант 

скоростей 

1 2 3 4 

1 

 

СС5Н12(0) = 0,64 

СС2Н6(0) = 0 

СС3Н6(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС5Н12(0) = 0 

ZС2Н6 ∙ ZС3Н6(0) = 

0 

k1 = 0,43 

k2 = 0,33 

k3 = 0,21 

k−1 = 0,07 

k−2 = 0,12 

2 

 

CC4H8(0) = 0,72 

CC8H10(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС4Н8(0) = 0 

ZС8Н10(0) = 0 

k1 = 0,38 

k2 = 0,33 

k3 = 0,29 

k−1 = 0,13 

k−3 = 0,07 

3 СС3Н8(0) = 0,73 

CC2Н6(0) = 0 

СС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС3Н8(0) = 0 

k1 = 0,48 

k2 = 0,32 

k3 = 0,30 

k−1 = 0,12 

k−2 = 0,08 

Cc
4
h

8
(0) = 0,72

Cc
8
h

10
(0) = 0

Ch
2
(0) = 0

Z(0) = 1
Zс

4
н

8
(0) = 0

Zс
8
н

10
(0) = 0

k
1
 = 0,38

k
2
 = 0,33

k
3
 = 0,29

k−1
 = 0,13

k−3
 = 0,07

3

238 
 

Таблица 10.1 

Варианты заданий 

№ 

зада

да-

ния 

Уравнение химической реакции Начальные кон-

центрации, 

мольн. доли 

Значения 

констант 

скоростей 

1 2 3 4 

1 

 

СС5Н12(0) = 0,64 

СС2Н6(0) = 0 

СС3Н6(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС5Н12(0) = 0 

ZС2Н6 ∙ ZС3Н6(0) = 

0 

k1 = 0,43 

k2 = 0,33 

k3 = 0,21 

k−1 = 0,07 

k−2 = 0,12 

2 

 

CC4H8(0) = 0,72 

CC8H10(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС4Н8(0) = 0 

ZС8Н10(0) = 0 

k1 = 0,38 

k2 = 0,33 

k3 = 0,29 

k−1 = 0,13 

k−3 = 0,07 

3 СС3Н8(0) = 0,73 

CC2Н6(0) = 0 

СС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZС3Н8(0) = 0 

k1 = 0,48 

k2 = 0,32 

k3 = 0,30 

k−1 = 0,12 

k−2 = 0,08 

Сс
3
н

8
(0) = 0,73

Cc
2
н

6
(0) = 0

Сс
4
н

10
(0) = 0

Z(0) = 1
Zс

3
н

8
(0) = 0

k
1
 = 0,48

k
2
 = 0,32

k
3
 = 0,30

k−1
 = 0,12

k−2
 = 0,08

4

239 
 

4 СС5Н12(0) = 0,64 

Cизо-С5Н12(0) = 0 

Z(0) = 1 

Zн-С5Н12(0) = 0 

Zизо-С5Н12(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,18 

k3 = 0,14 

k−1 = 0,09 

k−2 = 0,08 

5 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8(0) = 

ZC4Н10(0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,48 

k3 = 0,38 

k−1 = 0,02 

k−2 = 0,11 

6 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8 (0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,43 

k−1 = 0,0 

k−2 = 0,11 

7 

 

CN2(0) = 0,2 

CH2(0) = 0,8 

CNH3(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZN2(0) = zN2 3H2(0) 

= 

= Z(NH3)2(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,29 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

k−1 = 0,32 

k−2 = 0,29 

8 СC3H6(0) = 0,5 

CC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k−2 = 0,01 

k−3 = 0,005 

Сс
5
н

12
(0) = 0,64

Cизо-с
5
н

12
(0) = 0

Z(0) = 1
Zн-с

5
н

12
(0) = 0

Zизо-с
5
н

12
(0) = 0

k
1
 = 0,32

k
2
 = 0,18

k
3
 = 0,14

k−1
 = 0,09

k−2
 = 0,08

5

239 
 

4 СС5Н12(0) = 0,64 

Cизо-С5Н12(0) = 0 

Z(0) = 1 

Zн-С5Н12(0) = 0 

Zизо-С5Н12(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,18 

k3 = 0,14 

k−1 = 0,09 

k−2 = 0,08 

5 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8(0) = 

ZC4Н10(0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,48 

k3 = 0,38 

k−1 = 0,02 

k−2 = 0,11 

6 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8 (0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,43 

k−1 = 0,0 

k−2 = 0,11 

7 

 

CN2(0) = 0,2 

CH2(0) = 0,8 

CNH3(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZN2(0) = zN2 3H2(0) 

= 

= Z(NH3)2(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,29 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

k−1 = 0,32 

k−2 = 0,29 

8 СC3H6(0) = 0,5 

CC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k−2 = 0,01 

k−3 = 0,005 

Сс
3
н

8
(0) = 0,73

Cс
2
н

6
(0) = 0

Cс
4
н

10
(0) = 0

Z(0) = 1
Zc

3
н

8
(0) =

Zc
4
н

10
(0) = 0

k
1
 = 0,54

k
2
 = 0,48

k
3
 = 0,38

k−1
 = 0,02

k−2
 = 0,11

6

239 
 

4 СС5Н12(0) = 0,64 

Cизо-С5Н12(0) = 0 

Z(0) = 1 

Zн-С5Н12(0) = 0 

Zизо-С5Н12(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,18 

k3 = 0,14 

k−1 = 0,09 

k−2 = 0,08 

5 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8(0) = 

ZC4Н10(0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,48 

k3 = 0,38 

k−1 = 0,02 

k−2 = 0,11 

6 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8 (0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,43 

k−1 = 0,0 

k−2 = 0,11 

7 

 

CN2(0) = 0,2 

CH2(0) = 0,8 

CNH3(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZN2(0) = zN2 3H2(0) 

= 

= Z(NH3)2(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,29 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

k−1 = 0,32 

k−2 = 0,29 

8 СC3H6(0) = 0,5 

CC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k−2 = 0,01 

k−3 = 0,005 

Сс
3
н

8
(0) = 0,73

Cс
2
н

6
(0) = 0

Cс
4
н

10
(0) = 0

Z(0) = 1
Zc

3
н

8
 (0) = 0 

k
1
 = 0,54

k
2
 = 0,43

k−1
 = 0,0

k−2
 = 0,11
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констант 
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7

239 
 

4 СС5Н12(0) = 0,64 

Cизо-С5Н12(0) = 0 

Z(0) = 1 

Zн-С5Н12(0) = 0 

Zизо-С5Н12(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,18 

k3 = 0,14 

k−1 = 0,09 

k−2 = 0,08 

5 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8(0) = 

ZC4Н10(0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,48 

k3 = 0,38 

k−1 = 0,02 

k−2 = 0,11 

6 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8 (0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,43 

k−1 = 0,0 

k−2 = 0,11 

7 

 

CN2(0) = 0,2 

CH2(0) = 0,8 

CNH3(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZN2(0) = zN2 3H2(0) 

= 

= Z(NH3)2(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,29 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

k−1 = 0,32 

k−2 = 0,29 

8 СC3H6(0) = 0,5 

CC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k−2 = 0,01 

k−3 = 0,005 

 

Cn
2
(0) = 0,2

Ch
2
(0) = 0,8

Cnh
3
(0) = 0

Z(0) = 1
Zn

2
(0) = zn

2
 3h

2
(0) =

= Z(nh
3
)

2
(0) = 0

k
1
 = 0,32

k
2
 = 0,29

k
3
 = 0,44

k
4
 = 0,25

k−1
 = 0,32

k−2
 = 0,29

8

239 
 

4 СС5Н12(0) = 0,64 

Cизо-С5Н12(0) = 0 

Z(0) = 1 

Zн-С5Н12(0) = 0 

Zизо-С5Н12(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,18 

k3 = 0,14 

k−1 = 0,09 

k−2 = 0,08 

5 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8(0) = 

ZC4Н10(0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,48 

k3 = 0,38 

k−1 = 0,02 

k−2 = 0,11 

6 СС3Н8(0) = 0,73 

CС2Н6(0) = 0 

CС4Н10(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3Н8 (0) = 0 

k1 = 0,54 

k2 = 0,43 

k−1 = 0,0 

k−2 = 0,11 

7 

 

CN2(0) = 0,2 

CH2(0) = 0,8 

CNH3(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZN2(0) = zN2 3H2(0) 

= 

= Z(NH3)2(0) = 0 

k1 = 0,32 

k2 = 0,29 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

k−1 = 0,32 

k−2 = 0,29 

8 СC3H6(0) = 0,5 

CC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k−2 = 0,01 

k−3 = 0,005 

Сc
3
h

6
(0) = 0,5

Cc
6
h

6
(0) = 0

Ch
2
(0) = 0

Z(0) = 1
Zc

3
h

6
(0) = 0

Zc
3
h

6
c

3
h

6
(0) = 0

k
1
 = 0,15

k
2
 = 0,10

k
3
 = 0,08

k−2
 = 0,01

k−3
 = 0,005

9

240 
 

9 

 

СC3H6(0) = 0,5 

ZC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6 ∙ C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,12 

10 

 

СC4H8(0) = 0,5 

СC3H6(0) = 0,5 

СC7H8(0) = 0 

СH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC4H8(0) = 0 

ZC7H8(0) = 0 

k1 = 0,2 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,1 

11 C(0) = 0,9; 10 4 н 

c 

СC2H6(0) = 0 

СC2H4(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC4H10(0) = 0 

ZC2H4(0) = 0 

k1 = 0,17 

k2 = 0,12 

k3 = 0,095 

k−1 = 0,051 

k−2 = 0,043 

12 

 

ССО(0) = 0,26 

СH2(0) = 0,85 

СCH4(0) = 0 

СH2O(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZCO(0) = ZCO ∙ 

3H2(0) = 

= zH2O = 0 

k1 = 0,23 

k2 = 0,41 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

Сc
3
h

6
(0) = 0,5

Zc
6
h

6
(0) = 0

Ch
2
(0) = 0

Z(0) = 1
Zc

3
h

6
(0) = 0

Zc
3
h

6
 ∙ c

3
h

6
(0) = 0

k
1
 = 0,15

k
2
 = 0,10

k
3
 = 0,08

k
4
 = 0,12

10

240 
 

9 

 

СC3H6(0) = 0,5 

ZC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6 ∙ C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,12 

10 

 

СC4H8(0) = 0,5 

СC3H6(0) = 0,5 

СC7H8(0) = 0 

СH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC4H8(0) = 0 

ZC7H8(0) = 0 

k1 = 0,2 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,1 

11 C(0) = 0,9; 10 4 н 

c 

СC2H6(0) = 0 

СC2H4(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC4H10(0) = 0 

ZC2H4(0) = 0 

k1 = 0,17 

k2 = 0,12 

k3 = 0,095 

k−1 = 0,051 

k−2 = 0,043 

12 

 

ССО(0) = 0,26 

СH2(0) = 0,85 

СCH4(0) = 0 

СH2O(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZCO(0) = ZCO ∙ 

3H2(0) = 

= zH2O = 0 

k1 = 0,23 

k2 = 0,41 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

Сc
4
h

8
(0) = 0,5

Сc
3
h

6
(0) = 0,5

Сc
7
h

8
(0) = 0

Сh
2
(0) = 0

Z(0) = 1
Zc

3
h

6
(0) = 0

Zc
4
h

8
(0) = 0

Zc
7
h

8
(0) = 0

k
1
 = 0,2

k
2
 = 0,10

k
3
 = 0,08

k
4
 = 0,1
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11 Реакция крекинга

240 
 

9 

 

СC3H6(0) = 0,5 

ZC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6 ∙ C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,12 

10 

 

СC4H8(0) = 0,5 

СC3H6(0) = 0,5 

СC7H8(0) = 0 

СH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC4H8(0) = 0 

ZC7H8(0) = 0 

k1 = 0,2 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,1 

11 C(0) = 0,9; 10 4 н 

c 

СC2H6(0) = 0 

СC2H4(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC4H10(0) = 0 

ZC2H4(0) = 0 

k1 = 0,17 

k2 = 0,12 

k3 = 0,095 

k−1 = 0,051 

k−2 = 0,043 

12 

 

ССО(0) = 0,26 

СH2(0) = 0,85 

СCH4(0) = 0 

СH2O(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZCO(0) = ZCO ∙ 

3H2(0) = 

= zH2O = 0 

k1 = 0,23 

k2 = 0,41 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

C(0) = 0,9; 10 4 н c
Сc

2
h

6
(0) = 0

Сc
2
h

4
(0) = 0

Z(0) = 1
Zc

4
h

10
(0) = 0

Zc
2
h

4
(0) = 0

k
1
 = 0,17

k
2
 = 0,12

k
3
 = 0,095

k−1
 = 0,051

k−2
 = 0,043

12

240 
 

9 

 

СC3H6(0) = 0,5 

ZC6H6(0) = 0 

CH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC3H6 ∙ C3H6(0) = 0 

k1 = 0,15 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,12 

10 

 

СC4H8(0) = 0,5 

СC3H6(0) = 0,5 

СC7H8(0) = 0 

СH2(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC3H6(0) = 0 

ZC4H8(0) = 0 

ZC7H8(0) = 0 

k1 = 0,2 

k2 = 0,10 

k3 = 0,08 

k4 = 0,1 

11 C(0) = 0,9; 10 4 н 

c 

СC2H6(0) = 0 

СC2H4(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZC4H10(0) = 0 

ZC2H4(0) = 0 

k1 = 0,17 

k2 = 0,12 

k3 = 0,095 

k−1 = 0,051 

k−2 = 0,043 

12 

 

ССО(0) = 0,26 

СH2(0) = 0,85 

СCH4(0) = 0 

СH2O(0) = 0 

Z(0) = 1 

ZCO(0) = ZCO ∙ 

3H2(0) = 

= zH2O = 0 

k1 = 0,23 

k2 = 0,41 

k3 = 0,44 

k4 = 0,25 

С
СО

(0) = 0,26
Сh

2
(0) = 0,85

Сch
4
(0) = 0

Сh
2
o(0) = 0

Z(0) = 1
Zco(0) =

= Zco ∙ 3h
2
(0) =

= zh
2
O = 0

k
1
 = 0,23

k
2
 = 0,41

k
3
 = 0,44

k
4
 = 0,25

Порядок выполнения работы

1.	Составить кинетическую модель гетерогенной химической реак-

ции.

2.	Выбрать метод решения системы дифференциальных уравнений.

3.	Разработать программу расчета и провести расчеты на ЭВМ.

4.	Обсудить результаты. Сделать выводы по работе.

5.	Составить отчет.

Пример

Моделирование кинетики гетерогенных химических реакций

Цели работы:

1.	Ознакомиться с методами построения кинетических моделей ге-

терогенных химических реакций.

2.	Составить кинетическую модель гетерогенной химической реак-

ции в соответствии с заданным механизмом.

3.	Выбрать численный метод и разработать программу расчета.

4.	Исследовать динамику изменения концентраций реагирующих 

веществ реакции и промежуточных соединений.
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Исходные данные

Уравнение химической реакции:

241 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
\ 

2C
3
H

8
 → C

2
H

6
 + C

4
H

10
 

252 
 

 

 

 
2C3H8 → C2H6 + C4H10  
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Запишем скорости элементарных стадий механизма по закону дей-

ствующих поверхностей: 

 

 

 

 

 

C
C3H8

 := 0,73 мольн. доли

C
C2H6

 := 0 мольн. доли

C
C4H10

 := 0 мольн. доли

z
0
 := 1 мольн. доли

z
C3H8

 := 0 мольн. доли

z
C4H10

 := 0 мольн. доли
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Запишем скорости элементарных стадий механизма по закону 

действующих поверхностей:
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Математическая модель данного химического процесса будет 

представлять собой систему дифференциальных уравнений, выра-
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жающих изменение концентраций наблюдаемых веществ и проме-

жуточных соединений во времени:
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Запишем матрицу начальных условий:
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При решении системы дифференциальных уравнений можно исполь-

зовать численные методы Эйлера и Рунге – Кутты. 

 

 

 
Приведем графически результаты исследования влияния времени 

проведения реакции на концентрацию реагирующих веществ и промежу-

точных соединений гетерогенной реакции: 

При решении системы дифференциальных уравнений можно 

использовать численные методы Эйлера и Рунге – Кутты.
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При решении системы дифференциальных уравнений можно исполь-

зовать численные методы Эйлера и Рунге – Кутты. 

 

 

 
Приведем графически результаты исследования влияния времени 

проведения реакции на концентрацию реагирующих веществ и промежу-

точных соединений гетерогенной реакции: 

Приведем графически результаты исследования влияния време-

ни проведения реакции на концентрацию реагирующих веществ и 

промежуточных соединений гетерогенной реакции (рис. 10.3, 10.4).
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Изменение концентраций реагирующих веществ по времени 

 
Изменение концентраций промежуточных поверхностных соединений 

 

Вывод: исходя из построенных кинетических кривых для гетероген-

ной реакции, наблюдаем, как именно изменяется концентрация реагирую-

Рис. 10.3. Изменение концентраций реагирующих  
веществ по времени
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Изменение концентраций реагирующих веществ по времени 

 
Изменение концентраций промежуточных поверхностных соединений 

 

Вывод: исходя из построенных кинетических кривых для гетероген-

ной реакции, наблюдаем, как именно изменяется концентрация реагирую-

Рис. 10.4. Изменение концентраций промежуточных  
поверхностных соединений

Вывод: исходя из построенных кинетических кривых для гетеро-

генной реакции, наблюдаем, как именно изменяется концентрация 

реагирующих веществ и промежуточных поверхностных соедине-

ний с течением времени.

Практическое занятие 11 
Моделирование гомогенных химических реакторов

Цели работы

1.	Составить математическую модель химического реактора.

2.	Разработать алгоритм решения системы дифференциальных 

уравнений и программу расчета основных параметров процесса.

3.	Рассчитать изменения концентраций реагирующих веществ на 

выходе из реактора и профиль температур.

4.	Исследовать влияние времени контакта на выход продуктов ре-

акций.

5.	Сравнить протекание химических реакций в реакторах идеально-

го вытеснения и идеального перемешивания.
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Классификация реакторов

Одним из основных элементов любой химико-технологической 

системы (ХТС) является химический реактор. Химическим реакто-

ром называется аппарат, в котором осуществляются химические 

процессы, сочетающие химические реакции с массо- и теплопере-

носом с целью получения определенного вещества. Типичные реак-

торы – это контактные аппараты, реакторы с механическим, пнев-

матическим и струйным перемешиванием, промышленные печи и 

т. д. От правильности выбора реактора и его совершенства зависит 

эффективность всего технологического процесса.

В химической технологии применяют всевозможные типы ре-

акторов, имеющие существенные различия. Тем не менее реакторы 

можно классифицировать по некоторым признакам:

1. В зависимости от фазового состояния реагирующих веществ 

реакторы могут быть гомогенными или гетерогенными.

2. По характеру операций загрузки и выгрузки различают реакто-

ры периодического, непрерывного и полупериодического действия.

3. По режиму движения реакционной среды или по структуре 

потоков вещества различают:

– реакторы идеального перемешивания;

– реакторы идеального вытеснения;

– реакторы с продольным перемешиванием;

– реакторы с продольным и радиальным перемешиванием;

– реакторы с комбинированной структурой потока.

4. По тепловому режиму реакторы разделяются на изотермиче-

ские, адиабатические и политропические. Изотермические реакто-

ры имеют одну постоянную температуру во всех точках реакцион-

ного пространства. Адиабатический реактор не имеет теплообмена 

с окружающей средой. Это достигается хорошей тепловой изоляци-

ей. В политропическом реакторе происходит теплообмен с окружа-

ющей средой.

5. По конструктивным признакам разделяют емкостные, труб-

чатые, комбинированные.

Приведенная классификация свидетельствует о том, что ре-

альные химические реакторы характеризуются большим числом 

свойств, поэтому при построении математической модели хими-
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ческого реактора необходимо выделить и учесть наиболее важные 

свойства, так как учесть одновременно все свойства невозможно.

Математическая модель реактора идеального перемешивания

Математическое описание реактора идеального смешения  

(рис. 11.1) характеризует изменение концентраций в реакционной 

среде во времени, которое обусловлено движением потока (гидро-

динамический фактор) и химическим превращением (кинетиче-

ский фактор). Поэтому модель реактора идеального перемешива-

ния можно построить на основании типовой модели идеального 

перемешивания с учетом скорости химической реакции.
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где Wj – скорость j-й химической реакции, 1/с; Hj – тепловой эффект j-й 

Рис. 11.1. Схема реактора идеального перемешивания

Модель идеального перемешивания представляет идеализиро-

ванный поток и является теоретической моделью. Согласно этой 

модели принимается, что поступающий в аппарат поток мгновенно 

распределяется по всему объему вследствие полного (идеального) 

перемешивания частиц среды. При этом концентрация распреде-

ленного вещества во всех точках аппарата и в потоке на выходе из 

него одинакова:

C
вх

 → C = C
вых

.                                      (11.1)

Дифференциальное уравнение модели идеального перемешива-

ния будет иметь вид:
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 – время контакта, характеризующее среднее время пребы-

вания частиц в реакторе, с; V – объем реактора, м3; υ – объемный 

расход вещества, м3/ч.
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Уравнение (11.2) описывает изменение концентраций вещества 

в зоне идеального перемешивания за счет движения потока.

Тогда, с учетом кинетического фактора, динамическая модель 

изотермического реактора идеального перемешивания непрерыв-

ного действия будет иметь вид:
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Такое уравнение записывается по каждому из компонентов, уча-

ствующих в реакции. Тогда С – концентрация i-го вещества, кмоль/м3; 

w
i
 – скорость реакций по i-му веществу, кмоль/м3.

Система приведенных уравнений является математической мо-

делью реактора идеального перемешивания с учетом изменения 

концентрации во времени (динамическая модель).
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257 
 

 
Рис. 11.1. Схема реактора идеального перемешивания 

),( вх CC
Vdt

dc



  (11.2)

где 



V  – время контакта, характеризующее среднее время пребы-

вания  

.)(1
выхвх i

i WCC
dt

dC



  (11.3)

A  B уравнение (11.3) можно записать: 

;;; вых0вх AAAA CkwCCCC   

  .1
0

0
AAA

A wCC
dt

dC



  

(11.4)

В установившемся (стационарном) режиме работы реактора 0
dt

dCi , 

  ,1
0 AAA wCC 


 

,
0

0

A

AA

C
CC 

  

.
0

0

A

AA
A C

CCx 
  

(11.5)

адиабатического реактора получим: 

, 
(11.6)

где Wj – скорость j-й химической реакции, 1/с; Hj – тепловой эффект j-й 

 уравнение (11.3) можно записать:

257 
 

 
Рис. 11.1. Схема реактора идеального перемешивания 

),( вх CC
Vdt

dc



  (11.2)

где 



V  – время контакта, характеризующее среднее время пребы-

вания  

.)(1
выхвх i

i WCC
dt

dC



  (11.3)

A  B уравнение (11.3) можно записать: 

;;; вых0вх AAAA CkwCCCC   

  .1
0

0
AAA

A wCC
dt

dC



  

(11.4)

В установившемся (стационарном) режиме работы реактора 0
dt

dCi , 

  ,1
0 AAA wCC 


 

,
0

0

A

AA

C
CC 

  

.
0

0

A

AA
A C

CCx 
  

(11.5)

адиабатического реактора получим: 

, 
(11.6)

где Wj – скорость j-й химической реакции, 1/с; Hj – тепловой эффект j-й 

                          (11.4)

В установившемся (стационарном) режиме работы реактора 

257 
 

 
Рис. 11.1. Схема реактора идеального перемешивания 

),( вх CC
Vdt

dc



  (11.2)

где 



V  – время контакта, характеризующее среднее время пребы-

вания  

.)(1
выхвх i

i WCC
dt

dC



  (11.3)

A  B уравнение (11.3) можно записать: 

;;; вых0вх AAAA CkwCCCC   

  .1
0

0
AAA

A wCC
dt

dC



  

(11.4)

В установившемся (стационарном) режиме работы реактора 0
dt

dCi , 

  ,1
0 AAA wCC 


 

,
0

0

A

AA

C
CC 

  

.
0

0

A

AA
A C

CCx 
  

(11.5)

адиабатического реактора получим: 

, 
(11.6)

где Wj – скорость j-й химической реакции, 1/с; Hj – тепловой эффект j-й 

, тогда уравнение (11.4) можно записать:

257 
 

 
Рис. 11.1. Схема реактора идеального перемешивания 

),( вх CC
Vdt

dc



  (11.2)

где 



V  – время контакта, характеризующее среднее время пребы-

вания  

.)(1
выхвх i

i WCC
dt

dC



  (11.3)

A  B уравнение (11.3) можно записать: 

;;; вых0вх AAAA CkwCCCC   

  .1
0

0
AAA

A wCC
dt

dC



  

(11.4)

В установившемся (стационарном) режиме работы реактора 0
dt

dCi , 

  ,1
0 AAA wCC 


 

,
0

0

A

AA

C
CC 

  

.
0

0

A

AA
A C

CCx 
  

(11.5)

адиабатического реактора получим: 

, 
(11.6)

где Wj – скорость j-й химической реакции, 1/с; Hj – тепловой эффект j-й 

                                      (11.5)

Используя выражения (11.4), (11.5), можно найти основные па-

раметры, характеризующие работу аппарата:

1)	τ – время пребывания исходного вещества в реакторе, от величины 

которого зависит объем аппарата (чем меньше х, тем меньше V);

2)	изменение концентрации реагирующих веществ как функцию 

f(τ), а следовательно, рассчитать степень превращения и селек-

тивность процесса.

Аналогично уравнению материального баланса реактора иде-

ального перемешивания (11.3) записывается уравнение теплового 

баланса. Так, для адиабатического реактора получим:
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Рис. 11.1. Схема реактора идеального перемешивания 
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A  B уравнение (11.3) можно записать: 
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В установившемся (стационарном) режиме работы реактора 0
dt
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адиабатического реактора получим: 

, 
(11.6)

где Wj – скорость j-й химической реакции, 1/с; Hj – тепловой эффект j-й 

,                         (11.6)

где W
j
 – скорость j-й химической реакции, 1/с; H

j
 – тепловой эф-

фект j-й химической реакции, Дж/моль; C
p

cм – теплоемкость реак-

ционной смеси, Дж/(моль ∙ K); Т
вх

 – температура на входе в реактор, 

K; Т – текущее значение температуры, K.

Теплоемкость i-го вещества, как функция температуры, описы-

вается следующим уравнением:
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Рис. 11.2. Схема потока идеального вытеснения 
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Теплоемкость смеси вычисляется по правилу аддитивности:
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где C
i
 – концентрация i-го вещества смеси, мольн. доли.

При этом зависимость константы скорости химической реак-

ции от температуры выражается уравнением Аррениуса:
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где k
i
 – константа скорости i-й химической реакции (для реакции 

первого порядка), с−1; k
i,0

 – предэкспоненциальный множитель, с−1; 

E
i
 – энергия активации i-й реакции, Дж/моль; R – универсальная 

газовая постоянная, R = 8,314 Дж/(моль ∙ K).

Для того чтобы исследовать динамический режим работы реак-

тора идеального перемешивания, т. е. проследить изменение кон-

центрации реагирующих веществ и температуры во времени на вы-

ходе из реактора, необходимо решить систему дифференциальных 

уравнений материального баланса по каждому из компонентов и 

уравнение теплового баланса.

Математическая модель реактора идеального вытеснения

Математические модели химических реакторов строятся на ос-

нове блочного принципа с использованием типовых гидродинами-

ческих моделей, учитывающих движение потоков вещества.

В соответствии с моделью идеального вытеснения принимает-

ся поршневое течение без перемешивания вдоль потока при рав-

номерном распределении концентрации вещества в направлении, 

перпендикулярном движению (рис. 11.2).
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Рис. 11.2. Схема потока идеального вытеснения

Дифференциальное уравнение модели имеет следующий вид:
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,                                      (11.10)

где С – концентрация вещества, моль/л; t – время, с; и
вх

, u
вых

 – ли-

нейная скорость потока на входе и выходе из аппарата, м/с; l – ко-

ордината (длина аппарата), м.

Математическая модель идеального вытеснения представляет 

собой дифференциальное уравнение в частных производных, так 

как концентрация изменяется во времени и пространстве. Такая 

модель называется моделью с распределенными параметрами.

Модели идеального вытеснения в первом приближении соот-

ветствуют процессы, происходящие в трубчатых аппаратах, для ко-

торых отношение длины трубы к диаметру превышает 20 либо диф-

фузионный критерий Пекле принимает значение ≈100.

Если вместо линейной скорости потока и в уравнение (11.10) 

подставить u = v/ S, то получим:
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где S – сечение зоны идеального вытеснения, м2; v – объемная ско-

рость (расход) вещества, м3/с.

Если в математической модели идеального вытеснения учесть 

источник изменения концентрации за счет химический реакции W
i
, 

то материальный баланс реактора идеального вытеснения можно 

записать в виде:
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где C
i
 – концентрация соответствующего i-го вещества; W

i
 – ско-

рость реакции по i-му веществу.

Уравнение теплового баланса адиабатического реактора идеаль-

ного вытеснения:
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Следовательно, математическое описание реактора идеального 

вытеснения характеризует изменение концентрации и температу-

ры в реакционной среде во времени и пространстве, обусловлен-

ное движением потока (гидродинамический фактор) и химическим 

превращением (кинетический фактор).

Уравнение (11.12) записывается по каждому из компонентов, 

участвующих в реакции. Например, для реакции 
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В установившемся (стационарном) режиме работы реактора тогда 
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Так как I/u = τ, то уравнения (11.16) примут вид: 
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где τ – время пребывания реагентов в зоне реактора (время контакта), с. 

Для того чтобы исследовать изменение концентрации реагирующих 

веществ и температуры в химическом реакторе, необходимо решить си-

стему дифференциальных уравнений (11.12), (11.13). 

, протекаю-

щей в изотермическом реакторе идеального вытеснения, математи-

ческая модель (динамический режим) будет иметь вид:
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Следовательно, математическое описание реактора идеального вы-

теснения характеризует изменение концентрации и температуры в реакци-

онной среде во времени и пространстве, обусловленное движением потока 

(гидродинамический фактор) и химическим превращением (кинетический 

фактор). 

Уравнение (11.12) записывается по каждому из компонентов, участ-

вующих в реакции. Например, для реакции А  B, протекающей в изотер-

мическом реакторе идеального вытеснения, математическая модель (дина-

мический режим) будет иметь вид: 
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Так как I/u = τ, то уравнения (11.16) примут вид: 
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где τ – время пребывания реагентов в зоне реактора (время контакта), с. 

Для того чтобы исследовать изменение концентрации реагирующих 

веществ и температуры в химическом реакторе, необходимо решить си-

стему дифференциальных уравнений (11.12), (11.13). 

                                           (11.16)

Так как I/u = τ, то уравнения (11.16) примут вид:

259 
 

Так как I/u = τ, то уравнения (11.16) примут вид: 

A
B

A
A

Ck
d

dC

Ck
d

dC







;
 (11.17)

,HCHCHСизоHСн 84104188

1

1
188

2




k
 

 
 

 

(11.18)

 
Рис. 11.3. Зависимость концентраций реагирующих веществ от времени 

 

                                            (11.17)

где τ – время пребывания реагентов в зоне реактора (время контак-

та), с.

Для того чтобы исследовать изменение концентрации реагиру-

ющих веществ и температуры в химическом реакторе, необходимо 

решить систему дифференциальных уравнений (11.12), (11.13).
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Исследование химического процесса, протекающего в гомогенном 
реакторе идеального смешения

Пусть в реакторе идеального смешения протекает химическая 

реакция н-октана в и-октан и в продукты крекинга:
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где −DH
1
 = −7,03 Дж/моль при (700 K) – экзотермическая реакция; 

+DH
2
 = +85,89 Дж/моль – эндотермическая реакция, или
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Математическая модель процесса, представленного реакциями 

(11.2), с учетом уравнения (11.3), может быть записана в виде сле-

дующей системы уравнений материального и теплового балансов:
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        (11.18)

с начальными условиями: при t = 0 С
А
(0) = С

А,0
, C

B
(0) = C

C
(0) = C

D
(0) 

= 0, где Р – давление в реакторе, МПа; R’ – универсальная газовая 

постоянная, R’ = 0,00845 (м3 ∙ МПа)/(кмоль ∙ K).

Так как тепловой эффект реакции (Q) равен величине энтальпии 

i-й реакции (AH
i
) с обратным знаком:

Q
i
 = −DH

i
,

тогда Q
1
 = 7,03 Дж/моль, Q

2
 = −85,89 Дж/моль.

Для решения системы дифференциальных уравнений (11.18) 

был использован метод Эйлера.

Результаты исследования динамического режима работы реак-

тора идеального перемешивания приведены на рис. 11.3, 11.4.
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Рис. 11.4. Зависимость изменения температуры от времени 
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где k1, k2 – константы скоростей реакций; СА, СВ, СС, CD – концентрации 

компонентов, кмоль/м3. 

Значения тепловых эффектов реакций и теплоемкость смеси рассчи-

тываем с использованием справочных данных. 

Систему дифференциальных уравнений (11.20) решим с использова-

Рис. 11.4. Зависимость изменения температуры от времени

На основании полученных результатов можно судить об изме-

нении концентрации веществ и температуры в реакторе идеального 

смешения, рассчитать степень превращения компонентов.

Результаты расчетов необходимо представить в графическом 

виде.

Исследование химического процесса, протекающего в реакторе 
идеального вытеснения в стационарном режиме

Исследование закономерностей протекания химической реак-

ции в реакторе идеального вытеснения методом математического 

моделирования заключается в определении концентраций реагиру-

ющих веществ на выходе из реактора и температуры потока в зави-

симости от времени контакта.
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Пусть в реакторе идеального вытеснения (РИВ) протекает хи-

мическая реакция
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тываем с использованием справочных данных. 
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                               (11.19)

Так как в реакторе вытеснения состав реагентов и температура 

потока изменяются по длине (или времени контакта) аппарата, про-

цесс в нем описывается системой дифференциальных уравнений 

(11.12), (11.13).

Тогда математическая модель химического процесса может быть 

записана в виде следующей системы уравнений материального и те-

плового балансов (режим работы реактора – стационарный):
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где k1, k2 – константы скоростей реакций; СА, СВ, СС, CD – концентрации 

компонентов, кмоль/м3. 

Значения тепловых эффектов реакций и теплоемкость смеси рассчи-

тываем с использованием справочных данных. 
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               (11.20)

где k
1
, k

2
 – константы скоростей реакций; С

А
, С

В
, С

С
, C

D
 – концентра-

ции компонентов, кмоль/м3.

Значения тепловых эффектов реакций и теплоемкость смеси 

рассчитываем с использованием справочных данных.

Систему дифференциальных уравнений (11.20) решим с ис-

пользованием метода Эйлера.
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нием метода Эйлера. 

 
Рис. 11.5. Изменение концентрации компонентов в реакторе идеального 

вытеснения от времени контакта 

 
Рис. 11.6. Зависимость изменения температуры в реакторе идеального 

вытеснения от времени контакта 

Рис. 11.5. Изменение концентрации компонентов в реакторе идеального 
вытеснения от времени контакта
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Рис. 11.7. Зависимость степени превращения от времени контакта 

 

Таблица 11.1 

Варианты заданий 
№ 
п/п 

Тип реакции Исходная 
концентра-
ция, 
кмоль/м3 

Кон-
станты 
скоро-
сти 

Энергии 
актива-
ции, 
кДж/моль 

Тем
пе-

рату
ту-
ра, 
K1  СС8Н18 = 

0,0388 
k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

610 

2  Сн-С7Н1 = 
0,0343 

k1 = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

690 

3  СС2Н4 = 
0,0296 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

800 

4  СС2Н6 = 
0,0175; 
СС4Н10 = 
0,0117 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

810 

Рис. 11.7. Зависимость степени превращения от времени контакта
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10
 = 0,0117

k
1
 = 0,54

k
2
 = 0,12

E
1
 = 96,14

E
2
 = 83,60

810

5

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
5
н

10
 = 0,0166

Ch
2
 = 0,0166

k
1
 = 0,5

k
2
 = 0,2

E
1
 = 101,21

E
2
 = 115,05

710

6

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
6
h

14
 = 0,0338 k

1
 = 0,4

k
2
 = 0,2

E
1
 = 75,13

E
2
 = 94,18

700

7

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
6
h

14
 = 0,0394 M = 0,2

k
2
 = 0,4

E
1
 = 95,31

E
2
 = 76,17

600
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№ 
п/п

Тип реакции
Исходная кон-

центрация,
кмоль/м3

Кон-
станты 
скоро-

сти

Энергии 
активации,
кДж/моль

Те
м

п
ер

ат
ур

а,
 K

8

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
6
h

14
 = 0,0328 k

1
 = 0,3

k
2
 = 0,2

k
3
 = 0,1

E
1
 = 79,64

E
2
 = 83,23

E
3
 = 107,11

720

9

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
6
h

14
 = 0,0358 k

х
 = 0,25

k
2
 = 0,10

k
3
 = 0,25

E
1
 = 87,23

E
2
 = 104,75

E
3
 = 78,61

660

10

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
8
h

18
 = 0,036 k

1
 = 0,12

k
2
 = 0,80

E
1
 = 94,2

E
2
 = 81,2

620

11

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Сc
7
h

16
 = 0,028 k

i
 = 0,18

k
2
 = 0,29

E
1
 = 95,11

E
2
 = 122,76

650

12

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
2
h

4
 = 0,0316 k

1
 = 0,38

k
2
 = 0,14

k
3
 = 0,11

E
1
 = 59,48

E
2
 = 162,57

E
3
 = 157,12

760

13

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Cc
2
h

6
 = 0,016

Cc
4
h

10
 = 0,016

k
1
 = 0,54

k
2
 = 0,12

E
1
 = 96,14

E
2
 = 83,60

790

14

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

700 

7  CC6H14 = 
0,0394 

M = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

600 

8  CC6H14 = 
0,0328 

k1 = 0,3 
k2 = 0,2 
k3 = 0,1 

E1 = 79,64 
E2 = 83,23 
E3 = 
107,11 

720 

9  CC6H14 = 
0,0358 

kх = 0,25 
k2 = 0,10 
k3 = 0,25 

E1 = 87,23 
E2 = 
104,75 
E3 = 78,61 

660 

10  CC8H18 = 
0,036 

k1 = 0,12 
k2 = 0,80 

E1 = 94,2 
E2 = 81,2 

620 

11  СC7H16 = 
0,028 

ki = 0,18 
k2 = 0,29 

E1 = 95,11 
E2 = 
122,76 

650 

12  CC2H4 = 
0,0316 

k1 = 0,38 
k2 = 0,14 
k3 = 0,11 

E1 = 59,48 
E2 = 
162,57 
E3 = 
157,12 

760 

13  CC2H6 = 
0,016 
CC4H10 = 
0,016 

k1 = 0,54 
k2 = 0,12 

E1 = 96,14 
E2 = 83,60 

790 

14  СС5H10–0,017 
СH2 = 0,014 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

15  СС6H14 = 
0,0286 

k1 = 0,4 
k2 = 0,2 

E1 = 75,13 
E2 = 94,18 

680 

16  СС6H14 = 
0,0283 

k1 = 0,2 
k2 = 0,4 

E1 = 95,31 
E2 = 76,17 

580 

 

Сс
5
h

10
–0,017

Сh
2
 = 0,014

k
1
 = 0,5

k
2
 = 0,2

E
1
 = 101,21

E
2
 = 115,05

710

15

263 
 

5  CC5Н10 = 
0,0166 
CH2 = 0,0166 

k1 = 0,5 
k2 = 0,2 

E1 = 
101,21 
E2 = 
115,05 

710 

6  CC6H14 = 
0,0338 
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Порядок выполнения работы

1.	В соответствии с заданием составить математическое описание 

химического реактора.

2.	Разработать алгоритм и программу расчета.

3.	Провести расчеты изменения концентраций веществ, температу-

ры, степени превращения от времени и времени контакта.

4.	Полученные результаты оформить в виде таблиц и графиков.

5.	Составить отчет о проделанной работе.

Содержание отчета

1.	Представить математическую модель реактора со всеми параме-

трами, алгоритм и описание программы.

2.	Обосновать выбор численного метода решения математической 

модели.

3.	Представить таблицы и графики, обсуждение результатов, сде-

лать выводы по проделанной работе.

Пример 1. Моделирование стационарного процесса химического 

превращения в трубчатом реакторе в изотермических условиях

Рассмотрим моделирование и расчет трубчатого реактора, в ко-

тором в изотермических стационарных условиях происходит реак-

ция по двухстадийному кинетическому механизму:
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Математическая модель реактора для любого времени пребывания – 

t в этих условиях представлена системой уравнений: 

 

 

 

 
Решение этой системы с соответствующими начальными и гранич-

ными условиями выполнено методом Рунге – Кутты. 
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Первый столбец – время. 

Второй столбец – изменение концентрации вещества А. 

Третий столбец – изменение концентрации вещества В. 

Четвертый столбец – изменение концентрации вещества D. 

Пятый столбец – изменение концентрации вещества E. 

Результаты моделирования трубчатого реактора 

 
 
Пример 2 
Моделирование стационарного процесса сульфирования нафта-

лина в реакторе непрерывного действия с мешалкой 

Первый столбец – время.

Второй столбец – изменение концентрации вещества А.
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Третий столбец – изменение концентрации вещества В.

Четвертый столбец – изменение концентрации вещества D.

Пятый столбец – изменение концентрации вещества E.

Результаты моделирования трубчатого реактора
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Пример 2. Моделирование стационарного процесса сульфирования 

нафталина в реакторе непрерывного действия с мешалкой

В реакторе непрерывного действия с мешалкой в изотермиче-

ских стационарных условиях проводится процесс сульфирования 

нафталина серной кислотой:
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Согласно уравнению Аррениуса, константа скорости реакции равна: 
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Вывод: таким образом, при решении системы кинетических 

дифференциальных уравнений концентрации веществ при стаци-

онарном (установившемся) режиме протекания процесса сульфи-

рования нафталина в реакторе непрерывного действия с мешал-

кой получились следующими: концентрация нафталина (n) равна 

0.358 моль/л, воды (w) – 2.261 моль/л, сульфокислоты нафталина 

(α) – 0.718 моль/л, сульфокислоты нафталина (изомера) (β) – 1.143 

моль/л, дисульфокислоты нафталина (d) – 0.219 моль/л и сульфиру-

ющего агента – 6.139 моль/л.

Практическое занятие 12 
Математическое моделирование технических систем

Моделирование реактора емкостного типа с перемешиванием  
для производства пиразолина

Реактор идеального смешения периодический, называемый со-

кращенно РИС-П, представляет собой аппарат с мешалкой, в кото-

рый периодически загружаются реагенты. В таком реакторе созда-

ется весьма интенсивное перемешивание, поэтому в любой момент 

времени концентрация реагентов одинакова во всем объеме аппара-

та и изменяется лишь во времени, по мере протекания химической 

реакции. Такое перемешивание можно считать идеальным, отсюда 

и название реактора.

Реагенты загружаются в начале операции. При этом процесс 

слагается из трех стадий: загрузки сырья, его обработки (химическо-

го превращения) и выгрузки готового продукта. После проведения 

всех этих операций они повторяются вновь. Продолжительность од-

ного цикла, проводимого в периодическом реакторе, определяется 

по уравнению:
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где τп – полное время цикла; τ – рабочее время, затраченное на проведение 

химической реакции; τвсп – вспомогательное время. 
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где τ1 – время загрузки аппарата, ч; τ2 – время подготовки исходных ве-

ществ к реакции, ч; τ3 – время подготовки к выгрузке продукта, ч; τ4 – вре-

мя выгрузки готового продукта, ч; τ5 – время подготовки реактора к оче-

редному циклу, ч. 

 

 

 

 

 
Необходимо определить время, в течение которого протекает реак-

ция. 

Для этого запишем схему уравнение химической реакции: 
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Запишем скорость по закону действующих масс: 

 

где τ
п
 – полное время цикла; τ – рабочее время, затраченное на про-

ведение химической реакции; τ
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 – вспомогательное время.
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где τ
1
 – время загрузки аппарата, ч; τ

2
 – время подготовки исходных 

веществ к реакции, ч; τ
3
 – время подготовки к выгрузке продукта, 
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ч; τ
4
 – время выгрузки готового продукта, ч; τ

5
 – время подготовки 

реактора к очередному циклу, ч.

t
1
 := 0,5

t
2
 := 2

t
3
 := 0,5

t
4
 := 0,5

t
5
 := 3,5

Необходимо определить время, в течение которого протекает 

реакция.

Для этого запишем схему уравнения химической реакции:
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Математическая модель данного химического процесса будет 

представлять собой систему дифференциальных уравнений, выража-

ющих изменение концентраций наблюдаемых веществ во времени:
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Составим систему дифференциальных уравнений:
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Составим систему дифференциальных уравнений: 

 

 

 
Первый столбец таблицы соответствует времени τ от начала ре-

акции, с.

Второй – С
А
.

Третий – С
В
.

Четвертый – С
С
.

Приведем графически результаты исследования влияния време-

ни проведения реакции на концентрацию реагирующих и образую-

щихся веществ (рис. 12.1).

Таким образом, полученные графические результаты позволяют 

сделать вывод об оптимальном времени проведения процесса с це-

лью получения целевого продукта С, а именно: с увеличением про-

должительности реакции концентрация этого продукта будет расти 

до тех пор, пока она не станет практически неизменной, а это на-

блюдается практически после 300 секунд.
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Рис. 12.1. График зависимости изменения концентрации исходных веществ 

и продукта реакции от времени 

 

Таким образом, полученные графические результаты позволяют сде-

лать вывод об оптимальном времени проведения процесса с целью полу-

чения целевого продукта С, а именно: с увеличением продолжительности 

реакции концентрация этого продукта будет расти до тех пор, пока она не 

станет практически неизменной, а это наблюдается практически после 300 

секунд. 

В литературных источниках, в которых описана методика проведе-

ния данной реакции, рекомендовано оставить полученную смесь на 12 ча-

сов. Такой же вывод был сделан при проведении нами лабораторных ис-

следований. Следовательно, время проведения химического процесса τ со-

ставит 12 часов (  ). 

Рис. 12.1. График зависимости изменения концентрации исходных 
веществ и продукта реакции от времени

В литературных источниках, в которых описана методика про-

ведения данной реакции, рекомендовано оставить полученную 

смесь на 12 часов. Такой же вывод был сделан при проведении нами 

лабораторных исследований. Следовательно, время проведения хи-

мического процесса τ составит 12 часов (t := 12 ч).

t
вcп

 := t
1
 + t

2
 + t

3
 + t

4
 + t

5

t
п
 := t + t

вcп

Общий объем реактора периодического действия определяем по 

формуле
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Общий объем реактора периодического действия определяем по 

формуле 

. 

 кг/ч – производительность аппарата по загрузке; 

 – коэффициент заполнения аппарата; 

 кг/м3 – плотность реакционной массы; 

. 

Подставляя соответствующие величины, получим: 

. 

Основываясь на ГОСТ 24000-97, подобран вертикальный аппарат с 

элипсоидным днищем и плоской крышкой на рабочее давление 0,6 МПа, 

объемом 0,063 м3, с внутренним диаметром 500 мм и высотой 360 мм. 

 

Моделирование процесса превращения нитробензола до анилина 
в трубчатом реакторе 

Данный процесс описывается уравнением 

С6Н5NO2 ---[H]---> C6H5NH2. 

Данная реакция каталитического гидрирования проводится при 450 

°С и открывает доступ к сильному синтону – анилину. Данное соединение 

позволяет получать разнообразные функциональные производные, кото-

рые обладают в том числе биологической активностью, тем самым вызы-

вая интерес к процессу получения анилина. 

.
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вая интерес к процессу получения анилина. 

 := 31.10 кг/ч – производительность аппарата по загрузке;

j := 0.4 – коэффициент заполнения аппарата;

r := 1010 кг/м3 – плотность реакционной массы;
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рые обладают в том числе биологической активностью, тем самым вызы-

вая интерес к процессу получения анилина. 

.

Подставляя соответствующие величины, получим:

V
T
 = 0,061 м3.

Основываясь на ГОСТ 24000-97, подобран вертикальный аппа-

рат с элипсоидным днищем и плоской крышкой на рабочее давле-

ние 0,6 МПа, объемом 0,063 м3, с внутренним диаметром 500 мм и 

высотой 360 мм.
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Моделирование процесса превращения нитробензола  
до анилина в трубчатом реакторе

Данный процесс описывается уравнением

С
6
Н

5
NO

2
 ---[H]---> C

6
H

5
NH

2
.

Данная реакция каталитического гидрирования проводится при 

450 °С и открывает доступ к сильному синтону – анилину. Данное 

соединение позволяет получать разнообразные функциональные 

производные, которые обладают в том числе биологической актив-

ностью, тем самым вызывая интерес к процессу получения анилина.

Моделирование процесса восстановления в трубчатом реакторе 

позволит более детально оценить изменение рабочей температуры и 

степени превращения по длине реактора.

Цель проекта: провести математическое моделирование процес-

са превращения нитробензола до анилина в трубчатом реакторе с 

применением ПО Mathcad.

Задачи проекта:

– определить входные данные;

– написать программу для расчета на языке Mathcad;

– сделать выводы.

Выполнение проекта

Уравнения математического описания имеют следующий вид:
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.

Решение уравнений, заданных в блоке «математического опи-

сания», сводятся к решению задачи Коши. В программном пакете 

Mathcad возможно несколько вариантов решения данной задачи. 

Одним из них является метод Рунге – Кутты. Именно данным мето-

дом мы воспользуемся в данной проектной работе.

Для этого сначала введем исходные данные по реактору, его на-

полнению, пористости катализатора и др., согласно выбранному 

варианту задания:

P:=1 Tx:=400 F0:=65.9 FA0:=1 Hr:=−152100
E:=2598 k0:=5.79∙10−4 cp:=6.2 U:=8.67 d:=3
ɛ:=0.424 m:=FA0/F0 Tbx:=450 S:=π∙d2/4∙ɛ R:=82.06

c:=F0∙cp x:=(

277 
 

Скорость реакции определяется по формуле 

. 

Решение уравнений, заданных в блоке «математического описания», 

сводятся к решению задачи Коши. В программном пакете Mathcad воз-

можно несколько вариантов решения данной задачи. Одним из них являет-

ся метод Рунге – Кутты. Именно данным методом мы воспользуемся в 

данной проектной работе. 

Для этого сначала введем исходные данные по реактору, его напол-

нению, пористости катализатора и др., согласно выбранному варианту за-

дания: 

P:=1 Tx:=400 F0:=65.9 FA0:=1 Hr:=−152100 

E:=2598 k0:=5.79∙10−4 cp:=6.2 U:=8.67 d:=3 

ɛ:=0.424 m:=FA0/F0 Tbx:=450 S:=π∙d2/4∙ɛ R:=82.06 

c:=F0∙cp x:=(  ) x1:=450 x2:=0  

ORIGIN:=1 

Описываем изменения степени превращения и температуры по вре-

мени на языке Mathcad в соответствии с принятыми обозначениями 

 

) x1:=450 x2:=0

ORIGIN:=1

Описываем изменения степени превращения и температуры по 

времени на языке Mathcad в соответствии с принятыми обозначе-

ниями

277 
 

Скорость реакции определяется по формуле 

. 

Решение уравнений, заданных в блоке «математического описания», 

сводятся к решению задачи Коши. В программном пакете Mathcad воз-

можно несколько вариантов решения данной задачи. Одним из них являет-

ся метод Рунге – Кутты. Именно данным методом мы воспользуемся в 

данной проектной работе. 

Для этого сначала введем исходные данные по реактору, его напол-

нению, пористости катализатора и др., согласно выбранному варианту за-

дания: 

P:=1 Tx:=400 F0:=65.9 FA0:=1 Hr:=−152100 

E:=2598 k0:=5.79∙10−4 cp:=6.2 U:=8.67 d:=3 

ɛ:=0.424 m:=FA0/F0 Tbx:=450 S:=π∙d2/4∙ɛ R:=82.06 

c:=F0∙cp x:=( ) x1:=450 x2:=0  

ORIGIN:=1 

Описываем изменения степени превращения и температуры по вре-

мени на языке Mathcad в соответствии с принятыми обозначениями 

 

;

.



— 254 —

278 
 

 

   
График изменения температуры по длине реактора: 

 
График изменения степени превращения по длине реактора: 

 
Изменение концентрации нитробензола по длине реактора: 

График изменения температуры по длине реактора:

278 
 

 

   
График изменения температуры по длине реактора: 

 
График изменения степени превращения по длине реактора: 

 
Изменение концентрации нитробензола по длине реактора: 

График изменения степени превращения по длине реактора:

278 
 

 

   
График изменения температуры по длине реактора: 

 
График изменения степени превращения по длине реактора: 

 
Изменение концентрации нитробензола по длине реактора: 



— 255 —

Изменение концентрации нитробензола по длине реактора:
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Вывод: в рамках данной проектной работы было проведено модели-

рование процесса превращения нитробензола в анилин в присутствии ка-

тализатора в трубчатом реакторе. Для изучаемого процесса были подобра-

ны математические уравнения для описания зависимостей температуры и 

степени превращения от длины реактора, а также изменение концентрации 

нитробензола по длине реактора. Можно прийти к заключению, что темпе-

ратура и степень превращения возрастают линейно по длине реактора, а 

концентрация нитробензола линейно убывает. Если взять во внимание не-

полную степень превращения при заданной длине реактора, можно пред-

положить, что надо изменить температурный режим или длину реактора. 

Моделирование динамических режимов реактора получения по-
лиэтилена при высоком давлении 

Материальный баланс по этилену: 

. 

Материальный баланс по кислороду: 

. 

Константы скорости расхода мономера и расхода инициатора (кис-

лорода) описываются следующими зависимостями: 
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Моделирование динамических режимов реактора получения 
полиэтилена при высоком давлении

Материальный баланс по этилену:
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Расчетные данные:
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Моделирование процесса управления скоростью подачи субстра-

та в биохимических системах 
Исходные данные: 
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Моделирование процесса управления скоростью подачи субстрата  
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Математическое описание теплообменного аппарата 

 

 
Уравнения теплового баланса для пяти сечений с учетом двусторон-

него определения производной каждой температуры по длине аппарата 
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Изменения температур потоков в ТОА в соответствующем сечении 

во времени. 

1 сечение 

 
2 сечение 
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3 сечение
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Результаты моделирования 

    

    

   

   

  
Результаты изменения температур потоков по длине ТОА. 
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Заключение 

Данная математическая модель может применяться для проектного 

расчета теплообменного аппарата с целью установления оптимальной 

площади теплообмена и необходимой температуры хладагента на входе на 

основании заданных технологической схемой производства параметров: 

известной входной температурой и необходимой выходной температурой 

теплоносителя. 

Для рассмотренного в качестве примера производства полиэтилена 

высокого давления необходимо охлаждение непрореагировавшего этилена 

с температуры 80 °С до температуры 30–40 °С. Распространенным хлада-

гентом для данных условий является вода (температура на входе 20 °С). 

Определены параметры теплообменника для данных условий: длина теп-

лообменника 1,4 м, площадь теплообмена 17,86 м2, скорости потоков 0,7 

м/с. 

 
ВОПРОСЫ ДЛЯ ИТОГОВОГО КОНТРОЛЯ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 

1. Понятия моделирования, модели. 

2. Виды моделирования, виды моделей. Классификация моделей. 

3. Математическое моделирование, математические модели. 

Формы представления математических моделей. Структурные схемы и ме-

тоды их преобразования. 

Заключение. Данная математическая модель может применяться 

для проектного расчета теплообменного аппарата с целью установ-

ления оптимальной площади теплообмена и необходимой темпера-

туры хладагента на входе на основании заданных технологической 

схемой производства параметров: известной входной температурой 

и необходимой выходной температурой теплоносителя.

Для рассмотренного в качестве примера производства поли-

этилена высокого давления необходимо охлаждение непрореаги-

ровавшего этилена с температуры 80 °С до температуры 30–40 °С. 
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Распространенным хладагентом для данных условий является вода 

(температура на входе 20 °С). Определены параметры теплообмен-

ника для данных условий: длина теплообменника 1,4 м, площадь 

теплообмена 17,86 м2, скорости потоков 0,7 м/с.
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Вопросы для итогового контроля по дисциплине

1.	Понятия моделирования, модели.

2.	Виды моделирования, виды моделей. Классификация моделей.

3.	Математическое моделирование, математические модели. Фор-

мы представления математических моделей. Структурные схемы 

и методы их преобразования.

4.	Связь между различными формами представления математиче-

ских моделей.

5.	Системный синтез. Составление модели сложного технологиче-

ского объекта как сложной системы на основе системного анали-

за и синтеза.

6.	Учет взаимодействия объекта моделирования со средой.

7.	Основные статистические характеристики физических процессов. 

Постановка задачи статистического моделирования систем.

8.	Методы и алгоритмы моделирования случайных процессов с за-

данными статистическими характеристиками.

9.	Методы обработки результатов моделирования. Особенности по-

лунатурного моделирования систем.

10.	Построение статических и динамических моделей. Построение 

эмпирических моделей. Линейный регрессионный анализ для 

построения эмпирических моделей.

11.	Понятия функции отклика и факторов. Основные допущения 

регрессионного анализа.

12.	Формулировка задачи аппроксимации. Критерий метода наи-

меньших квадратов. Решение задачи аппроксимации.

13.	Основные положения теории планирования экспериментов: пол-

ный факторный эксперимент (ПФЭ) и обработка его результатов.

14.	В чем преимущество активного эксперимента?

15.	Какие переменные называются факторами?

16.	Что такое факторное пространство?

17.	Дайте понятие поверхности отклика.

18.	В виде какого уравнения чаще представляются уравнения ре-

грессии?

19.	Какие методы расчета коэффициентов уравнения регрессии вы 

знаете?
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20.	Поясните сущность метода наименьших квадратов.

21.	Что такое сила линейной связи, и как она определяется для урав-

нения линейной регрессии от данного параметра?

22.	По какому критерию проверяется адекватность уравнения?

23.	Что такое трансцендентная регрессия, и когда она применяется?

24.	Как определяется теснота нелинейной связи?

25.	Что такое выборочный коэффициент корреляции?

26.	Что такое уровень плана?

27.	Как определить количество опытов в полном факторном экспе-

рименте?

28.	Как рассчитываются коэффициенты уравнения регрессии по ре-

зультатам полного факторного эксперимента?

29.	В чем заключается оценка значимости уравнения регрессии?

30.	Уравнения каких элементарных процессов входят в математиче-

ское описание?

31.	Что такое модель идеального смешения?

32.	Что такое модель идеального вытеснения?

33.	Чем отличаются диффузионные модели от моделей идеального 

вытеснения?

34.	Для каких аппаратов может быть применена ячеечная модель?

35.	Что такое время пребывания частицы в аппарате?

36.	Для чего используются допущения при составлении математиче-

ского описания?

37.	Какие допущения принимаются при моделировании теплооб-

менных аппаратов?

38.	Какие элементарные модели используются для математического 

описания теплообменных аппаратов?

39.	Какие виды теплообменных аппаратов вы знаете?

40.	Какие допущения принимаются при описании массообменных 

аппаратов?

41.	Какие элементарные модели используются при математическом 

описании массообменных аппаратов?

42.	Какие виды массообменных процессов вы знаете?

43.	Какие допущения принимаются при моделировании химиче-

ских реакторов?
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44.	Какие элементарные модели используются при математическом 

описании химических реакторов?

45.	Какие виды систем дифференциальных уравнений могут быть 

решены с помощью ЭВМ?

46.	Какие численные методы решения дифференциальных уравне-

ний и систем дифференциальных уравнений вы знаете?

47.	Каким образом можно получить передаточную функцию из диф-

ференциального уравнения?

48.	Блоки сложного процесса системы – основа для построения 

структуры сложного процесса в технологическом объекте.

49.	Реакторы с неподвижным слоем катализатора, работающие в 

адиабатическом режиме с аксиальным и радиальным потоками 

реагентов.

50.	Различные типы тепловых режимов.

51.	Алгоритмы решения уравнений моделей.

52.	Модель идеального вытеснения – основная модель реакторов 

змеевикового типа.

53.	Условия применимости модели идеального вытеснения.

54.	Модель идеального вытеснения – основная модель реакторов 

змеевикового типа. Условия применимости модели идеального 

вытеснения.

55.	Математическая модель абсорбера с распылением жидкой фазы.
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