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АННОТАЦИЯ 

Целью дипломной работы является выявление методических особенно-

стей обучения решению алгебраических уравнений с параметрами в курсе       

алгебры основной общеобразовательной школы. 

Решение задач с параметрами является одним из наиболее сложных 

разделов математики в основной школе. При решении задач с параметрами 

необходимо не только хорошо знать методы решения уравнений, систем 

уравнений и неравенств, но и необходимо уметь проводить логические по-

строения. 

Бакалаврская работа состоит из введения, двух глав, заключения, списка 

литературы и Приложений. 

Глава I бакалаврской работы содержит теоретические основы обучения 

теме «Уравнения с параметрами» в курсе алгебры основной школы. Изучено 

понятие уравнения с параметром, основные виды таких уравнений. Приведе-

ны цели обучения теме «Уравнения с параметром» и ее место в школьном 

курсе математики. Выполнен анализ теоретического и задачного материалов 

школьных учебников по алгебре 7-9 классов.  

В Главе II представлены методические аспекты обучения решению       

алгебраических уравнений с параметрами в курсе алгебры основной школы. 

Раскрыты методические рекомендации по теме исследования. Рассмотрены    

задачи основного государственного экзамена, системы задач по теме «Урав-

нения с параметрами» в курсе алгебры основной школы. 

Список литературы содержит 59 наименований. 

Объем работы составляет 73 страницы. 
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ABSTRACT 

The teaching method for solving algebraic equations with parameters in the 

course of the algebra of the basic school. 

The thesis is devoted to the identification of methodological peculiarities of 

how to teach the solution of algebraic equations with parameters in the secondary 

school algebra course, the development of methodological recommendations for 

studying this topic by students of grades 5-9 and relevant systems of tasks. 

In studies this topic is considered mainly one-sided, thus additional method-

ological development is necessary which would take into consideration the specif-

ics of mathematical tasks, that are supposed to form the corresponding concepts in 

the school course of algebra. 

The first chapter of the thesis is devoted to theoretical basics of teaching the 

subject "Equations with parameters" in the course of algebra of the secondary 

school. The definition of an equation with a parameter and the main types of such 

equations are considered. The aims of teaching methods of the topic "Equations 

with a parameter" and their place in the school course of mathematics are exam-

ined. The analysis of theoretical and practical materials of school math’s textbooks 

for grades 7-9 is accomplished. 

The second chapter presents the methodological aspects of teaching the solu-

tion of algebraic equations with parameters in the course of algebra secondary 

school. Methodological recommendations on the researched topic are provided. 

The tasks of the Main State Examination and the system of tasks on the topic 

"Equations with parameters" in the course of algebra in secondary school are con-

sidered. 

The conclusion contains the summary and the results of the study. 

The thesis consists of 84 pages, containing 1 table, 4 figures, a list of 59 refer-

ences including foreign sources, and 4 appendices.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность исследования. «Решение уравнений с параметрами - 

это один из наиболее сложных разделов математики в основной школе. При 

решении задач с параметрами важно владеть навыками применения различ-

ных методов для решения уравнений, систем уравнений, уметь проводить ло-

гические построения, быть внимательными для того, чтобы не потерять ре-

шения» [59]. 

Задания с параметрами часто встречаются в олимпиадах по математи-

ке. Ученые установили, что результаты в изучаемой области медленнее до-

стигаются после долгого опыта и близкого знакомства с математическими 

объектами, а окружающая среда олимпиад благотворно действует на концен-

трацию внимания учащихся, их вдохновение для решения задач [56; 57]. 

М.Г. Гунашева в статье [10, С. 200] отмечает, что  «рассматривать ре-

шения уравнений с параметрами полезно тогда, когда формулируются общие 

свойства, присущие не одному конкретному уравнению, а классу уравне-

ний».  

Исследователи в области теории и методики обучения математике под-

черкивают важность обучения учащихся методам решения уравнений с па-

раметрами, так как задания такого рода содержаться в ЕГЭ, олимпиадных за-

даниях [54, С. 75].  

Проблема исследования состоит в выявлении методических особен-

ностей обучения решению алгебраических уравнений с параметрами в курсе      

алгебры основной школы. 

Объект исследования: процесс обучения алгебре в основной школе. 

Предмет исследования: методика обучения учащихся теме «Уравне-

ния с параметрами» в курсе алгебры основной школы. 

Цель работы: выявить методические особенности обучения решению 

алгебраических уравнений с параметрами в курсе алгебры основной школы и 

разработать системы задач по теме исследования. 
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Основные задачи исследования: 

1. Определить понятие уравнения с параметром и выделить виды ал-

гебраических уравнений с параметром.  

2. Выявить основные цели обучения теме «Уравнения с параметрами»     

в курсе алгебры основной школы и ее роль при изучении математики. 

3. Рассмотреть содержание теоретического материала по данной теме      

в учебниках алгебры основной школы. 

4. Проанализировать задачный материал по теме исследования в учеб-

никах алгебры 7-9 классов. 

5. Представить методические рекомендации по обучению решению        

алгебраических уравнений с параметрами в курсе алгебры основной школы. 

6. Рассмотреть задачи ОГЭ по теме «Уравнения с параметрами» в курсе 

алгебры основной школы. 

7. Разработать системы задач по теме исследования. 

Для решения поставленных задач были использованы следующие          

методы исследования: анализ методической литературы; анализ школьных 

программ и учебников; изучение опыта работы учителей математики.  

Теоретическая значимость исследования состоит в том, что в нем 

выявлены методические особенности обучения теме «Алгебраические урав-

нения с параметрами» в курсе алгебры основной школы. 

Практическая значимость бакалаврской работы заключается в разра-

ботке методических рекомендаций по обучению учащихся решению алгеб-

раических уравнений с параметрами в курсе алгебры основной школы и си-

стем задач, направленных на обучение их приемам и методам решения дан-

ных уравнений, которые могут быть использованы в работе учителями мате-

матики и студентами педагогических направлений подготовки. 

Апробация результатов исследования. Теоретические выводы                 

и результаты исследования были апробированы на научной конференции 
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«Дни науки» института математики, физики и информационных технологий 

ТГУ (г. Тольятти, апрель 2018 г., диплом за 3 место на I этапе). 

На защиту выносятся:  

1. Методические рекомендации по обучению учащихся решению ал-

гебраических уравнений с параметрами в курсе алгебры основной школы.  

2. Системы задач по теме «Уравнения с параметрами» в курсе алгебры 

основной школы. 

Бакалаврская работа состоит из введения, двух глав, заключения, спис-

ка литературы и Приложений. 

Во введении сформулированы основные характеристики исследова-

ния: актуальность, проблема, объект, предмет, цель, задачи, методы исследо-

вания. 

Глава I бакалаврской работы посвящена теоретическим основам обу-

чения теме «Уравнения с параметрами» в курсе алгебры основной школы. 

Изучено понятие уравнения с параметром, основные виды таких уравнений. 

Приведены цели обучения теме «Уравнения с параметром» и ее место в 

школьном курсе математики. Выполнен анализ теоретического и задачного 

материалов школьных учебников алгебры 7-9 классов по теме.  

Глава II содержит методические аспекты обучения решению алгебра-

ических уравнений с параметрами в курсе алгебры основной школы. Раскры-

ты методические рекомендации по теме исследования. Рассмотрены задачи 

ОГЭ. Разработаны системы задач по теме «Уравнения с параметрами» в кур-

се алгебры основной школы. 

В заключении сформулированы основные результаты и выводы про-

веденного исследования. 

Список литературы содержит 59 наименований. Объем работы состав-

ляет 73 страницы. В Приложениях представлены анализ программ, типы за-

дач по теме «Уравнения с параметрами» в учебниках алгебры разных авто-

ров, ответы и указания к решению систем задач по теме исследования. 
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ГЛАВА I. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ОБУЧЕНИЯ РЕШЕНИЮ 

УРАВНЕНИЙ С ПАРАМЕТРАМИ В КУРСЕ АЛГЕБРЫ                        

ОСНОВНОЙ ШКОЛЫ 

 

§ 1. Понятие уравнения с параметром и его виды 

 

Прежде чем перейти к понятию уравнения с параметром приведем по-

нятие уравнения, опишем основные виды уравнений, изучаемых в школьном 

курсе алгебры. 

Понятие «уравнение» относится к важнейшим общематематическим 

понятиям. Существуют различные трактовки понятия «уравнение».  

Э.С. Башмаков отмечает, что «традиционное понимание понятия 

«уравнение» - это запись постановки некоторой реальной задачи. Буквы в 

уравнении – это неизвестные (а не переменные!). Главное в решении уравне-

ния – поиск способа его решения» [3, С. 3-4]. В учебниках математики поня-

тие уравнения рассматривают как: 1) равенство, содержащее неизвестное 

число; 2) равенство с переменной. После одной из данных формулировок по-

нятия уравнения приводится определение корня уравнения. Различие между 

«переменной» и «неизвестной» состоит в том, что переменная «пробегает» 

ряд значений, а неизвестное является буквенным обозначением конкретного 

числа. 

Приведем виды уравнений, которые рассматриваются в курсе алгебры 

основной школы, в учебниках различных авторов: 

I. Линейное уравнение. 

В учебниках алгебры можно выделить следующие определения поня-

тия линейного уравнения: 

1. «Линейным уравнением с одной переменной x называется уравнение 

вида ax + b = 0, где a, b – любые числа (коэффициенты) (А.Г. Мордкович,            

7 класс» [36, С. 22; 32, С. 18]). 
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2. «Уравнение вида ax = b, где x – переменная, a, b – некоторые числа, 

называется линейным уравнением с одной переменной (Ю.Н. Макарычев,          

7 класс» [23, С. 28; 21, С. 105]).  

3. «Линейным уравнением с одним неизвестным x называют уравнени-

ем, левая и правая части которого есть многочлены степени не выше первой 

относительно x или числа» (С.М. Никольский, 7 класс [42, С. 174]). 

4. «Уравнение вида ax = b, где a, b – числа, а x – переменная, называют 

линейным» (Г.В. Дорофеев, 7 класс [11, С. 111]). 

5. «Уравнение вида где a, b – заданные числа, x – переменная, называ-

ют линейным уравнением» (Ю.М. Колягин, 7 класс [16, С. 43]). 

II. Квадратное уравнение. 

Приведем определения понятия квадратного уравнения, использующи-

еся в учебниках алгебры:  

1. «Квадратным называют уравнение вида  , где коэф-

фициенты a, b, c – любые действительные числа, но  Коэффициенты a, 

b, c называют соответственно так: первый или старший коэффициент, второй 

коэффициент или коэффициент при x, свободный член» (А.Г. Мордкович, 8 

класс [38, С. 133; 34, С. 141]).  

2. «Квадратным уравнением называется уравнение вида  

 , где x – переменная, a, b, c – некоторые числа, причем » (Ю.Н. 

Макарычев, 8 класс [24, С. 118; 22, С. 174]). 

3. «Уравнение , где a, b, c – данные числа и , 

называют квадратным уравнением»  (С.М. Никольский, 8 класс [43, С. 74]). 

4. «Квадратным уравнением называется уравнение вида 

, где a, b и c – произвольные числа, причем » (Г.В. Дорофеев, 8 

класс [12, С. 123]). 

5. «Квадратным уравнением называется уравнение вида  

, где a, b, c – заданные числа,  x – неизвестное» (Ю.М. Колягин,                

8 класс [17, С. 161]). 
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III. Рациональные уравнения. 

1. «Если r(x) – рациональное выражение, то уравнение r(x)=0 называют 

рациональным уравнением» (А.Г. Мордкович, 8 класс [38, С. 147]). 

2. «Если p(x) – рациональное выражение, то уравнение p(x)=0 называ-

ют рациональным» (А.Г. Мордкович, 8 класс [33, С. 20]). 

3. «Рациональное уравнение с двумя переменными x, y – это уравнение 

вида  h(x; y) = g(x; y), где h(x; y), g(x; y) – рациональные выражения, т.е. ал-

гебраические выражения, составленные из чисел и переменных x, y с помо-

щью операций сложения, вычитания, умножения, деления и возведения с 

натуральную степень» (А.Г. Мордкович, 9 класс [40, С. 50]). 

4. «Уравнения, где левая и правая части являются рациональными вы-

ражениями. Рациональное уравнение, в котором и левая и правая части яв-

ляются целыми выражениями, называются целым. Рациональное уравнение, 

в котором левая или правая части является дробным выражением, называется 

дробным» (Ю.Н. Макарычев, 8 класс [24, С. 139]). 

5. «Если одна часть уравнения – целое выражение, а другая – дробно-

рациональное или обе части – дробно-рациональные выражения, то уравне-

ние называют дробно-рациональным уравнением» (Ю.Н. Макарычев, 8 класс         

[16, С. 213]). 

6. «Дробным рациональным уравнением называется уравнение, обе ча-

сти которого являются рациональными выражениями, причем хотя бы одно 

из них – дробным выражением» (Ю.Н. Макарычев, 9 класс [25, С. 78]). 

7. «Уравнение, левая и правая части которого есть рациональные вы-

ражения относительно x, называют рациональным уравнением с неизвестным 

x» (С.М. Никольский, 8 класс [43, С. 94]). 

IV. Иррациональные уравнения. 

1. «Если в уравнении переменная содержится под знаком корня (квад-

ратного, кубического и т.д.), то уравнение называют иррациональным»                

(А.Г. Мордкович, 8 класс [33, С. 220]). 
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2. «Если в уравнении переменная содержится под знаком квадратного 

корня, то уравнение называют иррациональным» (А.Г. Мордкович, 8 класс      

[38, С. 174]). 

3. «Уравнения называют иррациональными, если они содержат пере-

менную под знаком корня или переменную, входящую в основание степени с 

дробным показателем» (Ю.Н. Макарычев, 9 класс [26, С. 263]). 

4. «Уравнение, в котором хотя бы один член содержит неизвестное под 

знаком корня, называют иррациональным уравнением» (С.М. Никольский,          

9 класс [44, С. 104]). 

В методической литературе отсутствует единый подход к определению 

такого понятия как уравнение с параметром.  Рассмотрим различные подхо-

ды к формулировке данного понятия. 

В статье Э.С. Белямовой [4] приводится такое определение параметра: 

«Параметр (от греческого слова parametron - отмеривающий) - величина, 

значение которой служат для различения некоторого множества между со-

бой. Под областью определения уравнения f(x; a) = 0  с парамет-

ром а понимают все такие системы значений х и а, при  которых  f(x; a) имеет 

смысл». 

С.В. Арюткина [2, С. 3-4] пишет, что под задачей с параметрами в ме-

тодических пособиях понимается «задача, в которой технический и логиче-

ский ход зависят от входящих в условие величин, численные значения кото-

рых не заданы, но считают известными; эти величины называют параметра-

ми, и они могут принимать, вообще говоря, произвольные значения». 

В.В. Мирошин в пособии [30] отмечает: «При первоначальном опреде-

лении величины происходит разделение величин на постоянные и перемен-

ные (Рис. 1). Переменные величины также делятся на приоритетные – аргу-

менты и параметры». Данное разделение автор представляет следующим об-

разом: 
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В пособии А.А. Прокофьева мы встречаем следующее определение 

уравнения с параметром: «Пусть дано уравнение с двумя переменными:                  

F(x, a) = 0. Если в задаче сформулирована цель: «Для каждого значения пе-

ременной a из некоторого числового множества A решить уравнение относи-

тельно x», то выражение F(x, a) = 0 называют уравнением с переменной x и 

параметром а, а множество A – областью изменения параметра a» [47, C. 5] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Виды величин. 

 

Ю.Н. Макарычев [27, С. 161] отмечает: «Решить уравнение с парамет-

ром – это значит установить соответствие, помощью которого для каждого 

значения параметра указывается множество корней соответствующего урав-

нения». 

В учебниках Ю.Н. Макарычева [27] выделяются следующие виды урав-

нений с параметрами: 

1. «Уравнения с параметром не выше второй степени (линейные и 

квадратные уравнения, содержащие параметр). Уравнения с параметром не 

выше второй степени являются самыми распространенными в практике ито-

говых и конкурсных заданий.  

2. Дробно-рациональные уравнения, содержащие параметр, сводящиеся 

к линейным. 

Величины 

Постоянные: 

-15,7; -3; …; 0; 0,125; …; π; e; … 

Переменные: 

x, y, z, t, …, a, b, c, … 

Приоритетные переменные - 

аргументы 

Параметры 
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3. Иррациональные уравнения, содержащие параметр».  

Приведем понятие линейного уравнения с параметром, описанные в 

учебно-методической литературе: 

1. «Линейным уравнением с параметром p является уравнение вида        

Аx = B, где А и В зависят от параметра p, то есть А = А(р) = В(р)» (Е.В. Юр-

ченко, [54, С. 7]). 

2. «Линейным уравнением с параметром a относительно x называется 

уравнение вида f(a)·x=q(a), где f(a) и q(a) – функции от а, x - неизвестное» 

(П.Ф. Севрюков, [50, С. 7]). 

Ю.Н. Макарычев в учебном пособии для классов с углубленным изуче-

нием математики «Дополнительные главы к учебнику алгебры» [27, С. 160] 

дает определение понятия квадратного уравнения с параметром следующим 

образом: «В квадратном уравнении  коэффициенты a, b и c 

являются параметрами. Придавая параметру различные значения, мы будем 

получать различные уравнения с числовыми коэффициентами». Для того 

чтобы раскрыть такой вид уравнений с параметром, как дробно-

рациональные уравнения с параметром автор подробно показывает решение 

таких уравнений.  

Основными методами решения уравнений, содержащих параметр, ко-

торые рассматриваются в школьном курсе математики, являются [38, С. 74]:   

разложение на множители, метод замены переменной, графический метод.  

А.А. Прокофьев [47, С. 6] приводит алгоритм решения уравнения с па-

раметром: «Определить ограничения, налагаемые на значения неизвестного x 

и параметра a. Затем определяют формальные решения, записываемые без 

учета ограничений. Если при решении возникают контрольные значения, то 

их наносят на координатную прямую. Такие значения разбивают ОДЗ пара-

метра на подмножества. На каждом подмножестве решают заданное уравне-

ние. После этого исключают значения параметра, при которых формальные 

решения не удовлетворяют полученным ограничениям. Выписывают ответ». 
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Ю.Н. Макарычев в дополнительных главах к учебнику алгебры 8 клас-

са выделяет следующий способ решения уравнений с параметром: «в зави-

симости от допустимых значений параметра находится соответствующее 

множество корней уравнения… В ответе должно быть указано для каждого 

значения параметра, сколько корней имеет это уравнение и какого вида» [27, 

С. 191]. Автор подчеркивает, что при решении данных уравнений необходи-

мо обращать внимание на запись ответа, являющегося составной частью ре-

шения уравнения. Приведенный способ решения уравнений с параметром за-

крепляется с обучающимися при изучении определенных видов уравнений с 

параметром. 

С.А. Шестаков [53, С. 5] отмечает: «Для решения многих заданий с па-

раметрами не требуются специальные знания, алгоритмы или идеи – доста-

точно устойчивых навыков решения основных типов уравнений, умения вы-

полнять алгебраические преобразования и делать логический перебор».   

Таким образом, в методической литературе отсутствует единый подход 

к определению понятия уравнения с параметром; основными видами уравне-

ний с параметром являются линейные и квадратные уравнения, содержащие 

параметр; дробно-рациональные уравнения, содержащие параметр; иррацио-

нальные уравнения, содержащие параметр.    

 

§ 2. Цели обучения теме «Уравнения с параметрами», ее место                  

в курсе математики основной школы 

 

В курсе лекций для организации самостоятельной работы студентов      

отмечается, что линия уравнений – одна из основных содержательных линий 

математики общеобразовательной школы. Уравнения служат для задания 

функции, геометрической фигуры, для решения текстовых задач. В данном 

курсе лекций [29, С. 25-27] указано, что в методике преподавания математи-

ки выделяют три аспекта ее использования: 
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1. «Теоретико-математическая направленность данной линии состоит в 

изучении обобщенных понятий и методов, относящихся к линии уравнений. 

2. Прикладная направленность раскрывается широким использованием 

уравнения как простейшей модели математики в решении задач.  

3. Линия уравнения рассматривается как одна из основных четырех со-

держательных линий школьного курса алгебры. Этот аспект рассматривается 

как направленность на установление связей с остальным содержанием курса 

математики». 

Ю.Н. Макарычев в учебном пособии для классов с углубленным изуче-

нием математики «Дополнительные главы к учебнику алгебры» утверждает, 

что понятие параметра является важным математическим понятием, которое 

систематически используется в школьном курсе математики и в смежных 

дисциплинах. Главное, что должны усвоить учащиеся, по мнению автора, это 

то, что уравнение с параметром – это семейство уравнений, определяемых 

параметром [27, С. 191].  

А.П. Власова [7] отмечает важность изучения методов решения урав-

нений с параметрами в курсе общеобразовательной школы, напоминая о том, 

что в ЕГЭ встречаются достаточно сложные задания, которые невозможно 

решить без знаний и навыков решения стандартных заданий.  

В федеральном государственном образовательном стандарте основ-

ного общего образования [52] утверждается, что результаты изучения пред-

метной области «Математика» должны отражать: 

1) формирование представлений о математике как о методе познания 

действительности, позволяющем описывать и изучать реальные процессы и 

явления; 

2) развитие умений работать с учебным математическим текстом (ана-

лизировать, извлекать необходимую информацию), точно и грамотно выра-

жать свои мысли с применением математической терминологии и символики, 
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проводить классификации, логические обоснования, доказательства матема-

тических утверждений; 

3) развитие представлений о числе и числовых системах от натураль-

ных до действительных чисел; овладение навыками устных, письменных, ин-

струментальных вычислений; 

4) овладение символьным языком алгебры, приёмами выполнения 

тождественных преобразований выражений, решения уравнений, систем 

уравнений, неравенств и систем неравенств; умения моделировать реальные 

ситуации на языке алгебры, исследовать построенные модели с использова-

нием аппарата алгебры, интерпретировать полученный результат; 

5) овладение системой функциональных понятий, развитие умения 

использовать функционально-графические представления для решения раз-

личных математических задач, для описания и анализа реальных зависимо-

стей; 

6) развитие умений применять изученные понятия, результаты, мето-

ды для решения задач практического характера и задач из смежных дисци-

плин с использованием при необходимости справочных материалов, компь-

ютера, пользоваться оценкой и прикидкой при практических расчётах. 

В сборнике рабочих программ по алгебре Т.А. Бурмистровой [5, С. 5] 

указано, что в курсе математики содержание линии уравнений направлено на 

получение обучающимися определенных знаний об уравнениях как о содер-

жательно-методической линии основной содержательной линии «Алгебра». 

В результате изучения темы «Уравнения» в школьном курсе математи-

ки основной школы учащиеся должны: 

- знать: систему понятий линии уравнений; символьный язык алгебры; 

- уметь: работать с математическим текстом, точно и грамотно выра-

жать свои мысли в устной и письменной речи, применяя математическую 

терминологию и символику, использовать различные языки математики, 

обосновывать суждения, проводить классификацию; решать линейные и 
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квадратные уравнения, а также приводимые к ним уравнения, системы урав-

нений; применять графические представления для решения и исследования 

уравнений, систем уравнений. применять полученные умения для решения 

задач из математики  [5, С. 5-9]. 

В примерной программе основного общего образования от 8 апреля 

2015 года утверждается: «В ходе изучения линии уравнений в 7 – 9 классах 

для применения в обыденной жизни, при изучении других предметов и обес-

печения возможности благополучного продолжения образования на базовом 

уровне учащиеся должны научиться: 1. Оперировать понятиями: равенство, 

числовое равенство, уравнение, корень уравнения, решение уравнения. 2. 

Проверять справедливость числовых равенств. 3. Решать системы несложных 

линейных уравнений. 4. Проверять, является ли данное число решением 

уравнения.           5.  Решать квадратные уравнения по формуле корней квад-

ратного уравнения. 6. Составлять и решать линейные уравнения при решении 

задач, возникающих в других учебных предметах. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов: составлять и 

решать линейные уравнения при решении задач, возникающих в других 

учебных предметах» [46]. 

Учащийся получает возможность научиться в 7-9 классах для обеспе-

чения возможности благополучного продолжения образования на базовом и 

углубленном уровнях: «1. Оперировать понятиями: уравнение, корень уравне-

ния, равносильные уравнения, область определения уравнения (системы 

уравнений). 2. Решать линейные уравнения и уравнения, сводимые к линей-

ным с помощью тождественных преобразований. 3. Решать квадратные урав-

нения и уравнения, сводимые к квадратным с помощью тождественных пре-

образований. 4. Решать дробно-линейные уравнения.  5. Решать простейшие 

иррациональные уравнения вида . 6. Решать ли-

нейные уравнения с параметрами. 7. Решать несложные квадратные уравне-

ния с параметром. 8. Решать несложные системы линейных уравнений с па-
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раметрами.     9. Решать несложные уравнения в целых числах. 10. Состав-

лять и решать уравнения, их системы при решении задач других учебных 

предметов. 11. Выполнять оценку правдоподобия результатов, получаемых 

при решении различных уравнений и их систем при решении задач других 

учебных предметов.               12. Составлять и решать уравнения с парамет-

рами при решении задач других учебных предметов. 13. Составлять уравне-

ние или их систему, описывающие         реальную ситуацию или прикладную 

задачу, интерпретировать полученные результаты. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов: составлять и 

решать уравнения и их системы при решении задач других учебных предме-

тов; выполнять оценку правдоподобия результатов, получаемых при реше-

нии различных уравнений и их систем при решении задач других учебных 

предметов; составлять и решать уравнения с параметрами при решении задач 

других учебных предметов; составлять уравнение или их систему, описыва-

ющие реальную ситуацию или прикладную задачу, интерпретировать полу-

ченные результаты» [46]. 

Учащийся получает возможность научиться в 7-9 классах для обеспе-

чения возможности благополучного продолжения образования на углублен-

ном уровне: «свободно оперировать понятиями: уравнение, равносильные 

уравнения, уравнение, являющееся следствием другого уравнения, уравне-

ния, равносильные на множестве, равносильные преобразования уравнений; 

решать разные виды уравнений и их систем, в том числе некоторые уравне-

ния 3 и 4 степеней, дробно-рациональные и иррациональные; знать теорему 

Виета для уравнений степени выше второй; понимать смысл теорем о равно-

сильных и неравносильных преобразованиях уравнений и уметь их доказы-

вать; владеть разными методами решения уравнений и их систем, уметь вы-

бирать метод решения и обосновывать свой выбор; решать алгебраические 

уравнения и их системы с параметрами алгебраическим и графическим мето-
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дами; решать уравнения в целых числах; изображать множества на плоско-

сти, задаваемые уравнениями и их системами. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов: составлять и 

решать уравнения, их системы при решении задач других учебных предме-

тов; выполнять оценку правдоподобия результатов, получаемых при реше-

нии различных уравнений и их систем при решении задач других учебных 

предметов; составлять и решать уравнения с параметрами при решении задач 

других учебных предметов; составлять уравнение или их систему, описыва-

ющие реальную ситуацию или прикладную задачу, интерпретировать полу-

ченные результаты» [46]. 

Кроме того, в примерной программе основного общего образования 

указано, что в содержание курса математики в 7–9 классах входят такие темы 

как: 

«Линейное уравнение и его корни. Решение линейных уравнений. 

Линейное уравнение с параметром. Количество корней линейного уравнения. 

Решение линейных уравнений с параметром. 

Квадратное уравнение и его корни. Квадратные уравнения. Непол-

ные квадратные уравнения. Дискриминант квадратного уравнения. Формула 

корней квадратного уравнения. Теорема Виета. Теорема, обратная теореме 

Виета. Решение квадратных уравнений: использование формулы для нахож-

дения корней, графический метод решения, разложение на множители, под-

бор корней с использованием теоремы Виета. Количество корней квадрат-

ного уравнения в зависимости от его дискриминанта. Биквадратные уравне-

ния. Уравнения, сводимые к линейным и квадратным. Квадратные уравнения 

с параметром. 

Дробно-рациональные уравнения. Решение простейших дробно-

линейных уравнений. Решение дробно-рациональных уравнений.  
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Методы решения уравнений: методы равносильных преобразований, 

метод замены переменной, графический метод. Использование свойств 

функций при решении уравнений. 

Простейшие иррациональные уравнения вида f x a , f x g x . 

Уравнения вида nx a . Уравнения в целых числах. 

Системы уравнений. Уравнение с двумя переменными. Линейное 

уравнение с двумя переменными. Прямая как графическая интерпретация 

линейного уравнения с двумя переменными.  

Понятие системы уравнений. Решение системы уравнений.  

Методы решения систем линейных уравнений с двумя переменными: 

графический метод, метод сложения, метод подстановки.  

Системы линейных уравнений с параметром» [46]. 

Таким образом, подводя итог всему вышесказанному, можно сформу-

лировать следующие основные цели обучения решению уравнений с парамет-

рами в основной школе: формирование у учащихся умения проводить раз-

ветвленные логические построения, аккуратность и внимательность при опи-

сании решения уравнения с параметром; знаний, умений и навыков исполь-

зования понятийного аппарата, связанного с решением уравнений с парамет-

рами, в математике и других науках; навыков использования уравнений с па-

раметрами      в повседневной жизни; графической культуры. 

 
§ 3. Анализ содержания теоретического материала по теме                

«Уравнения с параметрами» в учебниках разных авторов 

 

В учебниках алгебры разных авторов место изучения алгебраических 

уравнений с параметрами, как и его содержание различно. Имеются отличия 

и в порядке изучения основных понятий.  

Базовые знания: числовые и буквенные выражения; понятие уравнения; 

понятие переменной; координатная прямая, координатная плоскость, коор-

динаты. 
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Вводимые (новые) знания: понятие параметра; понятие уравнения с па-

раметром; решение уравнения с параметром; графический метод решения 

уравнений с параметрами; система уравнений с параметром; линейное урав-

нение с параметром; квадратное уравнение с параметром; рациональное 

уравнение с параметром; иррациональное уравнение с параметром; уравне-

ния с параметрами, содержащие модуль.       

Опишем, как и в каком классе, авторы учебников алгебры вводят тео-

ретический материал по теме «Уравнения с параметром». 

Рассмотрим учебники для общеобразовательных классов. 

В учебнике С.М. Никольского для 7 класса [42, С. 203-206]  в §10 

«Системы линейных уравнений» Главы 3 «Линейные уравнения» приводится  

дополнительный пункт 10.7* «О количестве решений системы двух уравне-

ний первой степени с двумя неизвестными», являющийся необязательным 

для рассмотрения по общеобразовательной программе и содержащий мате-

риал в соответствии с программой для классов с углубленным изучением ма-

тематики, в котором приведена соответствующая теорема, подготавливаю-

щая учащихся к введению понятий уравнения с параметром и систем уравне-

ний с параметрами. Приведем формулировку данной теоремы. 

Теорема. Пусть дана система уравнений  

                       (1) 

где все коэффициенты  отличны от нуля.  

Тогда система (1): 

а) имеет единственное решение, если ; 

б) не имеет решений, если ; 

в) имеет бесконечно много решений, если и при этом все 

решения можно записать в виде , где y – любое число. 
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Затем в данном пункте учебника приводится доказательство этой 

теоремы и рассматриваются различные примеры на ее применение при ре-

шении систем двух уравнений первой степени с двумя неизвестными: первый 

– на нахождение числа решений данной системы уравнений; второй – на 

нахождение значения параметра, при котором система уравнений не имеет 

решения; третий -  на определение существования значений параметра, при 

котором система не имеет решения. 

В учебнике алгебры 8 класса для общеобразовательных классов       

Ю.Н. Макарычева [24, С. 148-150] в §9 «Дробные рациональные уравне-

ния» Главы 3. «Квадратные уравнения» содержится пункт 27. «Уравнения с 

параметрами». Материал данного пункта представлен под рубрикой «Для 

тех, кто хочет знать больше» и предназначен для учащихся интересующихся 

математикой, то есть для углубленного изучения математики. 

В этом пункте автор вводит понятие параметра, понятие уравнения с 

параметром и определяет, что значит решить уравнение с параметром, ин-

дуктивным методом, то есть приводятся подводящие примеры, затем вво-

дятся соответствующие термины.  

Так, например, перед введением понятий параметра и уравнения с па-

раметром, Ю.Н. Макарычевым рассматриваются примеры различных ли-

нейных уравнений и затем на примере линейного уравнения с параметром 

вводятся сами понятия: 

«Каждое из уравнений 7x = 5, –3x = 5, 0x = 5 имеет вид ax = 5, где a – 

некоторое число. Первое уравнение, в котором a = 7, имеет корень  .  Второе 

уравнение, в котором a = –3, имеет корень .  Третье уравнение, в котором 

a = 0, не имеет корней.  

Вообще, уравнение вида ax = 5 при  имеет единственный корень , 

а при a = 0 не имеет корней. 
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Рассматривая уравнение ax = 5, мы придавали буквам x и a различный 

смысл, считая, что буквой x обозначено неизвестное число, а буквой a – не-

которое фиксированное число. В таких случаях говорят, что a является пара-

метром, а ax = 5 – уравнение с параметром. 

Решить уравнение с параметром – «это значит показать, каким обра-

зом для любого значения параметра можно найти соответствующее множе-

ство корней уравнения, если корни существуют, или установить, что при 

этом значении параметра корней нет» [24, С. 148-149]. 

Далее автор приводит два более сложных примера на решение: 1) ли-

нейного уравнения с параметром; 2) квадратного уравнения с параметром.   

В учебнике для общеобразовательных классов 9 класса Г.В. Дорофее-

ва [13, С. 177-180] Глава 3. «Уравнения и системы уравнений» включает до-

полнительный пункт 3.8. «Уравнения с параметром». Данный пункт подра-

зумевает углубленное изучение материала, и отмечен, как пункт под рубри-

кой «Для тех, кому интересно». 

Автор вводит понятие уравнения с параметром дедуктивным методом, 

в данном случае на примере квадратного уравнения с параметром, то есть 

сначала вводится термин, затем он поясняется на конкретных примерах.  

Так, Г.В. Дорофеев [13] пишет: «Когда говорят «уравнение с парамет-

ром», то это означает, что речь идет об уравнении, в котором есть буквенные 

коэффициенты. Так, в квадратном уравнении , буква b – па-

раметр. Поставив вместо b какое-либо число, мы получим квадратное урав-

нение с числовыми коэффициентами. Понятно, что b можно заменить любым 

числом, поэтому, в сущности, мы имеем дело с целым «семейством» квад-

ратных уравнений. Исследуя уравнение с параметром, мы получаем инфор-

мацию обо всем бесконечном множестве «порождаемых» им уравнений» [13, 

С. 177]. 

Далее автор исследует приведенное выше уравнение : 

выясняет, при каких значениях b выполняются условия D (дискриминант) ра-
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вен нулю, D > 0, D < 0. В итоге получает определенные значения параметра, 

при которых оно имеет один корень; два корня. Отмечается, что полученный 

результат можно проиллюстрировать с помощью графиков, таким образом 

демонстрируя графический метод решения уравнений с параметрами.  

Г.В. Дорофеев подчеркивает, что задача исследования уравнения с па-

раметром всегда предполагает рассмотрение нескольких случаев, ни один из 

которых нельзя «потерять». Важно также полно и точно ответить на вопрос, 

поставленный в задаче. Данное утверждение автор подтверждает приведени-

ем двух соответствующих примеров на: 1) определение значений параметра 

при решении линейного уравнения, которое имеет корни, и нахождение кор-

ней данного уравнения; 2) решение квадратного уравнения с параметром; 3) 

определение значений параметра при решении системы из двух уравнений с 

двумя переменными, которая имеет единственное решение, и нахождение 

решения данной системы. Автор приводит не только аналитический, но и 

графический метод ее решения. Перед решением данного примера указыва-

ется, что часто при исследовании уравнении (или системы) требуется найти 

только те значения параметра, при которых выполняются некоторые требо-

вания, заданные в условии задачи.   

Необходимо отметить, что автор решение уравнений с параметром 

называет исследованием. 

Рассмотрим учебники для классов с углубленным изучением математики. 

В учебнике А.Г. Мордковича для 8 класса [33, С. 229-231] в Главе 6. 

«Алгебраические уравнения» приводится §39. «Задачи с параметрами». 

Данный параграф является обязательным для изучения.  

Для того чтобы познакомить учащихся с понятием уравнения с пара-

метром автор использует индуктивный метод, подробно рассматривая реше-

ние шести уравнений с параметрами. Первый пример подразумевает реше-

ние квадратного уравнения, в котором вместо коэффициентов a, b, c стоят 

выражения, содержащие параметр p. Второй - иллюстрирует подбор пара-
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метра p для того, чтобы определить вид уравнения: квадратное или линейное, 

затем приводится решение с соответствующими комментариями и выводами. 

В третьем примере представлено решение линейного уравнения, в четвер-

том - решение уравнения с параметром, содержащего модуль, с помощью 

графического метода. Пятый пример, иррациональное уравнение с парамет-

ром, автор решает двумя способами. 

После каждого примера, рассмотренного А.Г. Мордковичем,  имеют 

место комментарии, где описываются возможные ошибки учащихся, приво-

дится другой способ решения данного уравнения с параметром. По ходу ре-

шения этих примеров описывается определенная часть теоретического мате-

риала. Так, например, автором вводится понятие уравнения с параметром 

следующим образом: 

«Параметр в уравнении может быть обозначен любой буквой (в при-

мерах использовались буквы p и a). Если дано уравнение , которое 

надо решить относительно переменной x и в котором буквой a обозначено 

произвольное действительное число, то говорят, что задано уравнение с па-

раметром» [34, С. 230].  

В учебнике алгебры 9 класса Ю.Н. Макарычева [26, С. 109-117]               

в Главе 2. «Уравнения и неравенства с одной переменной» представляется 

вниманию учащихся §7. «Уравнения с параметрами», который является обя-

зательным для изучения.  

В пунктах 16-17 рассматриваются целые уравнения с параметрами и 

дробно-рациональные уравнения с параметрами.   

Введение основных понятий по теме «Уравнения с параметрами» в 

данном учебнике для углубленного изучения алгебры происходит по анало-

гии        с учебником 8 класса этого автора для общеобразовательных учре-

ждений.     Однако следует заметить, что для общеобразовательных классов 

данная тема является необязательной для изучения, в отличие от учебника 

для классов            с углубленным изучением алгебры. 
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В дополнительных главах к учебнику по алгебре 8 класса Ю.Н. Мака-

рычева [27, С. 159-160] в Главе VII. «Уравнения с параметром» раскрывает-

ся содержание §15. «Линейные и квадратные уравнения с параметрами», где 

автором объясняется, что значит решить уравнение с параметром на при-

мере следующей задачи: «В седьмом, восьмом и девятом классах учиться 105 

учащихся. В восьмом классе учащихся на n больше, чем в седьмом, а в девя-

том на 3 меньше, чем в седьмом. Сколько учащихся в каждом классе, если 

известно, что в каждом классе их не менее 30 человек?» 

После формулировки задачи следует подробное ее решение, приведён-

ное нами далее: 

«В решении за x берется число учащихся в седьмом классе, (x + n) – в 

восьмом классе, (x – 3) – в девятом классе. Получается уравнение: 

x + x + n + x – 3 = 105,        3x = 108 – n. 

В данном уравнении буквой x обозначено неизвестное число, а буква n 

выполняет роль известного числа (при чем n – натуральное число). Букву n в 

полученном уравнении называют параметром, а само уравнение – уравнение 

с параметром.  Выражаем x:   или   

Делаем вывод: в седьмом классе было , в восьмом ,  в де-

вятом  учащихся. Данный ответ не является окончательным. Из усло-

вия задачи мы знаем, что в каждом классе было не менее 30 человек. Так как 

меньшее количество учащихся может быть в седьмом или девятом классе, то 

должны выполняться неравенства:   и  

Решая неравенства, мы получим:  и   Следовательно, 

 

Из того, что числа ,  и  должны быть натуральны-

ми, следует, что они должны быть кратны 3. 
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Учитывая, что  и n кратно 3, делаем вывод, что n равно числам 3, 

6 или 9. Таким образом, можно записать ответ так: в седьмом классе было      

, в восьмом ,  в девятом  учащихся, где  

Подводя итог, получаем три возможных варианта количества учащихся 

в каждом классе: 1) 7 кл. - 35, 8 кл. - 38, 9 кл. – 32; 2) 7 кл. - 34, 8 кл. - 40, 9 

кл. – 31; 3) 7 кл. - 33, 8 кл. - 42, 9 кл. – 30» [27, С. 159-160]. 

Ю.Н.  Макарычев отмечает, что учащиеся уже встречались с понятием 

параметра, когда изучали линейные и квадратные уравнения, когда рассмат-

ривали линейную и дробно-линейную функции, хотя сам термин «параметр» 

не вводился. Также автор указывает, что в квадратном уравнении 

 его коэффициенты  a, b и c являются параметрами, в уравнении               

y = kx + b, которым задается линейная функция, параметрами k и b также 

служат его коэффициенты. 

Проанализировав учебники алгебры 7-9 классов таких авторов, как А.Г. 

Мордкович, Ю.Н. Макарычев, С.М. Никольский, Г.В. Дорофеев, Ю.М. Коля-

гин нами было замечено, что понятие уравнения с параметром вводится ими 

в разных классах (Таблица 1). 

Таблица 1 

Введение теоретического материала по теме  

«Уравнения с параметрами» в различных учебниках алгебры  

Авторы учебников 7 класс 8 класс 9 класс 

для общеобразовательных классов  

Мордкович А.Г. [36, 38, 40] - - - 

Макарычев Ю.Н.  [23, 24, 25] - + - 

Дорофеев Г.В. [11, 12, 13] - - + 

Никольский С.М.  [42, 43, 44] + - - 

Колягин Ю.М.  [16, 17, 18] - - - 

для классов с углубленным изучением математики  

Мордкович А.Г. [31, 33, 36] - + - 

Макарычев Ю.Н.  [21, 22, 26] - - + 

Макарычев Ю.Н., доп. главы [27]  +  

 

В комплектах учебников алгебры 7-9 классов для общеобразователь-

ных классов А.Г. Мордковича [36, 38, 40] и Ю.М. Колягина [16-18] авторы не 
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вводят определение понятия уравнения с параметром, имеются упражнения, 

направленные на умение обучающихся решать уравнения с параметрами. 

С.М. Никольский знакомит учащихся с понятием уравнения с парамет-

ром в 7 классе, А.Г. Мордкович - в учебнике 8 класса для углубленного изу-

чения алгебры. Впрочем, Ю.Н. Макарычев также же вводит данное понятие в 

8 классе, но в учебнике для общеобразовательных классов.  

В дополнительных главах к учебнику алгебры 8 класса для учащихся 

школ и классов с углубленным изучением математики Ю.Н. Макарычева [27] 

имеется целая глава, посвященная теме «Уравнения с параметрами», где 

упражнения направлены на формирование понятий «уравнение с парамет-

ром», «что значит решить уравнение с параметром», и на выработку умений 

решать линейные и квадратные уравнения, содержащие параметр. Автор в 

данной главе рассматривает линейные, квадратные, а также дробно-

рациональные уравнения с параметрами. 

В учебниках алгебры 9 класса для общеобразовательных классов         

Г.В. Дорофеева [11-13], а также классов с углубленным изучением математи-

ки Ю.Н. Макарычева [21, 22, 26] и А.Г. Мордковича [31, 33, 35] приводятся 

задания на умение решать иррациональные уравнения с параметрами; урав-

нения с параметрами, содержащие модуль. Авторы не вводят определения 

понятий данных видов уравнений.  

Таким образом, рассматривая комплект учебников для классов с углуб-

ленным изучением математики Ю.Н. Макарычева, отметим, что тема «Урав-

нения с параметрами» вводятся в дополнительных главах к учебнику алгеб-

ры 8 класса для учащихся школ и классов с углубленным изучением матема-

тики, а также в 9 классе, где входят в обязательную программу изучения (в 

базовом уровне это был пункт для дополнительного изучения в 8 классе). 

Г.В. Дорофеев дает определение уравнениям с параметрами лишь в 9 классе, 

хотя задания по данной теме предлагаются учащимся как задания на иссле-

дование уравнений еще в 7 классе. 
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Кроме того, при анализе учебников алгебры 7-9 классов было отмече-

но, что большинство авторов используют индуктивный метод введения по-

нятия уравнения с параметром. Все авторы учебников как для общеобразо-

вательных классов, так и для классов с углубленным изучением математики, 

в качестве примеров используют линейные и квадратные уравнения с пара-

метрами. Более сложные уравнения с параметром, содержащих корень или 

модуль, можно встретить в учебнике А.Г. Мордковича 8 класса для углуб-

ленного изучения алгебры. Также необходимо выделить учебник алгебры 8 

класса с дополнительными главами Ю.Н. Макарычева, в котором понятие 

уравнения с параметром вводится в ходе решения задачи. В учебнике для 

общеобразовательных классов Г.В. Дорофеева (9 класс) описывается графи-

ческий метод решения уравнений с параметрами, другие авторы рассматри-

вают аналитический метод решения данных уравнений. 

 

§ 4. Анализ задачного материала по теме «Уравнения                                   

с параметрами» в учебниках алгебры основной школы 

 
В данном параграфе рассмотрим задачи из различных учебников 

школьного курса алгебры по теме исследования. 

Согласно исследованию С.А. Шестакова [53, С. 3]: «По формулировке 

любую задачу с параметром можно отнести к одной из следующих групп:         

а)  найти все значения параметра, для каждого из которых выполняются те 

или иные условия (уравнение или система уравнений имеют определенное 

число решений; решение принадлежит определенному множеству или удо-

влетворяет определенным ограничениям; сами решения не всегда требуется 

найти); б) найти все значения параметра, при каждом из которых задача име-

ет хотя бы одно решение, и указать эти решения для каждого такого значения 

параметра».   

В.И. Горбачев в пособии для учителей [8, С. 22] отмечает, что наиболее 

важными в практике являются такие задачи, как решить уравнение с пара-



30 
 

метрами и найти все значения параметров, при которых общее решение 

уравнения обладает некоторыми свойствами.  

 

В 7 классе нами были выделены следующие типы заданий: 

1. Решение линейного уравнения с параметром относительно перемен-

ной (неизвестной). 

2. Нахождение значения параметра при известном корне линейного 

уравнения с параметром. 

3. Нахождение значения параметра, при котором линейное уравнение 

не имеет корней, имеет один корень и имеет бесконечно много корней. 

4. Нахождение значения параметра, при котором система линейных 

уравнений не имеет корней, имеет один корень или имеет бесконечно много 

корней. 

5. Нахождение значений параметров при известных значениях пере-

менных в системе линейных уравнений. 

6. Нахождение значения параметра при определении равносильности 

линейных уравнений с параметром и их систем. 

7. Нахождение значения параметра при условии принадлежности кор-

ней линейного уравнения с параметром какому-либо числовому множеству. 

Приведем примеры упражнений из учебников по алгебре основной 

школы в 7 классе по каждому типу заданий: 

1. Решение линейного уравнения с параметром относительно перемен-

ной (неизвестной) 

для общеобразовательных классов 

Задача 1. «Решите уравнение относительно x: а) – б) 

;    в) г) – » [11, С. 115]. 

Решение.  а) –  

б) – – – – –   

в) x –   г) – –  
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Ответ: а) 2+ a;  ; б) – c – 1;  ;  в) – b;  ; г) a – b; 

. 

Задача 2. «Решите уравнение, считая, что a, b, c, y – данные числа,  x – 

неизвестное: а) – б) – –  

в) – – » [42, С. 251]. 

Решение. а) – – –

                 

  

б) – – –  

–   

в) – – – – –   

– – – – – –   

Ответ: а) – – ; б)   в)  

для классов с углубленным изучением математики 

Задача 3. «Решите уравнение , где k ≠ 0, относительно пере-

менной: а) x; б) y ?» [21, С. 105]. 

Решение.  а) относительно x: 

 

б) относительно x:    

Ответ:  

Задача 4. «Выразите из уравнения: а)  переменную n через 

переменную m; б) переменную y через переменную x» [21, С. 

266]. 

Решение. а)  

б) ;   –  

Ответ: а)  б)  
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2. Нахождение значения параметра при известном корне линейного 

уравнения с параметром: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 5. «При каких значениях p корнем уравнения: 

 является число 2?» [37, С. 32]. 

Решение. По условию . Подставим в данное уравнение и решим 

относительно p:                      

Ответ: при  корнем данного уравнения будет  

Задача 6. «Дано уравнение где a – некоторое число,  x – пере-

менная. Найдите a, если известно, что корень уравнения равен  » [11, С. 

126].    

Решение. Если   , то получаем:   , где . 

Ответ:  

Задача 7.  «При каком значении a пара чисел является решени-

ем уравнения – – » [42, С. 186]. 

Решение. Если  является решением уравнения 

то получаем:   где     Ответ:  

Задача 8. «При каких значениях коэффициента p уравнение     

имеет корень, равный – » [23, С. 52].  

Решение. Если , то получаем:   

Если , то получаем:   Если   то получаем  

где  Ответ:  

Задача 9.  «Подобрать число a так, чтобы уравнение  

имело корень: 1)  2)  3)  4) » [16, С. 45]. 

Решение. 1) если  

2) если  

3) если  
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4) если – –

–  

Ответ:  

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 10. «Найдите значение m, если график линейной функции          

 проходит через точку: а)  б) » [32, С. 56]. 

Решение. а) если  принадлежит графику линейной 

ции  то получаем:  , где  

б) если  принадлежит графику функции , то по-

лучаем:  , где . Ответ:  

Задача 11. «При каком значении a точка  принадлежит 

графику уравнения » [32, С. 49]. 

Решение. Подставим координаты т. А в уравнение –   

Получим: – –  

Ответ: при  

Задача 12. «В уравнении  найдите коэффициент a, зная, что 

корень уравнения равен: а) –3; б)   в)   г) 0,02» [21, С. 107]. 

Решение. а) Если – , то получаем:  – , где –  

б) если  , то получаем:  , где  

в) если , то получаем:   где –  

г) если , то получаем:  где  

Ответ: а) – б) в) – г) . 

Задача 13.  «При каком значении a пара –  является реше-

нием уравнения:  а)     б) –    в) » [21, С. 267].

Решение. а) подставим –  в уравнение . Полу-

чим: – –  

б) подставим в уравнение . Получим:  
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в) подставим  в уравнение . Получим: 

;            

  

  Ответ: а) ; б)   ; в) . 

Задача 14. «При каком значении m точка  графику урав-

нения:  а)   б) » [21, С. 271]. 

Решение:  а) подставим   в уравнение                   

Получим:  б) подставим 

  в уравнение . Получим: 

 Ответ: а) ; б)  

3. Нахождение значения параметра, при котором линейное уравнение 

не имеет корней, имеет один корень и имеет бесконечно много корней: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 15. «Установить, при каких значениях a уравнение име-

ет: 1) один корень;  2) бесконечно много корней» [16, С. 218]. 

Решение. Линейное уравнение ,  при a ≠ 0 имеет один 

корень; при   имеет бесконечно много корней. 

Ответ: при  один корень; при  бесконечно много корней. 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 16. «При каком значении a уравнение : 

а) не имеет корней; б) имеет один корень; в) имеет бесконечно много кор-

ней?» [32, С. 26]. 

Решение. Решим уравнение  относительно x: 

  

а) Не имеет корней, если  а  ≠ 0. 
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Проверим: = = 0. 

Ответ: а) не существует таких значений a, при которых данное уравне-

ние не имеет корней. 

б) Данное уравнение имеет один корень, если  

в) Данное уравнение имеет бесконечно много корней, если  

4. Нахождение значения параметра, при котором система линейных 

уравнений не имеет корней, имеет один корень или имеет бесконечно много 

корней: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 17. «При каком значении a система    не имеет 

решений?» [42, С. 206]. 

Решение.         

Система не имеет решений, если ;    ;    

Ответ: При данная система не имеет решений. 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 18. «При каком значении c система   имеет бес-

конечное множество решений; не имеет решений?» [21, С. 305]. 

Решение.  Данная система имеет бесконечное мно-

жество решений, если: ; ; ;  c = 6. Данная си-

стема не имеет решений, если: ; ; ;  c ≠  6. 

Ответ: имеет бесконечное множество решений при c = 6; не имеет ре-

шений при c ≠  6. 

5. Нахождение значений параметров при известных значениях пере-

менных в системе линейных уравнений: 

Для общеобразовательных классов 
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Задача 19. «Дана система уравнений   Известно, что па-

ра чисел (5; 6) является ее решением. Найдите значения a и b» [37, С. 65]. 

Решение.  Подставим пару чисел (5; 6) вместо значений x и y. Полу-

чим:  

Ответ: ; .  

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 20.  «При каких значениях  m и n пара  является реше-

нием системы: » [21, С. 304]. 

Решение. Подставим пару чисел  вместо значений x и y.  

Получим:            

Ответ:  

6. Нахождение значения параметра при определении равносильности 

линейных уравнений с параметром и их систем: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 21. «При каком a равносильны системы уравнений:    

      и       » [42, С. 199]. 

Решение.  Решим систему:     

 

Теперь подставим вместо x и y значения в уравнение  и по-

лучим: ;    

Ответ:  

Для классов с углубленным изучением математики 
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Задача 22. «При каких значениях m равносильны уравнения:  

 и ?» [21, С. 104]. 

Решение. Решим уравнение , получим x = 2. 

Подставим значение x в уравнение : 

  

Ответ: Данные уравнения равносильны при любых значениях m. 

7. Нахождение значения параметра при условии принадлежности кор-

ней линейного уравнения с параметром какому-либо числовому множеств: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 23. «Найдите все целые значения a, при которых корень урав-

нения  является целым числом» [23, С. 53]. 

Решение. Уравнение , если  

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 24. «Найдите натуральные значения a, при которых является 

натуральным числом корень уравнения » [21, С. 

113]. 

Решение.  

;   x =  Корень уравнения будет являться натуральным числом, 

при    Ответ:  

Задача 25. «Укажите три каких-либо значения b, при которых корнем 

уравнения   является целое число» [21, С. 124]. 

Решение.   ;   x=  Тогда  x – целое число, если b =   x =  

 

x – целое число, если b =   x =    x – целое число, если b =   x =  

 Ответ:    . 

В 8 классе также встречаются типы уравнений, описанные и разобран-

ные в 7 классе, но также можно выделить следующие типы заданий: 
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1. Решение квадратного уравнения с параметром относительно пере-

менной. 

2. Нахождение значения параметра, при котором квадратное уравне-

ние с параметром один корень, два корня, не имеет корней. 

3. Решение квадратного уравнения с параметром на применение тео-

ремы Виета. 

4. Нахождение значения параметра, при котором заданное квадратное 

уравнение с параметром является неполным квадратным уравнением. 

5. Решение рациональных уравнений с параметром. 

6. Нахождение значения параметра квадратного уравнения при из-

вестном значении переменных. 

Приведем примеры упражнений из учебников по алгебре основной 

школы в 8 классе по типам заданий, которые не встречались в 7 классе: 

1. Решение квадратного уравнения с параметром относительно пере-

менной: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 26. «Решите уравнение  с пара-

метром p» [39, С. 158]. 

Решение.             ;    

  

  

      

Ответ: :  

Задача 27. «Решите уравнение относительно x  (m и n – 

данные числа)» [43, С. 80]. 

Решение. . 

Ответ: Если , уравнение не имеет корней; если 

, то   любое число; если , то  единственное решение.  
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Задача 28.  «Решите уравнение   с параметром b»      

[24, С. 150]. 

Решение.            

Если , т.е. b < 0, то уравнение имеет два не равных корня:           

Если , т.е.  > 0 то уравнение не имеет корней.  

Если , т.е.  = 0 то уравнение имеет два равных корня:    

Ответ: Если b < 0, то  если  > 0, то уравнение не 

имеет корней; если  = 0, то   

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 29. «Решите уравнение с параметром p: » 

[34, С. 172]. 

Решение.  а)             

  

    

 = p-1;  = p+1.  

Ответ  

Задача 30. «Решите относительно x уравнение » 

[21, С. 177]. 

 Решение.   

=0; 

=0; 

  

         

Ответ:  

2. Нахождение значения параметра, при котором квадратное уравне-

ние с параметром один корень, два корня, не имеет корней: 

Для общеобразовательных классов 
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0 

x 

y 

2 

-1 

Задача 31. «При каком значении p уравнение  

 не имеет корней?» [39, С. 146]. 

Решение.   ;  ;  

 ветви параболы вверх. 

Найдем координаты вершины:  

  ; 

 Уравнение не имеет корней  

при   (Рис. 2). Ответ:  

Задача 32. «При каких значениях p уравнение  имеет 

один корень?» [39, С. 155]. 

Решение. ;    ; 

Если , то уравнение имеет единственный корень, значит:  

 

  

 Ответ:  . 

Задача 33. «Найти все значения a, при которых уравнение 

, где : 1) имеет два различных корня; 2) имеет один корень;  3) 

не имеет корней» [17, С. 176]. 

Решение. ; ; 

1) если D > 0: > 0;  ;   ; 

2) если D = 0: = 0;  ;  ; 

3) если D < 0: < 0;   ;  . 

Ответ: 1) имеет два различных корня при ; 2) имеет один корень 

при ; 3) не имеет корней при  . 

Задача 34. «Подберите какое-нибудь значение c, при котором уравне-

ние  имеет корни, и значение c, при котором оно не имеет 

корней» [12, С. 131]. 

Рис. 2. 
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Решение.       

Уравнение не имеет корней, если : 

 

Так как при данное уравнение не имеет корней, то для того, что-

бы существовали корни, мы можем взять любое значение c из промежутка (–

; ), например, –  Ответ: – –  

Задача 35. «Существует ли такое значение a, при котором уравнение 

 не имеет корней; имеет один корень; имеет два корня?» 

[24, С. 129]. 

Решение.   ; 

 Имеем: а) данное уравнение не имеет корней, если  D < 0: 

    (   

  не выполняется, т.к. .  

Можно сделать вывод, что значений a, при которых уравнение не имеет 

корней не существует. 

б) уравнение имеет единственный корень, если  

;   не имеет 

корней, а значит, не существует таких значений  a, при которых уравнение 

 имело бы один корень. 

в) Уравнение имеет два корня, если                   

(         выполняет-

ся при любом a. Ответ: а) не существует; б) не существует; в) a – любое чис-

ло. 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 36. «Докажите, что не существует такого значения параметра p, 

при котором уравнение имело бы только один корень» 

[34, С. 173].  
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Доказательство:    

. Квадратное уравнение имеет один корень, если D=0: 

;  уравнение 

не может иметь один корень, что и требовалось дока-

зать. 

3. Решение квадратного уравнения с параметром на применение тео-

ремы Виета: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 37. «Дано уравнение . Из-

вестно, что сумма его корней равна  Найдите значения параметра p»             

[39, С. 177]. 

Решение.  

    ;      

       

При p = 1:  нет корней. 

При p = –0,5:  существует 

два различных корня. Ответ:  

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 38. «При каких значениях параметра p произведение корней 

квадратного уравнения  равно нулю?» [34, С. 

180]. 

Решение.  . 

Произведение равно нулю, если один из множителей или каждый мно-

житель равен нулю. Пусть получим:  ; 

 Подставим значение параметра p в начальное уравнение: 

;   ;     

;      Ответ: при  

4. Нахождение значения параметра, при котором заданное квадрат-

ное уравнение с параметром является неполным квадратным уравнением: 
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Для общеобразовательных классов 

Задача 39. «При каких значениях p уравнение 

 является: а) неполным неприведенным квадратным 

уравнением; б) неполным приведенным квадратным уравнением» [39, С. 

153]. 

Решение. а) Уравнение неприведенное, если  т.е.  

Уравнение неполное, если , т.е.  или  т.е. 

 

б) Уравнение неполное, если  или . Уравнение приведен-

ное, если   Ответ: а)  б) . 

 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 40. «При каком значении m уравнение 

 обращается в неполное квадратное уравнение? Запишите это урав-

нение» [22, С. 177]. 

Решение. Квадратное уравнение является неполным, если коэффици-

енты b или c равны 0. Значит:            или        

                                                                             

При  получим: при  получим:  

Ответ:  

5. Решение рациональных уравнений с параметром: 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 41. «Решите уравнение а) при б) при » 

[34, С. 39].

Решение.  

а) при             

Дробь равна 0, если числитель равен нулю, а знаменатель не равен. По-

лучаем:     . Имеем    
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б) при                

Дробь равна 0, если числитель равен нулю, а знаменатель не равен. По-

лучаем:      

         

Ответ: а)  б) –  

Задача 42. «Решить уравнение  относительно x» 

[27, С. 168]. 

Решение.       ; 

          

          

            

Дробь равна 0, если числитель равен нулю, а знаменатель не равен.       

Получаем:    

                    , 

                      

                            D = 4 – 16 < 0 

                                                                 

           имеет корень при любом значении b. 

Исключим те значения b, при которых . Для этого решим урав-

нение:                

Ответ: при  уравнение имеет два корня: и   

при  уравнение имеет единственный корень:  

6. Нахождение значения параметра квадратного уравнения при из-

вестном значении переменных: 
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Для общеобразовательных классов 

Задача 43. «Найдите значение коэффициента a, если известно, что 

прямая  является осью симметрии графика функции

» [39, С. 144]. 

Решение. Если прямая x = 2 является осью симметрии графика функ-

ции 

 , то:        

     ;     Ответ:   

Задача 44. «Найдите значение коэффициентов b и c, если график 

функции проходит через точки (0; 8) и (3; –1)» [40, С. 144]. 

 

Решение: составим систему и решим ее. 

        Ответ: с = 8; . 

Задача 45. «В уравнении  один из корней ра-

вен 2. Найти все значения a и второй корень уравнения» [17, С. 219]. 

Решение.          

     Если  то мы получим:     

          

    Ответ:    

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 46. «Один из корней уравнения равен 6. 

Найдите другой корень и второй коэффициент» [22, С. 201]. 

Решение.     

 

   

  Ответ:   
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В ходе проделанной работы было отмечено, что в 8 классе авторы 

учебников уделяют большое внимание квадратным уравнениям с парамет-

рами, но задания на применение понятия линейного уравнения с параметром 

также имеются в учебниках. 

Из всех рассмотренных учебников выделено два уравнениями с пара-

метром, в которых не встречаются задания для 7 класса. 

В учебнике А.Г. Мордковича с углубленным изучением математики и 

дополнительных главах к учебнику 8 класса Ю.Н. Макарычева имеются не 

только задания на понятие квадратного уравнения с параметром, но и впер-

вые за основную школу рассматриваются рациональные уравнения с пара-

метром. 

При анализе стало очевидно, что теме «Уравнения с параметром» в 

учебниках для общеобразовательных классов выделяют крайне мало внима-

ния. Если посмотреть анализ задачного материала по типам задач (Приложе-

ния 1-3), то мы увидим, что в учебниках для классов с углубленным изучением 

математики задач по теме исследования предоставлено значительно больше 

и задания более разнообразные. 

В 9 классе имеются те же типы заданий, что и в 7-8 классах. Наиболее 

распространенными в учебниках алгебры 9 класса являются следующие ти-

пы заданий:  

1. Решение линейного уравнения с параметром относительно перемен-

ной (неизвестной). 

2. Решение квадратного уравнения с параметром относительно пере-

менной. 

3. Нахождение значения параметра, при котором квадратное уравне-

ние (или система квадратных уравнений) с параметром один корень, два кор-

ня, не имеет корней. 

4. Нахождение значения параметра квадратного уравнения (или си-

стемы квадратных уравнений) при известном значении переменных. 
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Новым типом задания для учащихся 9 класса является: 

5. Решение иррациональных уравнений (и их систем) с параметром. 

6. Решение уравнений с параметрами, содержащих модуль. 

Приведем примеры упражнений из учебников по алгебре основной 

школы в 9 классе по каждому типу заданий: 

1. Решение линейного уравнения с параметром относительно перемен-

ной (неизвестной): 

Для общеобразовательных классов 

Задача 47. «Решите уравнение с переменной x: »      

[13, С. 181]. 

Решение.               

Если  ,  то  если  ,  то   – любое число. 

Ответ: при  ,   при ,  – любое число. 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 48. «Решите относительно x уравнение  » [26, С. 

113].  

Решение.              

Ответ: Если a ≠  то уравнение имеет один корень; если a = , то 

уравнение не имеет корней; если a ≠  и  a ≠  , то   

2. Решение квадратного уравнения с параметром относительно пере-

менной: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 49. «Решите уравнение   относительно x» [18, С. 

278]. 

Решение.                    

Ответ:  

Для классов с углубленным изучением математики 
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Задача 50.  «Решите уравнение  с параметром a» [26]. 

Решение.       . Имеем:  

Если , т.е. , и  то уравнение имеет два различных кор-

ня:    

Если , т.е. , , то уравнение имеет два равных корня:  

. 

Если , т.е , и то уравнение не имеет корней.  

Ответ: при  ; при a =4, a  ≠ 0:    

 при  уравнение не имеет корней. 

3. Нахождение значения параметра, при котором квадратное уравне-

ние (или система квадратных уравнений) с параметром один корень, два 

корня, не имеет корней: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 51.  «Выясните, при каких значениях a уравнение имеет два 

корня: » [13, С. 181]. 

Решение.    

; ; ;  a – любое чис-

ло,  и  Ответ:  и . 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 52.  «При каких значениях параметра a имеет два корня уравне-

ние: » [26, С. 114]. 

Решение.       

  Ответ: при  

4. Нахождение значения параметра квадратного уравнения (или си-

стемы квадратных уравнений) при известном значении переменных: 

Для общеобразовательных классов 
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Задача 53. «Найдите значение b, при котором прямая x = 2 является 

осью симметрии параболы  » [41, С. 114]. 

Решение.       ;     

Ответ:  

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 54. «При каких a и b график функции  про-

ходит через точки  M (-1; 3) и P (2; 4)» [26, С. 73].  

Решение.      

      

Ответ: ,  

5. Решение иррациональных уравнений (и их систем) с параметром: 

Для общеобразовательных классов 

Задача 55.  «При каких значениях a уравнение  имеет един-

ственный корень и бесконечное множество корней?» [44]. 

Решение.       .   Если a = 1, то ; 

;  - единственный корень. Если a = 0, то  ; 

, значит, уравнение имеет бесконечное множество корней. 

Ответ: при a = 1 уравнение имеет единственный корень                 

при a = 0 уравнение имеет бесконечное множество корней 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 56.  «Решить уравнение » [15]. 

Решение.   ; ;   

; .  

Если a > 0,5,  если a = 0,5, если a < 0,5, уравне-

ние корней не имеет. 
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6. Решение уравнений с параметрами, содержащих модуль: 

Для классов с углубленным изучением математики 

Задача 57. «При каком значении параметра b уравнение 

 имеет только одно решение?» [15]. 

Решение. . Данное уравнение можем за-

менить равносильной совокупностью двух уравнений: 

Решая первое уравнение, мы по-

лучим:  Решим второе уравнение, получим:   

  

Ответ: при b = 5.  

Анализ типов задач 9 класса представлен в Приложении. 

 

Выводы по первой главе 

1. Определено понятие уравнения с параметром. Так, определено, что  

методической литературе отсутствует единый подход к определению поня-

тия уравнения с параметром. Выделены виды уравнений с параметрами, рас-

сматриваемые в основной школе.    

2. Выявлены основные цели обучения теме «Уравнения с параметрами» 

в курсе алгебры основной школы: формирование у учащихся умения прово-

дить разветвленные логические построения, аккуратность и внимательность 

при описании решения уравнения с параметром; знаний, умений и навыков 

использования понятийного аппарата, связанного с решением уравнений с 

параметрами, в математике и других науках; навыков использования уравне-

ний   с параметрами в повседневной жизни; графической культуры. 

3. Рассмотрено содержание теоретического материала по данной теме   

в учебниках алгебры основной школы.  

4. Проанализирован задачный материал по теме «Уравнения с парамет-

рами» в учебниках алгебры 7-9 классов. Определены основные типы задач 

по теме исследования. 
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ГЛАВА II. МЕТОДИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ОБУЧЕНИЯ РЕШЕНИЮ 

УРАВНЕНИЙ С ПАРАМЕТРАМИ В КУРСЕ АЛГЕБРЫ   

ОСНОВНОЙ ШКОЛЫ 

 

§ 5. Методические рекомендации по обучению решению                           

алгебраических уравнений с параметрами в курсе алгебры                      

основной школы 

 

В.В. Мирошин в пособии [30, С. 16] говорит, что «содержательно-

методическая линия задач с параметрами должна строиться по принципу об-

ратной связи и предусматривать постоянное обращение к ранее использован-

ным идеям и методам решения наряду с введением новых…. Выбор метода 

решения задачи – прерогатива учащегося, учитель должен выступать в роли 

некоторого заинтересованного наблюдателя, ведущего дискуссию по форму-

ле:     РЕЗУЛЬТАТИВНОСТЬ = ПОТЕНЦИАЛ – ВМЕШАТЕЛЬСТВО». 

С.В. Арюткина [2] указывает, что в современном мире школьное обра-

зование ставит развивающую цель обучения учащихся. Именно поэтому 

большую роль в изучении математики приобретает организованное их обу-

чение приемам мышления, рационального выполнения своей деятельности. 

Т.А. Ананьина в исследовании [1] отмечает, что  «работа с параметра-

ми проходит особой, завершающей линией по всем алгебраическим темам 

школьного курса углубленного изучения математики. Чаще всего задачи с 

параметрами являются средством обобщения и систематизации изучаемого в 

данный момент математического объекта». Для того, чтобы сосредоточить 

внимание учащихся на построении логической цепочки решения уравнений с 

параметром автор предлагает рассматривать одинаковые выражения, поме-

щать их в различные математические ситуации, также дать акценты не на 

нахождении корней, а именно на анализе случаев ограничений параметра. 
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Автор статьи [58] утверждает, что при обучении решению задач повы-

шенной трудности, в том числе уравнений с параметрами, важно показать 

различные способы решения на одной и той же задаче, практическая значи-

мость выходит на первое место в обучении. 

М.В. Фалилеева [51] акцентирует внимание на следующем: «У учащих-

ся понятие уравнения с параметром «должно включать в себя понимание то-

го, что: 1. Уравнение с параметром – это семейство уравнений одного вида 

при одних значениях параметра, и иных видов – при других значениях пара-

метра.  2. Решение уравнения может включать в себя несколько методов ре-

шения, соответствующих каждому виду уравнения при определенных значе-

ниях параметра… В обучении решению уравнений можно выделить пять 

уровней подготовки учащихся по теме: «умение решать простейшие уравне-

ния; умение решать уравнения, приведенные к простейшим путем «неслож-

ных» тождественных преобразований (прибавление числа к обеим частям 

уравнения, приведение к общему числовому знаменателю, приведение по-

добных и т.п.); умение решать простейшие уравнения с параметрами и 

уравнения, приводимые к ним путем «несложных» тождественных преобра-

зований; умение решать уравнения, приведенные к простейшим путем 

«сложных» преобразований (использование формул сокращенного умноже-

ния. Замены переменной, разложения на множители и др.); умение решать 

уравнения с параметрами, приведенные к простейшим, путем «сложных» 

преобразований» [51, С. 1230-1231]. 

Также при обучении важно учитывать возраст и этап развития интел-

лекта учащихся. Именно в соответствии с этим необходимо выбирать формы 

и стратегии обучения [55]. 

Н.Н. Масалытина в статье [28] о решении задач с параметрами в курсе 

алгебры основной школы говорит: «Знакомить учащихся с заданиями с па-

раметрами следует начиная с 7 класса, постепенно включая их в список за-

дач к общему курсу. В 7-ом классе необходимо вводить линейные уравнения 
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с параметрами и простейшие системы линейных уравнений с параметрами.               

В курсе 8-ого класса следует разобрать способы решения некоторых типов 

уравнений второй степени с параметрами, а в 9-ом классе – рассмотреть рас-

положение корней квадратного трехчлена в зависимости от параметра и ре-

шение связанных с этим вопросом системы заданий». 

Также автор считает, что в курсе алгебры 7-ого класса при изучении           

с учащимися содержания материала в параграфе «Линейное уравнение с од-

ной переменной» надо рассмотреть с ними решение уравнения вида                  

с неизвестной переменной x, где a и b – некоторые параметры. Рекомендует-

ся познакомить учащихся с понятием «параметр» именно на данном этапе 

обучения математике. 

В соответствии с этим полезно предлагать в течении учебного года для 

закрепления навыков решения уравнений с параметрами учащимся 7-го 

класса задания вида: 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

Н.Н. Масалытина пишет, что обучать учащихся решению систем ли-

нейных уравнений с параметрами необходимо после изучения с ними темы         

«Системы линейных уравнений с двумя переменными», в которой приводится 

графический способ решения систем линейных уравнений.  

Автором предлагаются такие задания: 1) Дано:   Подо-

брать такие значения параметров a и b, чтобы: а) система имела единствен-

ное решение; б) система не имела решений. 2) решите систему уравнений с 

параметрами k и p     , если . Указывается, что для решения 

задач с параметрами в 8-ом классе учащимся необходимо уметь решать зада-

чи по темам «Квадратные уравнения», «Дробные рациональные уравнения»  и 
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«Неравенства»; «уравнения с параметрами дополняют список задач учебни-

ков алгебры основной школы к теме «Квадратные уравнения» [28]. 

Таким образом, обучающимся восьмого класса надо уметь решать 

уравнения следующего вида: 

1) ; 

2) ; 

3)  

4)  

5)  

Согласно исследованию Н.Н. Масалытиной: «В 9 классе представляет-

ся целесообразным после изучения главы «Квадратичная функция» вернуть-

ся к решению уравнений второй степени с параметрами, предлагая учащимся 

задания различного типа: на применение теоремы Виетта, решения полного 

квадратного уравнения с анализом дискриминанта данного уравнения, реше-

нием неполных квадратных уравнений, более сложных систем уравнений с 

двумя переменными, дробными рациональными уравнениями» [28].  

Для учащихся 9 класса можно провести следующую обучающую само-

стоятельную работу в зависимости от уровня знаний учащегося: 

1 уровень: 

Задание 1. «Решите уравнение относительно переменной x: 

а) ;           б) ;           в) » [11]. 

Комментарий. Рассмотрим решение уравнения:  

Для решения данного уравнения все, что содержит переменную x – пе-

реносим в левую часть, остальное – в правую, затем выражаем переменную x.  

 

Ответ: Если a – действительное число, . 

Задание 2. «При каких значениях p уравнение имеет один корень:   

» [17]. 

Задание 3. «При каких значениях параметра p уравнение 

 не имеет корней?» [17] 
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Комментарий. При решении данных уравнений необходимо вспомнить 

формулы дискриминанта и корней квадратного уравнения. Давайте рассмот-

рим следующий пример: 

«Решим уравнение с параметром b:  

    

Если , т.е.  < 2, то уравнение имеет два не равных корня:   

    Если , т.е.  > 2 то уравнение не имеет кор-

ней.  Если , т.е.  = 2 то уравнение имеет два равных корня: 

» [34]. 

2 уровень: 

Задание 1. «Найти все значения a, при которых уравнение

, где a ≠ 0:  а) имеет два различных корня;  б) имеет один корень;  в) 

не имеет корней» [34]. 

Задание 2. Подберите какое-нибудь значение c, при котором уравнение 

имеет корни, и значение c, при котором оно не имеет корней: 

а) б)  

Задание 3. «Докажите, что не существует такого значения параметра p, 

при котором уравнение имело бы только один корень» 

[34]. Комментарий. При решении данных уравнений, важно помнить, при     

каких условиях квадратное уравнение будет иметь один корень, два корня, не 

будет иметь корней. 

3 уровень: 

Задание 1. «Дано уравнение . Из-

вестно, что сумма его корней равна -5. Найдите значения параметра p» [35].  

Комментарий: При решении данных уравнений необходимо вспомнить 

теорему Виетта. 

Задание 2. «В уравнении  один из корней равен 7. 

Найдите другой корень и коэффициент p» [45]. 
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Задание 3. «При каких значениях параметра p произведение корней 

квадратного уравнения  равно нулю?» [35]. 

Задание 4. «Найдите все значения a, при которых уравнение 

 имеет единственный корень» [44]. 

Согласно исследованию Н.Н. Масалытиной [28], «в конце учебного го-

да в 9 классе на уроках «Повторение» нужно познакомить учащихся с графи-

ческим методом решения уравнений второй степени с параметрами , 

научить распознавать положение параболы на плоскости в зависимости от 

коэффициентов… Для этого учащимся необходимо напомнить: прямая 

 – ось параболы; – первая координата вершины параболы; 

знак коэффициента a (рядом с ) – показывает направление ветвей парабо-

лы: если a – положительное число, то ветви направлены вверх, если же отри-

цательное – опущены вниз; дискриминант квадратного уравнения показывает 

пересекается ли парабола с осью Ox». 

Таким образом, при решении уравнений с параметрами учащиеся 

должно понимать, что значит «уравнение с параметром» и что значит ре-

шить уравнение с параметром. Также важно сделать акцент на то, что при 

решении какого-либо уравнения с параметром могут применяться различные 

методы решения. Знакомить учащихся с заданиями с параметрами следует с 

7 класса. В ходе обучения решению уравнений с параметром можно выде-

лять пять уровней подготовки учащихся. Полезно проводить на уроках обу-

чающие самостоятельные работы по теме исследования в зависимости от 

уровня знаний учащихся. 

 

§ 6. Анализ задач ОГЭ по теме исследования 

Проанализировав задачный материал основного государственного эк-

замена по математике нами было выявлено, что задания с параметрами со-

держаться во второй части: в заданиях №21 и №23. 
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В задании №21 можно встретить квадратные уравнения с параметром, 

однако важно отметить, что из проработанных тестов задания по теме иссле-

дования встречались крайне редко, с одинаковой формулировкой где изна-

чально указан один из корней и необходимо найти второй корень данного 

уравнения: 

Задание 1. «Один из корней уравнения  равен . 

Найдите второй корень» [45].  

Решение. Подставим известный корень уравнения в уравнение:   

  и получим ; . Подставим m в уравне-

ние: .         

  Ответ:  

Задание №23 подразумевает работу с функциями. Практически во всех 

тестах было необходимо определить значение параметра, при котором вы-

полняется то или иное условие: 1) прямая  (или прямая имеет с 

графиком данной функции одну общую точку, не имеет общих точек, имеет 

две/три общих точки; 2) при каких значениях m ветви парабол расположены 

по одну сторону от оси x, по разные стороны от оси x. 

Задание 2. «При каком значении р прямая  имеет с парабо-

лой  ровно одну общую точку? Найдите координаты этой точки» 

[45].   

Решение:  

Если D = 0, то данное уравнение имеет одно решение и графики функ-

ций будут иметь одну очку пересечения, значит:  

Подставив параметр p в уравнение, мы получим координату точки пе-

ресечений этих функций:  

 

Зная значения параметра p можем построить графики данных функций: 

,  Ответ:  
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0 

y 

x

3 

          

y=3 

y=-1 

Рис. 3 

Задание 3. «Постройте график функции  и определи-

те при каких значениях m прямая  имеет с графиком ровно одну об-

щую точку» [45]. 

Решение:  

  

. 

График функции сводиться к гра-

фику параболы  с выко-

лотой точкой (-1; 3). 

Построим данный график (Рис. 3):  

Ответ:  

Отметим, что в задании №23 по способу решения можно выделить сле-

дующие типы задач: 

1. Задания, требующие сначала построить график, а затем найти 

значения параметра. 

Задание 4. «Постройте график функ-

ции  и определите при ка-

ких значениях m прямая  имеет с гра-

фиком ровно одну общую точку» [20]. 

Решение.  

  

   

График функции сводиться к графику параболы  с выколотой 

точкой (3; 2). Построим данный график (Рис. 4): . 

Ответ: - 0,25; 2. 

2. Задания, требующие найти значения параметра и затем построить 

график функции. 

0 

2 

y=-0,25 

y 

x 

          

y=2 

Рис. 4 
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Задание 5. «При каких отрицательных значениях  прямая 

 имеет с параболой  одну общую точку? Найдите координаты 

этой точки и постройте данные графики в одной системе координат» [20]. 

Ответ: При ; Парабола пересекает прямую в точке  

Проанализировав методические рекомендации по обучению учащихся 

решению уравнений с параметрами и  рассмотрев соответствующие задачи в 

основном государственном экзамене по математике можно сделать вывод, 

что учителю надо уделять внимание на выработку у них таких умений, как:               

1) выполнение преобразований алгебраических выражений: сокращение дро-

бей, нахождение области допустимых значений переменных, приведение по-

добных, разложение многочленов на множители;  2) решение уравнений, не-

равенств и системы, содержащих линейные и квадратные уравнения (нера-

венства);  3) построение и чтение графиков функций: линейной, квадратич-

ной, обратно-пропорциональной, кусочной функции;  4) исследование мате-

матические модели уравнения для отыскания количества корней, выстраива-

ние     алгоритма для решения задач с параметром. 

Таким образом, в первой части основного государственного экзамена 

задачи по теме исследования встречаются крайне редко. Во второй части 

основного государственного экзамена встречаются квадратные уравнения с 

параметром; задания, требующие построить график и затем найти значения 

параметра; задания, требующие найти значения параметра и затем построить 

график функции. Кроме того, в основном государственном экзамене по ма-

тематике представлены не все типы задач по теме «Уравнения с параметра-

ми», которые были выделены нами ранее.  
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§ 7. Системы задач по теме «Уравнения с параметрами» в курсе            

алгебры основной школы 

 
Задачи с параметрами образуют широкое множество задач, которые 

достаточно сложно систематизировать, так как существует много критериев 

по которым это возможно сделать.  

Л.В. Виноградова в учебном пособии [6] выделяет такие принципы от-

бора и составления систем задач, как: «Принцип системности: наличие та-

ких заданий, которые будут направлены на изучение отдельных фактов изо-

лированно от ранее изученного материала, но связывающие новые сведения с 

изученными ранее. Принцип последовательности: расположение заданий от 

простого к сложному. Принцип прочности: однотипность упражнений в си-

стеме задач». 

В.В. Мирошин в пособии [30, С. 58] предлагает следующую классифи-

кацию задач с параметром: «По постановке задания: задачи, начинающиеся 

с условия «решить» и задачи, начинающие с условия «найти»; по теме: ли-

нейное уравнение и линейная функция, квадратное уравнение и квадратичная 

функция, системы уравнений, дробно-рациональные уравнения, иррацио-

нальные уравнения; по методу решения; по сложности: «элементарные», 

«базовые», «нестандартные». 

Автор в данной работе сформулировал некоторые принципы, которые 

необходимо учитывать при разработке системы заданий с параметрами: 

принцип наследственности: задачи с параметром должны быть связаны с ос-

новным материалом программы по математике; принцип «от простого – к 

сложному»; принцип активизации учебной деятельности; принцип есте-

ственности: отсутствие акцентов на сложности задачи; принцип актуально-

сти (значимости). Необходимо показать учащимся, что задачи с параметра-

ми являются простейшими моделями научно-исследовательских задач, с ко-

торыми им возможно придется работать в будущем. 
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Для разработки системы задач мы придерживались принципов Л.В. 

Виноградовой. В данных системах задач использована следующая классифи-

кация задач: 1. Линейное уравнение. Линейная функция. 2. Квадратное урав-

нение. Квадратичная функция. 3. Системы уравнений. 4. Дробно-

рациональное уравнение. 

Система задач на тему «Линейное уравнение. Линейная функция» 

Задача 1. «Решите уравнение, считая, что a, b – данные числа, а x – не-

известное:  а) – б) в) » [34, С. 251].

Задача 2. «Решить уравнение относительно x если a и b - заданные 

числа, отличные от нуля: 1)     2)     3) 

 4) » [16, С. 51].

Задача 3. «Решите уравнения относительно x: а)  

б) в) г) » [30, С. 119].  

Задача 4. «Найти значение параметра a в уравнении –  

если известно, что решением уравнения является пара чисел: а)             

б) – в) г) – » [37, С. 43].

Задача 5. «Найти значение k, если известно, что график функции           

 проходит через точку – – » [16, С. 204]. 

Задача 6. «Найдите значение m, если график линейной функции             

 проходит через точку: » [32, С. 56]. 

Задача 7. «В каком случае уравнение  имеет единственный ко-

рень; имеет бесконечно много корней; не имеет корней?» [23, С. 35]. 

Задача 8. «При каких значениях a уравнение : а) не имеет 

корней; б) имеет один корень; в) имеет бесконечно много корней» [21, С. 

124]. 

Задача 9. «Найдите натуральные значения a, при которых является 

натуральным числом корень уравнения 3x(a – 1)– 2a(x + 4) = 4(1 – 2a)» [21, 

С. 113]. 
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Задача 10 «При каком значении m точка P(m; 1 – m) графику уравне-

ния:  а)    б) ?» [21, С. 271].

Отметим, что в данной системе задач были представлены типы задач, 

на решение линейного уравнения с параметром относительно переменной  в 

№1-3,10; на нахождение значения параметра при известном корне линейно-

го уравнения с параметром в №4-6; на нахождение значения параметра, при 

котором линейное уравнение не имеет корней, имеет один корень и имеет 

бесконечно много корней в №7-8. 

Система задач на тему «Квадратное уравнение. Квадратичная функция» 

Задача 1. «При каких значениях p уравнение  имеет 

корень, равный 6?» [39, С. 153]. 

Задача 2. «При каких значениях p уравнение имеет 

один корень уравнение?» [15].  

Задача 3. «При каких значениях a уравнение

 является неполным квадратным уравнением» [24, С. 121]. 

Задача 4. «Подберите какое-нибудь значение c, при котором уравнение 

имеет корни, и при котором не имеет корней» [12, С. 131].

Задача 5. «Известно, что  - корень уравнения . 

Определите второй корень уравнения и число a» [43, С. 91].  

Задача 6. «При каких значениях q уравнение  

имеет различные корни?» [22, С. 186]. 

Задача 7. «В уравнении  один из корней равен 7. 

Найдите другой корень и коэффициент p» [24, С. 137]. 

Задача 8. «Найдите все значения a, при которых уравнение                   

 имеет единственный корень» [43, С. 80]. 

Задача 9. «При всех значениях параметра a решить уравнение                

» [48, С. 187]. 

Задача 10. «При каких значениях параметра a уравнение 

имеет единственное решение?» [9]. 
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В данной системе задач были представлены типы задач, как на нахож-

дение значения параметра квадратного уравнения при известном значении 

переменных в №1, 5, 7; нахождение значения параметра, при котором квад-

ратное уравнение с параметром один корень, два корня, не имеет корней в 

№2, 4, 6, 8, 10; нахождение значения параметра, при котором заданное квад-

ратное уравнение с параметром является неполным квадратным уравнением 

в №3. 

Система задач на тему «Системы уравнений» 

Задача 1. «При каких a и b пара чисел (1; 0) является решением систе-

мы:  » [42, С. 189]. 

Задача 2. «Укажите какое-либо значение k, при котором система  

 имеет единственное решение» [23, С. 229]. 

Задача 3. «Определить, при каких значениях параметра a уравнения 

 и  имеют хотя бы одно общее решение?» [47, С. 19]. 

Задача 4. «При всех значениях параметра a решить систему уравнений 

» [28]. 

Отметим, что в данной системе задач были представлены типы задач, 

как на нахождение значений параметров при известных значениях перемен-

ных в системе линейных уравнений в №1; нахождение значения параметра, 

при котором система линейных уравнений не имеет корней, имеет один ко-

рень или имеет бесконечно много корней в №2-3. 

Система задач на тему «Дробно-рациональное уравнение» 

Задача 1. «При всех значениях параметра a решить уравнение 

» [48, С. 189]. 

Задача 2. «Решить уравнение: » [49]. 

Задача 3. «Решите уравнение » [14]. 
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Задача 4. «При всех значениях параметра a решить уравнение 

» [48, С. 189]. 

Задача 5. «Для каждого значения параметра a решить уравнение:      

 » [47, С. 13]. 

В данной системе задач был представлен тип задач на решение рацио-

нальных уравнений с параметром, выявленный нами среди остальных типов 

уравнений с параметром при анализе учебников по алгебре 9 класса. 

 

Выводы по второй главе 

1. Представлены методические рекомендации по обучению решению 

уравнений с параметрами. Так, при решении уравнений с параметрами уча-

щиеся должны владеть определением понятия «уравнение с параметром». 

При решении какого-либо уравнения с параметром могут применяться раз-

личные методы решения. Знакомить учащихся с заданиями с параметрами 

следует с 7 класса. В ходе обучения решению уравнений с параметром мож-

но выделять пять уровней подготовки учащихся. Полезно проводить на уро-

ках обучающие самостоятельные работы по теме исследования в зависимо-

сти от уровня знаний учащихся. 

2. Выделены основные типы задач в основном государственном экза-

мене в курсе алгебры основной школы по теме «Уравнения с параметрами». 

Выявлено, что в первой части экзамена задачи по теме исследования встре-

чаются крайне редко;  во второй части встречаются квадратные уравнения с 

параметром; задания, требующие построить график и затем найти значения 

параметра; задания, требующие найти значения параметра и затем построить 

график функции. Кроме того, в ОГЭ представлены не все типы задач по теме 

«Уравнения с параметрами», которые были выделены нами ранее. 

3. Разработаны системы задач по теме «Уравнения с параметром»               

в курсе алгебры основной школы, составленные с учетом требований Л.В. 

Виноградовой.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Основные выводы и полученные результаты данного исследования: 

1. Определено понятие уравнения с параметром; выделены виды алгеб-

раических уравнений с параметром. В методической литературе отсутствует 

единый подход к определению понятия уравнения с параметром.    

2. Выявлены основные цели обучения теме «Уравнения с параметра-

ми» в курсе алгебры основной школы: формирование у учащихся умения 

проводить разветвленные логические построения, аккуратность и вниматель-

ность при описании решения уравнения с параметром; знаний, умений и 

навыков использования понятийного аппарата, связанного с решением урав-

нений с параметрами, в математике и других науках; навыков использования 

уравнений   с параметрами в повседневной жизни; графической культуры. 

3. Рассмотрено содержание теоретического материала по данной теме в 

учебниках алгебры основной школы.  

4. Проанализирован задачный материал по теме исследования в учеб-

никах алгебры 7-9 классов. Определены основные типы задач. 

5. Представлены методические рекомендации по обучению решению 

уравнений с параметрами, рассмотрен порядок обучения теме.  

6. Выделены основные типы задач в основном государственном экза-

мене по теме «Уравнения с параметрами».  

7. Разработаны системы задач по теме «Уравнения с параметром» в 

курсе алгебры основной школы, удовлетворяющие требованиям Л.В. Вино-

градовой.  
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Приложение 1 

Типы задач по теме «Уравнения с параметрами», 7 класс 
 

            Авторы 
 
 
 
Типы задач 

Базовый уровень Углубленное изучение    
материала 

Морд-
кович 
А.Г. 
[37] 

Коля-
гин 
Ю.М. 
[16] 

Дорофе-
ев Г.В. 
[11] 

Николь-
ский 
С.М. [42] 

Мака-
рычев 
Ю.Н. 
[23]  

Макары-
чев Ю.Н. 
[21]  

Мордко-
вич А.Г. 
[32] 

Решение линейного 
уравнения с парамет-
ром относительно пе-
ременной (неизвест-
ной). 

№ 7.22-
7.24, 
12.5-
12.7 

№ 99, 
125, 626 

№ 379-
380, 912 

№ 641, 
979-983, 

986 

№ 
1030-
1032 

№ 514, 
539, 568, 

627, 1191-
1193, 1195, 

1214 

№ 8.17-
8.19, 

37.10-
37.12 

Нахождение значения 
параметра при извест-
ном корне линейного 
уравнения с парамет-
ром. 

№ 7.26-
7.29, 
8.58-
8.59 

№ 79, 
594-
595, 
598, 

604, 801 

 № 681 

№ 239, 
1035, 
1140, 
1152 

№ 523, 
538, 1070-

1071, 
1093-1094, 
1197, 1205, 
1323, 1331 

№ 4.19, 
8.21-8.24, 
8.34, 9.47-

9.48, 
29.20-
29.21, 
37.14 

Нахождение значения 
параметра, при кото-
ром линейное уравне-
ние не имеет корней, 
имеет один корень и 
имеет бесконечно мно-
го корней. 

№ 38.16 
№ 80, 

123-125 
  № 238 

№ 525-526, 
621-623, 
628-629, 
630-633 

№ 4.20-
4.21 

Нахождение значения 
параметра, при кото-
ром система линейных 
уравнений не имеет 
корней, имеет один 
корень или имеет бес-
конечно много корней. 

 № 676  
№ 727-

731 

№ 
1165-
1167 

№ 1341-
1342 

№ 10.26 

Нахождение значений 
параметров при из-
вестных значениях пе-
ременных  в системе 
линейных уравнений. 

№ 
11.20-
11.21, 
13.17-
13.18 

№  622-
623 

 № 693  № 1337 

№ 37.23-
37.24, 
39.17-
39.18 

Нахождение значения 
параметра при опреде-
лении равносильности 
линейных уравнений с 
параметром и их си-
стем. 

   № 715  
№ 513, 

524, 545 
 

Нахождение значения 
параметра при условии 
принадлежности кор-
ней линейного уравне-
ния с параметром ка-
кому-либо числовому 
множеству. 

    
№ 245, 
1184 

№ 546, 552  
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Приложение 2 

Типы задач по теме «Уравнения с параметрами», 8 класс 

 

 

 

            Авторы 
 
 
 
 
Типы задач 

Базовый уровень Углубленное изучение мате-
риала 

Морд-
кович 
А.Г. 
[39] 

Коля-
гин Ю. 
М. [17] 

Доро-
феев 
Г.В. 
[12] 

Николь
коль-
ский 
С.М. 
[43] 

Макары-
чев Ю.Н. 
[24] 

Мака-
рычев 
Ю.Н. 
[22]  

Мордко-
вич А.Г. 
[34] 

Мака-
рычев 
Ю.Н. 
(доп. 
гл.) 
[27] 

Решение линейного 
уравнения с пара-
метром относи-
тельно переменной 
(неизвестной). 

  № 696 № 595 
№ 641-

644 
 

№3 9.3, 
39.5, 
39.34 

№ 
580-
581, 
586-
588 

Нахождение значе-
ния параметра при 
известном корне 
линейного уравне-
ния с параметром. 

  
№ 704-

706 
№ 376   

№ 39.1-
39.2, 

39.12-
39.20 

 

Нахождение значе-
ния параметра, при 
котором линейное 
уравнение не имеет 
корней, имеет один 
корень и имеет бес-
конечно много кор-
ней 

    
№ 640, 

645 
  

№ 
570-
574, 
589-
591 

Нахождение значе-
ния параметра, при 
котором система 
линейных уравне-
ний не имеет кор-
ней, имеет один 
корень или имеет 
бесконечно много 
корней. 

   
№ 581-

582 
    

Нахождение значе-
ний параметров при 
известных значени-
ях переменных  в 
системе линейных 
уравнений. 

     № 682 
№ 39.10-

39.11 
 

Нахождение значе-
ния параметра при 
определении равно-
сильности линей-
ных уравнений с 
параметром и их 
систем. 

  
№ 525, 

526 
  

№ 658, 
726 

№ 39.25 
№ 

575-
577 
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Приложение 3 

  

Авторы 

 

 

 

 

 

Типы задач 

Базовый уровень Углубленное изучение  

материала 

Морд-

кович 

А.Г. 

[39] 

Колягин 

Ю.М. 

[17] 

Дорофе-

ев Г.В. 

[12] 

Николь-

ский С.М. 

[43] 

Макары-

чев Ю.Н. 

[24] 

Макары-

чев Ю.Н.  

[22] 

Мордко-

вич А.Г.  

[34] 

Мака-

рычев 

Ю.Н. 

(доп. 

гл.) 

[27] 

Решение 

квадратного 

уравнения с 

параметром 

относительно 

переменной. 

№ 

25.46, 

28.21-

28.23 

 № 507 
№ 235, 

251 

№ 647-

648, 651, 

1124 

№ 630, 

635, 636, 

662, 663, 

815 

№ 25.44-

25.46, 

39.6, 

39.27 

 

Нахождение 

значения па-

раметра, при 

котором 

квадратное 

уравнение с 

параметром 

один корень, 

два корня, не 

имеет корней. 

№ 

23.15-

23.19, 

25.20-

25.21, 

25.39, 

25.47, 

29.12 

№ 442, 

443, 448, 

449, 

№ 443 

№ 233, 

236, 248, 

306 

№ 555 
№ 657, 

840, 846 

№ 25.22-

25.26, 

26.20, 

26.23, 

26.40-

26.45, 

39.8 

№ 579 

Решение 

квадратного 

уравнения с 

параметром 

на примене-

ние теоремы 

Виета. 

№ 

29.13-

29.14, 

29.41-

29.46 

№ 570   

№ 589-

592, 638, 

646, 675-

680 

   

Нахождение 

значения па-

раметра, при 

котором за-

данное квад-

ратное урав-

нение с пара-

метром явля-

ется непол-

ным квадрат-

ным уравне-

нием. 

№ 

24.31-

24.32 

   № 520 № 624 
№ 24.33, 

24.34 
 

Решение ра-

циональных 

уравнений с 

параметром. 

      

№ 5.34-

5.43, 

13.48, 

39.26, 

39.28 

№ 593-

596 

Нахождение 

значения па-

раметра квад-

ратного урав-

нения при 

известном 

значении пе-

ременных. 

№ 

22.48-

22.53, 

24.33-

24.34 

№ 566, 

568, 583 

№ 523, 

524 

№ 273, 

536 

№ 585-

588, 649, 

672 

№  712-

714, 836 

№ 24.35, 

24.36 
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Типы задач по теме «Уравнения с параметрами», 9 класс 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Авторы 
 
 
 
Типы задач 

Базовый уровень Углубленное изучение 
материала 

Морд-
кович 
А.Г. 
[41] 

Коля-
гин 
Ю.М. 
[18] 

Дорофе-
ев Г. В. 
[13] 

Николь-
ский 
С.М.  
[44] 

Макары-
чев Ю.Н.  
[25] 

Макары-
чев Ю.Н. 
[26] 

Мордко-
вич А.Г. 
[17] 

Решение линейно-
го уравнения с 
параметром отно-
сительно пере-
менной (неизвест-
ной). 

  № 499   
№ 331, 

332, 411 
 

Нахождение зна-
чения параметра 
при известном 
корне линейного 
уравнения с пара-
метром. 

№ 135-
143 
(Ит. 

Повт.), 

      

Нахождение зна-
чения параметра, 
при котором ли-
нейное уравнение 
не имеет корней, 
имеет один корень 
и имеет бесконеч-
но много корней 

     № 583 

№ 11.04-
11.07, 
11.09-
11.10, 
11.35-
11.36, 
12.15 

Нахождение зна-
чения параметра, 
при котором си-
стема линейных 
уравнений не 
имеет корней, 
имеет один корень 
или имеет беско-
нечно много кор-
ней. 

    № 425   

Нахождение зна-
чений параметров 
при известных 
значениях пере-
менных  в системе 
линейных уравне-
ний. 

      № 10.29 
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            Авторы 
 
 
 
 
Типы задач 

Базовый уровень Углубленное изуче-
ние материала 

Мордко-
вич А.Г. 
[41] 

Колягин 
Ю.М. 
[18] 

Дорофеев 
Г.В. [13] 

Николь-
ский С.М. 
[44] 

Макары-
чев Ю.Н. 
[25] 

Мака-
рычев 
Ю.Н. 
[26] 

Мордко-
вич А.Г. 
[15] 

Решение квад-
ратного уравне-
ния с парамет-
ром относи-
тельно перемен-
ной. 

 
№ 595-

596 
  № 225 

№ 340, 
341, 
342, 
343, 

344, 350 

 

Нахождение 
значения пара-
метра, при ко-
тором квадрат-
ное уравнение 
(или система 
квадратных 
уравнений) с 
параметром 
один корень, два 
корня, не имеет 
корней. 

№ 5.37, 
5.38 

 
№ 500-

502, 504-
505 

Зад. на 
иссл.: 1-2 

№ 526, 
933, 934, 

961 

№ 336, 
337, 
338, 
351, 

405, 406 

 

Решение рацио-
нальных урав-
нений с пара-
метром. 

     

№ 359-
361, 
367, 
368, 
414, 
415, 

1464, 
1465 

 

Нахождение 
значения пара-
метра квадрат-
ного уравнения 
(или системы 
квадратных 
уравнений) при 
известном зна-
чении перемен-
ных 

№ 5.36, 
162-169 

(Ит. 
Повт.) 

   

№ 239, 
240, 247, 
521, 959, 
964, 965 

№ 215  

Решение ирра-
циональных 
уравнений ( и их 
систем) с пара-
метром. 

   № 378   

№ 13.27-
13.29, 
13.42, 
13.43 

Решение урав-
нений с пара-
метрами, со-
держащих мо-
дуль. 

     
№ 407-

408 

№13 .34-
13.37, 
13.41 
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Приложение 4 

Ответы и указания к решению систем уравнений 

 

Система задач на тему «Линейное уравнение. Линейная функция» 

Задача 1. Решение:   а)    б)  

в) Ответ: а) ; б) ; в) . 

Задача 2. Решение:    

1) –  
–

 

2)  

3)  

  Ответ: 1) 2) 
–

 3)  4)   

Задача 3. Решение.   

а) Если  то , если  то уравнение решений не имеет. 

б) Если  то , если  то x – любое действительное число. 

в) Если  то , если  то x – любое действительное чис-

ло. 

г) Если  то , если  уравнение решений не имеет. 

Ответ:  а)   б)  в)   г)      

 

Задача 4. Решение:  а) –    

б) –     

в) – ;      

г) –   –   

Ответ: а)   б)  в)   г) –

Задача 5. Решение. Если  принадлежит графику линейной 

функции , получаем: , где , где . 
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Ответ: . 

Задача 6. Решение. Если  принадлежит графику линейной 

функции  то получаем:  , где  если 

 принадлежит графику линейной функции , то полу-

чаем:   где Ответ:  

Задача 7. Решение. Линейное уравнение ax = b,  при a ≠ 0 име-

ет один корень; при  a = 0 и b = 0  имеет бесконечно много корней; при a = 0 

и    b ≠ 0 не имеет корней. Ответ: при a ≠ 0 имеет один корень; при  a = 0 и b 

= 0  имеет бесконечно много корней; при a = 0 и b ≠ 0 не имеет корней. 

Задача 8. Решение: ;   . 

а) не имеет корней, если ; 

б) имеет единственный корень, если ; 

в) имеет бесконечно много решений: таких значений нет. 

Ответ: а) ; б) ; в) таких значений нет. 

Задача 9. Решение: – – –       

– – –   – – –  

 

 

Если то Если то  Ес-

ли то Корень уравнения будет являться натураль-

ным числом, при a = 4; 5; 7.  Ответ: 4; 5; 7. 

Задача 10. Решение. а) Подставим P(m; 1 – m) в уравнение 

. Получим:    

 2m = 15;   m = 7,5; 

б) Подставим P(m; 1 – m)  в уравнение . Получим: 

   

  2m (m – 1) = 0;   m = 0    или    m = 1. 
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Ответ: а) m = 7,5;б) m = 0 или m =1. 

Система задач на тему «Квадратное уравнение. Квадратичная функция» 

Задача 1. Решение: ;    ;     p = 10. 

Ответ: при p = 10. 

Задача 2. Решение:     

; 

Уравнение имеет единственный корень, если D = 0, значит:  

.  Ответ:  

Задача 3. Решение. Квадратное уравнение является неполным, если 

коэффициенты b или c равны 0. Значит:          

Если a = 2, то  

не является квадратным неполным уравнением; 

Если a = –2, то  

является неполным квадратным уравнением. 

Ответ:  a = –2.  

Задача 4. Решение: ;  

Уравнение не имеет корней, если D < 0:  

Так как при данное уравнение не имеет корней, то для того, 

чтобы существовали корни, мы можем взять любое значение c из промежутка 

(- ; ), например, с=0, с=2. Ответ: , например, с=0, с=2. 

Задача 5. Решение.  

 

 

     Ответ:   

Задача 6. Решение:   

  

Уравнение имеет различные корни, при D > 0, значит: 
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Ответ: Уравнение имеет различные корни при   

Задача 7. Решение. Найдем сначала параметр p. Для этого подставим 

 в данное уравнение:     ;    ;    ;    

Зная значение параметра p можем найти второй корень уравнения:      

  

  Ответ:  . 

Задача 8. Решение:       

   

                                                                        

                                 . 

Уравнение  будет иметь единственный корень x = 0, 

при  (a ≠ –1). Ответ:  

Задача 9.  Решение: ; 

; 

Если то уравнение имеет корни: ; ; 

; . При всех действительных значениях 

параметра a уравнение имеет корни  

Ответ: . 

Задача 10. Решение. Если , то уравнение не имеет корней; если 

, то данное уравнение является квадратным и решая его получаем, что 

дискриминант данного уравнения обращается в нуль при    

Ранее было установлено, что  не подходит, значит ответ  

Ответ:  

Система задач на тему «Системы уравнений с параметрами» 

Задача 1. Решение: Подставим пару чисел (1; 0) вместо значений x и y. 

Получим: Ответ: ; . 
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Задача 2. Решение:         Данная система 

имеет единственное решение, если: ; ;  –k ≠ 2;  k ≠ –2. 

Делаем вывод: данная система имеет ед. решение, если k  ≠ -2. Можно 

взять такие значения, как k = 1, k = 2 и т.д.  

Ответ: k  ≠ -2. Можно взять такие значения, как k = 1, k = 2 и т.д. 

Задача 3. Решение:  

Система имеет единственное решение при  

;   ;  . Ответ: . 

Задача 4. Решение:  

1) Если т.е. , то данная система равносильна 

2) Если  то система имеет вид  3) Если  

то система равносильна уравнению  

Ответ:   ;   

Система задач на тему «Дробно-рациональное уравнение» 

Задача 1. Решение: Область допустимых значений: . 

Если преобразовать уравнение в стандартный вид, то получим: уравне-

ние вида:  Затем находим корни полученного 

уравнения: 

 

;  

Полученные корни по условию не могут быть нулем, значит: 

;   

 

Ответ:  
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Задача 2. Решение:     

1)Если то 2) Если    

3) Если Ответ: при нет реше-

ния; при любое число, неравное 2; при 

. 

Задача 3. Решение: При решении учитываем допустимые значения:  

 

После некоторых преобразований получим: 

  1. При урав-

нение примет вид  решением которого будет любое число, 

ме . 2. При  имеем  Этот корень входит в ограничение 

. 

Ответ: при  уравнение имеет бесконечно много решений – все 

действительные числа, кроме нуля; при  решений нет.  

Задача 4. Решение: При решении уравнения учитываем ОДЗ: .  

После преобразований получим уравнение:  

Корнями данного уравнения являются  

Ответ: ;  

Задача 5. Решение: Данное уравнение сводиться к линейному при 

и  

;  

При  получим . 

Учитывая и  получим: 

1) ; ;   ;   ; 

2) ;    
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; ; ; 

. Ответ: при : решений нет; в остальных слу-

чаях . 


