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ВВЕДЕНИЕ
Учебно-методическое пособие предназначено для изучения  

факультативной дисциплины «Адаптивный курс математики».

Пособие адресовано студентам, обучающимся по направлени-

ям подготовки 01.03.02 «Прикладная математика и информатика», 

04.03.01 «Химия», 08.03.01 «Строительство», 09.03.03 «Прикладная 

информатика», 11.03.04 «Электроника и наноэлектроника», 13.03.02 

«Электроэнергетика и электротехника», 13.03.03 «Энергетическое 

машиностроение», 15.03.01 «Машиностроение», 15.03.04 «Автома-

тизация технологических процессов и производств», 15.03.05 «Кон-

структорско-технологическое обеспечение машиностроительных 

производств», 15.03.06 «Мехатроника и робототехника», 18.03.01 

«Химическая технология», 19.03.04 «Технология продукции и ор-

ганизация общественного питания», 20.03.01 «Техносферная безо-

пасность», 22.03.01 «Материаловедение и технологии материалов», 

23.05.01 «Наземные транспортно-технологические средства», так-

же по программам ПИШ очной и заочной форм обучения, в том 

числе с использованием ДОТ.

Цель освоения дисциплины – повторение и систематизация те-

оретических и практических знаний по основным разделам школь-

ного курса математики; закрепление вычислительных навыков, 

приобретенных при изучении математики в школе; формирование 

математического, логического и алгоритмического мышления; 

развитие математической культуры.

Задачи дисциплины – формирование у студентов систематизи-

рованных знаний, умений и навыков в области элементарной ма-

тематики, создание необходимой теоретической базы по основным 

разделам школьного курса математики для успешного освоения ими 

курса высшей математики и решения профессиональных задач.

Данная дисциплина базируется на освоении студентами школь-

ного курса математики. Эта дисциплина необходима для изучения 

таких дисциплин, как «Высшая математика. Элементы высшей  

алгебры и геометрии», «Высшая математика. Дифференциальное  

и интегральное исчисления», «Высшая математика. Избранные 

разделы высшей математики».
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В результате изучения дисциплины студенты должны:

–– знать основные понятия элементарной математики и методы ма-

тематического анализа, необходимые для решения профессио-

нальных задач;

–– уметь выявлять естественно-научную сущность технических  

и технологических проблем и профессиональных задач, привле-

кать для их решения соответствующий математический аппарат;

–– владеть навыками использования основных законов элементар-

ной математики в решении профессиональных задач.

Учебно-методическое пособие содержит два модуля:

1.	Методические указания по изучению дисциплины.

2.	Методические рекомендации по выполнению самостоятельной 

работы.

Модуль 1 содержит методические материалы к проведению 

лекций и практических занятий по двенадцати основным темам 

школьного курса математики, включающие типовые примеры ре-

шения задач, вопросы для обсуждения и контрольные вопросы для 

проведения практических занятий, методические указания по вы-

полнению самостоятельной работы студентов.

Модуль 2 содержит методические рекомендации по выполне-

нию самостоятельной работы, в него включены примерные вари-

анты контрольных работ по данному курсу.

В конце пособия приведены вопросы для самоконтроля по всем 

основным темам школьного курса математики, описанным в моду-

ле 1, предназначенные для проверки качества усвоения дисципли-

ны студентами; библиографический список и глоссарий с основ-

ными определениями курса.

В ходе изучения курса студенты очной формы обучения выпол-

няют пять контрольных работ и проходят итоговое тестирование. 

Контрольные работы студенты пишут по вариантам по темам: «Тож-

дественные преобразования. Уравнения и неравенства» (20 баллов), 

«Тригонометрические функции» (20 баллов), «Тригонометрические 

уравнения и неравенства» (15 баллов), «Показательные и логариф-

мические уравнения и неравенства» (20 баллов), «Основные задачи 

планиметрии и стереометрии» (15 баллов). В курсе предусмотрены 

бонусные баллы (20 баллов) за работу на практических занятиях.
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В ходе изучения курса студенты заочной формы обучения с ис-

пользованием дистанционных образовательных технологий также 

выполняют пять проверочных работ и проходят промежуточное  

и итоговое тестирование. Проверочные работы студенты пишут  

по тем же темам, за их выполнение они могут получить до 55 баллов 

включительно.

По курсу предусмотрен дифференцированный зачет. Оценка  

по дисциплине ставится по пятибалльной системе: оценка «отлич-

но» выставляется студенту, если по курсу им набрано 85–100 бал-

лов; «хорошо» – 70–84 балла; «удовлетворительно» – 55–69 баллов; 

«неудовлетворительно» – 0–54 балла.
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1. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ  
ПО ИЗУЧЕНИЮ ДИСЦИПЛИНЫ

Тема 1. Тождественные преобразования выражений. 
Степень. Основные тождества. Формулы  

сокращенного умножения

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Тождественно равные выражения. Примеры тождественно рав-

ных выражений.

2.	Тождество. Примеры тождеств.

3.	Тождественное преобразование алгебраического выражения.

4.	Виды тождественных преобразований алгебраических выра- 

жений.

5.	Формулы сокращенного выражения.

6.	Свойства степеней.

7.	Свойства корней n-й степени.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Определение: «Два выражения называются тождественно равны-

ми, если при любых значениях переменных из области определения 

выражений их соответственные значения равны. Равенство, верное 

при любых значениях переменных, называется тождеством» [31].

Приведем примеры тождеств: 

a + b = b + a;  ab = ba;  a(b + c) = ab + ac;  a + 0 = 0 + a = a  и др.

Под тождественным преобразованием алгебраического выраже-

ния понимают «последовательный переход от одного выражения  

к другому, тождественно равному ему» [31].
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свой-

ства степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25).

Формулы сокращенного умножения

10 
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Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)

�1��
��

� ��� � � � 
(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)

��
�� � ���� 

(1.11) √������ � � √�����  (1.20)

����� � ��� (1.12) �√��� � √���  
(1.21)

����� � ���� (1.13) √�� � �����  (1.22)

����
�
� ��
�� � � � � 

(1.14) ���
� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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�� � ���� 

(1.11) √������ � � √�����  (1.20)
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�
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(1.14) ���
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 
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����
�
� ��
�� � � � � 
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� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)

 

                                 (1.3)

10 
 

При выполнении тождественных преобразований выражений 
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При выполнении тождественных преобразований выражений 
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����
�
� ��
�� � � � � 

(1.14) ���
� � √��

√��  
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При выполнении тождественных преобразований выражений 
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�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)

�1��
��

� ��� � � � 
(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)

��
�� � ���� 

(1.11) √������ � � √�����  (1.20)

����� � ��� (1.12) �√��� � √���  
(1.21)

����� � ���� (1.13) √�� � �����  (1.22)

����
�
� ��
�� � � � � 

(1.14) ���
� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)
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(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)
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(1.11) √������ � � √�����  (1.20)

����� � ��� (1.12) �√��� � √���  
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)
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� ��� � � � 
(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)
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(1.11) √������ � � √�����  (1.20)
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 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 
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��
�� � ���� 
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��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 
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 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 
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(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)
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 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)
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����� � ��� (1.12) �√��� � √���  
(1.21)

����� � ���� (1.13) √�� � �����  (1.22)
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(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)
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(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)
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(1.21)
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(1.14) ���
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(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 
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(1.23)
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 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)
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(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)
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��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 
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� ��
�� � � � � 

(1.14) ���
� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)

 

(1.21)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)

�1��
��

� ��� � � � 
(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)

��
�� � ���� 

(1.11) √������ � � √�����  (1.20)

����� � ��� (1.12) �√��� � √���  
(1.21)

����� � ���� (1.13) √�� � �����  (1.22)

����
�
� ��
�� � � � � 

(1.14) ���
� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)

 

(1.13)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 
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(1.11) √������ � � √�����  (1.20)
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��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 
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 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 
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Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)

�1��
��

� ��� � � � 
(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)

��
�� � ���� 

(1.11) √������ � � √�����  (1.20)

����� � ��� (1.12) �√��� � √���  
(1.21)

����� � ���� (1.13) √�� � �����  (1.22)

����
�
� ��
�� � � � � 

(1.14) ���
� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 
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�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 
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(1.14) ���
� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 
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(1.14) ���
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√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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При выполнении тождественных преобразований выражений 

используются формулы сокращенного умножения (1.1)–(1.7), свойства 

степеней и действия с корнями (1.8)–(1.25). 

 

Формулы сокращенного умножения 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.1) 

�� � ��� � �� � ��� � ��    (1.2) 

�� � �� � �� � ���� � ��    (1.3) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.4) 

�� � ��� � �� � ���� � ���� � ��    (1.5) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.6) 

�� � �� � �� � ����� � �� � ���    (1.7) 

 

Свойства степеней и действия с корнями 

�� � 1� � � � (1.8) ��� � |�| (1.17)

�1��
��

� ��� � � � 
(1.9) ������ � |�| (1.18)

���� � ���� (1.10) ���������� � � (1.19)

��
�� � ���� 

(1.11) √������ � � √�����  (1.20)

����� � ��� (1.12) �√��� � √���  
(1.21)

����� � ���� (1.13) √�� � �����  (1.22)

����
�
� ��
�� � � � � 

(1.14) ���
� � √��

√��  
(1.23)

��� � √��  (1.15) √��� � √�� √��  (1.24)

��� � ����  (1.16) �√�� � √����
 (1.25)
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Рассмотрим примеры выполнения тождественных преобразо-

ваний выражений.

Пример 1.1. 

11 
 

Рассмотрим примеры выполнения тождественных преобразований 

выражений. 

Пример 1.1. 4����3���� � 4��3������ � �12����. 
Пример 1.2. «Упростите выражение: 

�3� �
3

� � �� ∙
�

18�2� � ��. 
Решение: 

�3� �
3

� � �� ∙
�

18�2� � �� �
�3�� � �� � 3���
��� � ��18�2� � �� �

�3� � 3� � 3�� ∙ �
18��� � ���2� � �� �� 

� �6� � 3�� ∙ �
18��� � ���2� � �� �

3�2� � ��
18�� � ���2� � �� �

1
6�� � ��. 

Ответ: �
������» [4]. 

Пример 1.3. Упростите выражение: 

� � 2
� � 5 ∶ �

�� � 24
�� � 25 �

4
� � 5�. 

Решение: 

«������ ∶ �
�����
����� �

�
���� �

���
��� ∶ �

�����
���������� �

������
����������� �

���
��� ∶

�����������
���������� � 

� ���
��� ∙

����������
������� � ����������

������� � ����������
������ � � ������» [3]. 

Ответ: ������. 
Пример 1.4. Упростите выражение: 

√150 � √96 � �23 �
1
√6. 

Решение: 

«√150 � √96 � ��
� �

�
√� � √25 ∙ 6 � √16 ∙ 6 � √�

√� �
�

√�∙� � 

� 5√6 � 4√6 � √�∙√�
√�∙√� �

√�
√�∙�∙√� � 5√6 � 4√6 � √�

� �
√�
� � √6 ∙ �5 � 4 � �

� �
�
�� �

�� � �� √6» [3]. 

Ответ: �� √6. 

Пример 1.2. «Упростите выражение
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�2√� � √����� � 2√�� � �� � �2√��� �	�√��� � 8��� � ���. 
Ответ: 8√�� � √��. 

Пример 1.8. Вычислите: 

�2� � ��√2 � �2� � ��√2. 
Решение. 

Заметим, что 

«�2� � ��√2 � ��√2 � ���;	�2� � ��√2 � 	��√2 � ���.	Тогда имеем: 

�2� � ��√2 � �2� � ��√2 � ��√2 � ��� � ��√2 � ��� � �√2 � �� �
	�√2��� � √2 � � � � � √2 � ��. 

Ответ: 10» [29]. 

Пример 1.9. Докажите, что: 

�� � 2√3 � �� � 2√3 � 2. 
Доказательство: 
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�
� � � 2√3 � 

�2��� � 2√3��� � 2√3� � � � 2√3 � 8 � 2√�� � �2 � 8 � � � � � 2�. 
Следовательно, исходное выражение может быть равно 2 или −2; так как 

�� � 2√3 � �� � 2√3, то это выражение положительно и �� � 2√3 �
�	�� � 2√3 � 2. 
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а) ��√���� �� � �√���� �
�
� � �√���� �� � ���; 

б) √���� ∙ √������ ∙ √����� � √������� � |�| ∙ �� ∙ |�|. 
Ответ: ���;�|�| ∙ �� ∙ |�|. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Блок 1 

Задание 1. Выполните действия над многочленами: 

а) (���� � ��� � ���� � ���� � ��� � �����; 
б) (��� � ��� � ���� ∙ �� � ��. 
Задание 2. Даны многочлены: 

А = ��� � ��� � ��� � ���, B = ��� � ��� � ��� � ���; 
С = �� � ��. 
Найдите: а) А + В − С; б) А − В + С. 

Задание 3. Выполните умножение многочленов: 

а) (���� � �� � ��� ∙ �����; 

б) (��� � ��� � �� � �� ∙ �� � ��� � ���. 
Задание 4. Разложите на множители: 

а) ��� � �� � �; 
б) �� � ��� � �� � �; 
в) � � �� � ��� � � � �� � ���; 
г) ��� � ������ � ����� � �����; 
д) �� � ��� � ��� � ��. 

Ответ: 
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�
�� � ���:��
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��	����11 � �√6�� ∙ �2√3� � �√2�� ; 

��	
|� � 1|
� � �|� � 1| � 2 � 2

�
�� � 2 � 1

�
; 

��	 �3� � 12√6
�2√3 � 3√2� ∙ �� � 2√6�; 

��	 �� � 2√12 � √2
�� � 2√12	 � √2

; 

��	 � ∙ |� � 3|
��� � � � 6� ∙ |�|. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие выражения называются тождественно равными? 

2. Что такое тождество?  

3. Что понимают под тождественным преобразованием алгебраического 

выражения? 

4. Какие виды тождественных преобразований алгебраических выражений вы 

знаете? 

5. Какие формулы чаще всего используют при выполнении тождественных 

преобразований выражений? 

6. Перечислите основные свойства степеней. 

7. Какие свойства корней n-й степени вы знаете? 

8. Какие виды тождественных преобразований рациональных и 

иррациональных выражений использовались вами при выполнении заданий? 

Рекомендуемая литература 
1. Кытманов, А. М. Арифметические и алгебраические выражения / А. М. 

Кытманов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец // Математика : адаптационный 

курс : учеб. пособие / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец. – 

Санкт-Петербург [и др.], 2022. – Глава 1. – С. 10–17. – URL: 
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(дата обращения: 10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – 
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2.	Тождественные преобразования / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, 

И. М. Соловьева, М. А. Шварц // Решение задач по математике :  

адаптивный курс для студентов технических вузов : учеб. посо- 

бие / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловьева,  

М. А. Шварц. – Санкт-Петербург [и др.], 2017. – С. 21–38. – 

URL: e.lanbook.com/book/99281 (дата обращения: 10.12.2024). – 

Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-2618-8.

Тема 2. Алгебраические уравнения.  
Квадратные уравнения. Формулы Виета. Простейшие 

уравнения и неравенства с модулем

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Основные виды алгебраических уравнений и методы их решения.

2.	Прямая и обратная теоремы Виета.

3.	Понятие модуля числа.

4.	Уравнения, содержащие переменную под знаком модуля.

5.	Неравенства, содержащие переменную под знаком модуля.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Вспомним основные виды алгебраических уравнений, которые 

были изучены вами в школьном курсе математики.

Так, «уравнение вида:

a ⋅ x + b = 0,                                           (2.1)*

где а и b – некоторые постоянные, называется линейным урав- 

нением.

 * Номер этой и последующих формул из библиографических источников 
изменены автором.
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Если a ≠ 0, то уравнение (2.1) имеет единственный корень: 
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� ∙ � � � � 0,      (2.1)* 

где а и b – некоторые постоянные, называется линейным уравнением. 

Если a ≠ 0, то уравнение (2.1) имеет единственный корень: � � � �
�. 

Если a = 0, b ≠ 0, то уравнение (2.1) решений не имеет. 

Если a = 0, b = 0, то любое х является решением уравнения (2.1)» [30]. 

Пример 2.1. «Решите уравнение: 
3
5 � �

�
2 � 0�2. 

Решение: 
3�
5 � �

2 �
1
5 ;	

3� ∙ 2
5 ∙ 2 � � ∙ 5

2 ∙ 5 �
1 ∙ 2
5 ∙ 2 ;	

��
10 �

5�
10 �

2
10 ;	

�� � 5�
10 � 2

10 ; 	�� � 5� � 2. 
x = 2. 

Ответ: x = 2» [3]. 

Пример 2.2. «Решите уравнение: 

2� � 3 � ��� � 1� � ��1 � �� � 5. 
Решение: 

2� � 3 � ��� � 1� � ��1 � �� � 5; 
2� � 3 � �� � � � � � �� � 5; 	2� � �� � �� � � � 5 � �;	��� � �� � 0; 
0 ∙ � � 0; 	� � �. 

Ответ: � � �» [3]. 

Отметим, что «уравнение вида: 

� ∙ �� � � ∙ � � � � 0,      (2.2) 

где a, b, c – некоторые числа (а ≠ 0), х – переменная, называется квадратным 

уравнением. 

Для решения квадратного уравнения следует вычислить дискриминант 

(2.3): 

� � �� � ���.      (2.3) 

Если D = 0, то уравнение (2.2) имеет единственное решение: � � � �
��. 

Если D > 0, то уравнение (2.2) имеет два корня: 
                                                 
* Номер этой и последующих формул из библиографических источников изменены автором. 

.

Если a = 0, b ≠ 0, то уравнение (2.1) решений не имеет.

Если a = 0, b = 0, то любое х является решением уравнения 

(2.1)» [30].
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6x - 5x = 2; x = 2.

Ответ: x = 2» [3].

Пример 2.2. «Решите уравнение
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�� � ��� � √�
2� , �� � ��� � √�

2� . 
(2.4) 

Если D < 0, то уравнение (2.2) не имеет действительных корней. 

Если b = 0 или c = 0, то уравнение (2.2) можно решать, не вычисляя 

дискриминанта, то есть 

если � � �, � � �, �� � �,�то ��,� � ���� �
� ; 

если � � �, � � �, то �� � ��, �� � � ��� . 

Отметим, что если в квадратном уравнении (2.2) коэффициент b – 

четный, то находят: �� � ����
� � ��, тогда корни уравнения вычисляются по 

формулам: 

�� � �
��2�� ��4

� , �� � �
� �2�� ��4

� . 
Теорема Виета (прямая) утверждает: если у квадратного уравнения 

��� � ���� � � � � есть корни x1 и x2 (2.4), то выполняются соотношения 

�
�� � �� � ��� ,
�� � �� � �

� .
 

(2.5) 

Обратная теорема Виета утверждает: если для некоторых постоянных a, b, c 

существуют числа x1 и x2, удовлетворяющие соотношениям 

�
�� � �� � ��� ,
�� � �� � �

� .
 

(2.6) 

то эти числа x1 и x2 являются корнями уравнения ��� � �� � � � �. 
При решении задач, связанных с теоремой Виета, рациональнее использовать 

соотношения: 

                       (2.4)

Если D < 0, то уравнение (2.2) не имеет действительных корней.



~ 16 ~

Если b = 0 или c = 0, то уравнение (2.2) можно решать, не вы-

числяя дискриминанта, то есть

если b = 0, c ≠ 0, 
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Обратная теорема Виета утверждает: если для некоторых постоянных a, b, c 

существуют числа x1 и x2, удовлетворяющие соотношениям 
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�� � �� � ��� ,
�� � �� � �

� .
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то эти числа x1 и x2 являются корнями уравнения ��� � �� � � � �. 
При решении задач, связанных с теоремой Виета, рациональнее использовать 

соотношения: 

Отметим, что если в квадратном уравнении (2.2) коэффициент 

b – четный, то находят: 
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числяются по формулам:
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Теорема Виета (прямая) утверждает: если у квадратного урав-

нения ax2 + bx + c = 0 есть корни x
1
 и x

2
 (2.4), то выполняются 

соотношения
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                                          (2.5)

Обратная теорема Виета утверждает: если для некоторых по-

стоянных a, b, c существуют числа x
1
 и x

2
, удовлетворяющие соот-

ношениям
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то эти числа x1 и x2 являются корнями уравнения ��� � �� � � � �. 
При решении задач, связанных с теоремой Виета, рациональнее использовать 
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                                           (2.6)

то эти числа x
1
 и x

2
 являются корнями уравнения ax2 + bx + c = 0.

При решении задач, связанных с теоремой Виета, рациональнее 

использовать соотношения:
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(2.7) 

��� � ��� � ��� � ���� � 2����;     (2.8) 
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��� �
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��� �

��� � ���
���� ; 

(2.9) 

��� � ��� � ��� � ��� ∙ ���� � ���� � ���� � 

� ��� � ��� ∙ ���� � ���� � �������» [30].   (2.10) 

Кроме того, решить квадратное уравнение (2.2) можно и другими 

способами: 

1. Если сумма коэффициентов � � � � � � �, то �� � 1, �� � � ��. 
2. Если � � � � �, то �� � �1, �� � �� �

�. 
Пример 2.3. «Решите уравнение: 

�� � �� � � � �. 
Решение: 

�� � �� � � � �. 
Имеем � � 1� � � �� � � ��. 

1-й способ: � � �� � ��� � 2� � � ∙ 1 ∙ ���� � 2� � 2� � �� � ��. 
Так как D > 0, то исходное уравнение имеет два корня: 

�� � ��� � √�
2� � �� � �

2 � 2
2 � 1� �� � ��� � √�

2� � �� � �
2 � �12

2 � ��. 

2-й способ: по обратной теореме Виета имеем: ��� � �� � ���
�� ∙ �� � ��.  

Значит, что �� � 1� �� � ��. 
Ответ: �� � 1� �� � ��» [3]. 

3-й способ: � � � � � � 1 � � � � � �, тогда �� � 1� �� � ��
� � ���. 

Пример 2.4. «Решите уравнение: 

�� � ��� � � � �. 
Решение. 

                                     (2.7)
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                    (2.8)
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,
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Кроме того, решить квадратное уравнение (2.2) можно и други-

ми способами:

1. Если сумма коэффициентов a + b + c = 0, то x
1
 = 1, 
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2. Если a + c = b, то x
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 = -1, 
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Пример 2.4. «Решите уравнение: 

�� � ��� � � � �. 
Решение. 

Пример 2.3. «Решите уравнение
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Имеем a = 1, b = 5, c = -6.

1-й способ: 
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Решение. 

Так как D > 0, то исходное уравнение имеет два корня:
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Решение. 

2-й способ: по обратной теореме Виета имеем: 
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Решение. 

Значит, что x
1
 = 1, x

2
 = -6.

Ответ: x
1
 = 1, x

2
 = -6» [3].

3-й способ: a + b + c = 1 + 5 - 6 = 0, тогда x
1
 = 1, 
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Введем новую переменную: y = x3. Тогда получим уравнение
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Введем новую переменную: � � ��. Тогда получим уравнение: 

�� � 5� � 4 � �. 
Решив квадратное уравнение, имеем: �� � 1� �� � �4. 
Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупности 

уравнений: �� � 1 или �� � 4, то есть � � 1 или � � √4� . 
Ответ: � � �1� � � � √4� » [30]. 

Пример 2.5. «Решите уравнение: 

4�� � 12� � 12
� � 4

�� � 4�. 
Решение: 

�4�� � 4
��� � �12� � 12

� � � 4�� �4 ��� � 1
��� � 12 �� � 1

�� � 4�. 
Введем новую переменную � � � � �

�. 

Имеем: �� � �� � �
��

� � �� � 2 � �
�� � ��� � �

��� � 2���� � �
�� � �� � 2. 

Тогда получим уравнение: 

4��� � 2� � 12� � 4�� �4�� � � � 12� � 4� � �� �4�� � 12� � 55 � �. 

Решив квадратное уравнение, имеем: 

�� � 5
2 � �� � �112 . 

Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупности 

уравнений: � � �
� �

�
� или � � �

� � � ��
� . 

Решим полученные дробно-рациональные уравнения. 

� � �
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�
� � � или � � �

� �
��
� � �. 

�2�� � 5� � 2 � ��
� � �.  или �2�� � 11� � 2 � ��
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Пример 2.6. «Вычислите �
��� �

�
��� и ��� � ���, где x1 и x2 – корни 

квадратного уравнения �� � � � 2 � �. 
Решение. 

По теореме Виета имеем: 

��� � �� � 1�
�� ∙ �� � �2. 

Значит, по формуле (2.7) 
1
��� �

1
��� �

�� � ��
�� ∙ �� � 1

�2 � �12. 
По формуле (2.10): 

��� � ��� � ��� � ��� ∙ ���� � ���� � ���� � 

� ��� � ��� ∙ ���� � ���� � ������� � 1 ∙ �1� � � ∙ ��2�� � �. 
Ответ: ���� �

�
��� � � �

� ����� � ��� � �» [29]. 

При решении уравнений высших степеней также удобно использовать 

схему Горнера. 

Пример 2.7. Решите уравнение: 

�� � � � 2 � �. 
Решение. 

Находим делители свободного члена: ∓1; ∓2. Подберем один из корней 

уравнения. Имеем x = 1 – корень уравнения, так как 13 + 1 − 2 = 0. 

По схеме Горнера: 

 

 1 0 1 −2 

x = 1 1 0 + 1 ‧ 1 = 1 1 + 1 ‧ 1 = 2 −2 + 1 ‧ 2 = 0 

 

Получим уравнение 

�� � 1���� � � � 2� � �. 

 и 
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x = 1, второе не имеет действительных корней.
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Пример 2.8. Решите уравнение
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Находим делители свободного члена, p: ∓1; ∓2; находим делите-

ли старшего коэффициента, q: ∓1; ∓2; тогда 
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радикала, например √� � � � � � �, то такое уравнение называется 

иррациональным. 

Отметим, что одним из способов решения данных уравнений является 
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Пример 2.9. «Решите уравнение: 

�1 � ��� � ��� 
Решение: 

√1 � ��� � ��� �1 � �� � ������ �1 � �� � ������ � �� �� � � или � � ��� 
Ответ: x = 3, x = −3» [29]. 
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��� � ��� � �� 
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��� � ��� � �� 
Имеем: �� � �� � ��� ��� � �� � 16���� � �� �� � � или � � ��� 
Проверка: √�� � ��� � √16� � ��� ��� � ������ � √16� � �� �� � �� 
Ответ: x = 3, x = −3» [29]. 

Пример 2.11. Решите уравнение: 

√1�� � 1� � 11� 
Решение: 

√1�� � 1� � 11� 
Имеем:   22

111410 x ; 1�� � 1� � 1�1� �1�� � 1��� �� � 1���� 
Проверка: .1112114135145,1310   

Ответ: x = 13,5. 

Пример 2.12. «Решите уравнение: 

√� � � � �� 
Решение: 

√� � � � �� 
Имеем:   22

2 xx  ; � � � � ������ � � � � � �� �� � � или � � �1. 

Проверка: 

1) � � �, тогда √� � � � �� �� � �, верно; 

2) � � �1, тогда √�1 � � � �1� �1 � �1, неверно. 

Ответ: x = 2» [30]. 

Решение:
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Решение: 

�� � �� � � � ���� � �� � 2 � �. 
Введем новую переменную: 

� � ��� � �� � 2. 
Тогда получим уравнение: 

�� � 2 � �� � �;		�� � �� � � � �. 
Решив квадратное уравнение, имеем: 

�� � �1� 	�� � �. 
Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупности 

уравнений: 

√�� � �� � 2 � �1 или √�� � �� � 2 � �. 
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как √�� � �� � 2 � �. Решив второе уравнение √�� � �� � 2 � �, получим: 

�� � �� � 2 � 1�, тогда: 

�� � �� � 1� � �� �� � 2 или �� � �7. 
Проверка: 

1) � � 2, тогда √2� � 1� � 2 � �; 	� � �, верно; 

2) � � �7, тогда ���7�� � �� � 2 � �; 	� � �, верно. 

Ответ: � � 2� � � �7» [30]. 

Рассмотрим пример с решением дробно-рационального уравнения. 

Пример 2.14. Решите уравнение: 
17
�� � 2 � 7

�. 
Решение: 
��
�� �

�
� �

�
� ;	

��
�� �

����
�� � ���

�� ;	
��
�� �

���
�� �

��
�� ; 	17 � 1�� � ��� �� � �, то есть 

� � �. 

Решение:
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Рассмотрим пример с решением дробно-рационального уравнения. 

Пример 2.14. Решите уравнение: 
17
�� � 2 � 7

�. 
Решение: 
��
�� �

�
� �

�
� ;	

��
�� �

����
�� � ���

�� ;	
��
�� �

���
�� �

��
�� ; 	17 � 1�� � ��� �� � �, то есть 

� � �. 

Решив квадратное уравнение, имеем:

y
1
 = -1,  y

2
 = 4.

Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупно-

сти уравнений:
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, получим: x2 + 5x + 2 = 16, тогда

x2 + 5x - 14 = 0, x
1
 = 2  или  x

2
 = -7.

Проверка:

1) x = 2, тогда 
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2) x = -7, тогда 
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нения.
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Пример 2.14. Решите уравнение

25 
 

Пример 2.13. «Решите уравнение: 

�� � ���� � 1� � ���� � �� � 2 � �. 
Решение: 

�� � �� � � � ���� � �� � 2 � �. 
Введем новую переменную: 

� � ��� � �� � 2. 
Тогда получим уравнение: 

�� � 2 � �� � �;		�� � �� � � � �. 
Решив квадратное уравнение, имеем: 

�� � �1� 	�� � �. 
Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупности 

уравнений: 

√�� � �� � 2 � �1 или √�� � �� � 2 � �. 
Решим полученные уравнения. Первое уравнение не имеет решений, так 

как √�� � �� � 2 � �. Решив второе уравнение √�� � �� � 2 � �, получим: 

�� � �� � 2 � 1�, тогда: 

�� � �� � 1� � �� �� � 2 или �� � �7. 
Проверка: 

1) � � 2, тогда √2� � 1� � 2 � �; 	� � �, верно; 

2) � � �7, тогда ���7�� � �� � 2 � �; 	� � �, верно. 

Ответ: � � 2� � � �7» [30]. 

Рассмотрим пример с решением дробно-рационального уравнения. 

Пример 2.14. Решите уравнение: 
17
�� � 2 � 7

�. 
Решение: 
��
�� �

�
� �

�
� ;	

��
�� �

����
�� � ���

�� ;	
��
�� �

���
�� �

��
�� ; 	17 � 1�� � ��� �� � �, то есть 

� � �. 

Решение:

25 
 

Пример 2.13. «Решите уравнение: 

�� � ���� � 1� � ���� � �� � 2 � �. 
Решение: 

�� � �� � � � ���� � �� � 2 � �. 
Введем новую переменную: 

� � ��� � �� � 2. 
Тогда получим уравнение: 

�� � 2 � �� � �;		�� � �� � � � �. 
Решив квадратное уравнение, имеем: 

�� � �1� 	�� � �. 
Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупности 

уравнений: 

√�� � �� � 2 � �1 или √�� � �� � 2 � �. 
Решим полученные уравнения. Первое уравнение не имеет решений, так 

как √�� � �� � 2 � �. Решив второе уравнение √�� � �� � 2 � �, получим: 

�� � �� � 2 � 1�, тогда: 

�� � �� � 1� � �� �� � 2 или �� � �7. 
Проверка: 

1) � � 2, тогда √2� � 1� � 2 � �; 	� � �, верно; 
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Пример 2.14. Решите уравнение: 
17
�� � 2 � 7

�. 
Решение: 
��
�� �

�
� �

�
� ;	

��
�� �

����
�� � ���

�� ;	
��
�� �

���
�� �

��
�� ; 	17 � 1�� � ��� �� � �, то есть 

� � �. 17 = 10x - 35, 5x ≠ 0, то есть x ≠ 0.

Тогда

10x = 35 + 15;  10x = 52;  x = 5,2.

Ответ: x = 5,2.

Кроме того, «чтобы решить уравнение, содержащее переменную 

под знаком модуля, надо освободиться от знака модуля, используя 

его определение:

26 
 

Тогда 

��� � �� � ��� ���� � ��� �� � ���� 
Ответ: x = 5,2. 

Кроме того, «чтобы решить уравнение, содержащее переменную под 

знаком модуля, надо освободиться от знака модуля, используя его определение: 

|�| � � �� ������ � ���
��� ������ � ��     (2.11) 

 

Приведем алгоритм решения уравнений с модулем: 

1) находят критические точки, то есть значения переменной, при которых 

выражения, стоящие под знаком модуля, обращаются в нуль; 

2) разбивают область допустимых значений переменной на промежутки, 

на каждом из которых выражения, стоящие под знаком модуля, сохраняют 

знак; 

3) на каждом из найденных промежутков решают уравнение без знака 

модуля. 

Совокупность (объединение) решений указанных промежутков и 

составляет все решения рассматриваемого уравнения» [30]. 

Покажем применение этого алгоритма на некоторых примерах. 

Пример 2.15. «Решите уравнение: 

|� � �| � �� � �� 
Решение. 

Найдем критические точки: � � � � �� � � ��� 
Имеем: 

1) при � � �� получаем уравнение ��� � �� � �� � �, то есть �� � � �
�� � �, тогда � � �� �

�. Найденное значение x не входит в рассматриваемый 

промежуток; 

2) при � � �� получаем уравнение � � � � �� � �, тогда � � ��� 
Найденное значение x входит в рассматриваемый промежуток. 

Ответ: x = 4» [3 

                                (2.11)

Приведем алгоритм решения уравнений с модулем:

1) находят критические точки, то есть значения переменной, 
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знака модуля.
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и составляет все решения рассматриваемого уравнения» [30].

Покажем применение этого алгоритма на некоторых примерах.

Пример 2.15. «Решите уравнение

|x + 3| = 2x - 1.

Решение.

Найдем критические точки: x + 3 = 0, x = -3.

Имеем:

1) при x < -3 получаем уравнение -(x + 3) = 2x - 1, то есть  

-x - 3 = 2x - 1, тогда x = 
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выражения, стоящие под знаком модуля, обращаются в нуль; 
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знак; 

3) на каждом из найденных промежутков решают уравнение без знака 

модуля. 

Совокупность (объединение) решений указанных промежутков и 

составляет все решения рассматриваемого уравнения» [30]. 

Покажем применение этого алгоритма на некоторых примерах. 

Пример 2.15. «Решите уравнение: 

|� � �| � �� � �� 
Решение. 
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Имеем: 

1) при � � �� получаем уравнение ��� � �� � �� � �, то есть �� � � �
�� � �, тогда � � �� �
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. Найденное значение x не входит в рас-

сматриваемый промежуток;



~ 23 ~

2) при x ≥ -3 получаем уравнение x + 3 = 2x - 1, тогда x = 4. Най-

денное значение x входит в рассматриваемый промежуток.

Ответ: x = 4» [30].

Пример 2.16. «Решите уравнение

|x + 1| + |x - 5| = 8.

Решение.

Найдем критические точки: x = -1, x = 5.

Имеем:

1) при x < -1 получаем уравнение: -(x + 1) - (x - 5) = 8, то есть  

-x - 1 - x + 5 = 8, тогда имеем: -2x = 4, значит, x = -2. Найденное 

значение x входит в рассматриваемый промежуток;

2) при -1 ≤ x < 5 получаем уравнение: (x + 1) - (x - 5) = 8, то есть  

x + 1 - x + 5 = 8, тогда имеем: 6 = 8, значит, у этого уравнения нет 

решений;

3) при x ≥ 5 получаем уравнение: (x + 1) + (x - 5) = 8, то есть  

x + 1 + x - 5 = 8, тогда имеем: 2x = 12, значит, x = 6. Найденное зна-

чение x входит в рассматриваемый промежуток.

Ответ: x = -2, x = 6» [29].

«Пример 2.17. Решите уравнение

|x + 5| - |x - 3| = 8.

Решение.

Найдем критические точки: x = -5, x = 3.

Решаем задачу на каждом промежутке:

1) x < -5, получаем уравнение: -(x + 5) + (x - 3) = 8; -x - 5 + 

+ х - 3 = 8; -8 = 8 ложно, на рассматриваемом промежутке реше-

ний нет;

2) -5 ≤ x < 3, получаем уравнение: (x + 5) + (x - 3) = 8, то есть  

2x = 6, x = 3 (не входит в рассматриваемый промежуток);

3) x ≥ 3, получаем уравнение: (x + 5) - (x - 3) = 8, то есть  

8 = 8 верно. Уравнение выполняется при всех x из рассматриваемо-

го промежутка.

Ответ: x ∈ [3; +∞)» [30, c. 37].

Кроме того, при решении уравнений с модулем можно исполь-

зовать не только определение модуля.



~ 24 ~

Так, «уравнение 
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Так, «уравнение ��|�|� � ���� равносильно совокупности двух систем: 

1) ����� � ����,
� � �  или 2) ������ � ����,

� � �.     (2.12) 

Рассмотрим уравнение вида: 

|����| � �.      (2.13) 

При a < 0 уравнение (2.13) решений не имеет. 

При a > 0 уравнение (2.13) равносильно совокупности: 

� ���� 	� 	�,
���� 	� 	��. 

(2.14) 

При a = 0 уравнение (2.13) равносильно уравнению 

���� � �. 
Кроме того, уравнение |����| � ���� равносильно системе или 

совокупности: 

|����| � ���� 	↔	 �
���� � �;

� ���� 	� 	����,
���� 	� 	�����.

 

(2.15) 

|����| � ���� 	↔	
�
�
�
� � ���� � �,
���� � ����;

� ���� � �,
����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

 равносильно совокупности двух 

систем:
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Так, «уравнение ��|�|� � ���� равносильно совокупности двух систем: 
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При a = 0 уравнение (2.13) равносильно уравнению 

���� � �. 
Кроме того, уравнение |����| � ���� равносильно системе или 

совокупности: 

|����| � ���� 	↔	 �
���� � �;

� ���� 	� 	����,
���� 	� 	�����.

 

(2.15) 

|����| � ���� 	↔	
�
�
�
� � ���� � �,
���� � ����;

� ���� � �,
����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

              (2.12)

Рассмотрим уравнение вида
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Так, «уравнение ��|�|� � ���� равносильно совокупности двух систем: 

1) ����� � ����,
� � �  или 2) ������ � ����,
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(2.15) 

|����| � ���� 	↔	
�
�
�
� � ���� � �,
���� � ����;

� ���� � �,
����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

                                             (2.13)

При a < 0 уравнение (2.13) решений не имеет.

При a > 0 уравнение (2.13) равносильно совокупности:
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Так, «уравнение ��|�|� � ���� равносильно совокупности двух систем: 
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� � �  или 2) ������ � ����,

� � �.     (2.12) 
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|����| � �.      (2.13) 
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���� 	� 	��. 

(2.14) 

При a = 0 уравнение (2.13) равносильно уравнению 

���� � �. 
Кроме того, уравнение |����| � ���� равносильно системе или 

совокупности: 

|����| � ���� 	↔	 �
���� � �;

� ���� 	� 	����,
���� 	� 	�����.

 

(2.15) 

|����| � ���� 	↔	
�
�
�
� � ���� � �,
���� � ����;

� ���� � �,
����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

                                      (2.14)

При a = 0 уравнение (2.13) равносильно уравнению
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Так, «уравнение ��|�|� � ���� равносильно совокупности двух систем: 

1) ����� � ����,
� � �  или 2) ������ � ����,
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Рассмотрим уравнение вида: 
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При a < 0 уравнение (2.13) решений не имеет. 

При a > 0 уравнение (2.13) равносильно совокупности: 

� ���� 	� 	�,
���� 	� 	��. 

(2.14) 

При a = 0 уравнение (2.13) равносильно уравнению 

���� � �. 
Кроме того, уравнение |����| � ���� равносильно системе или 

совокупности: 

|����| � ���� 	↔	 �
���� � �;

� ���� 	� 	����,
���� 	� 	�����.

 

(2.15) 

|����| � ���� 	↔	
�
�
�
� � ���� � �,
���� � ����;

� ���� � �,
����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

Кроме того, уравнение 
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Так, «уравнение ��|�|� � ���� равносильно совокупности двух систем: 

1) ����� � ����,
� � �  или 2) ������ � ����,

� � �.     (2.12) 

Рассмотрим уравнение вида: 

|����| � �.      (2.13) 

При a < 0 уравнение (2.13) решений не имеет. 

При a > 0 уравнение (2.13) равносильно совокупности: 

� ���� 	� 	�,
���� 	� 	��. 

(2.14) 

При a = 0 уравнение (2.13) равносильно уравнению 

���� � �. 
Кроме того, уравнение |����| � ���� равносильно системе или 

совокупности: 

|����| � ���� 	↔	 �
���� � �;

� ���� 	� 	����,
���� 	� 	�����.

 

(2.15) 

|����| � ���� 	↔	
�
�
�
� � ���� � �,
���� � ����;

� ���� � �,
����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

 равносильно системе или 

совокупности:
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|����| � ���� 	↔	
�
�
�
� � ���� � �,
���� � ����;

� ���� � �,
����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

                 (2.15)
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Так, «уравнение ��|�|� � ���� равносильно совокупности двух систем: 

1) ����� � ����,
� � �  или 2) ������ � ����,

� � �.     (2.12) 

Рассмотрим уравнение вида: 

|����| � �.      (2.13) 

При a < 0 уравнение (2.13) решений не имеет. 

При a > 0 уравнение (2.13) равносильно совокупности: 

� ���� 	� 	�,
���� 	� 	��. 

(2.14) 

При a = 0 уравнение (2.13) равносильно уравнению 

���� � �. 
Кроме того, уравнение |����| � ���� равносильно системе или 

совокупности: 

|����| � ���� 	↔	 �
���� � �;
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����� � ����.

 

(2.16) 

Уравнение вида |����| � |����| равносильно совокупности уравнений: 

|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

             (2.16)

Уравнение вида 
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Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

 равносильно совокупности 

уравнений:
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(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: 

            (2.17)

Пример 2.18. Решите уравнение
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�
�
�
� � ���� � �,
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(2.16) 
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|����| � |����| ↔ � ���� 	� 	����,
���� 	� 	������	����. 

(2.17) 

Пример 2.18. Решите уравнение 

|�| � |�� � �|. 
Решение: Решение:
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|�| � |�� � 5| � � �	 � 	�� � 5�
�	 � 	���� � 5� � � �	 � 	�� � 5�

�	 � 	��� � 5 � ��	 � 	5�
�	 � 	 53 .

 

Ответ: � � 5� � � 5
3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

Ответ: 
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�	 � 	��� � 5 � ��	 � 	5�
�	 � 	 53 .

 

Ответ: � � 5� � � 5
3. 
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при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 
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���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком 

модуля, решаются по схемам, аналогичным решению уравнений  

с модулем» [29].
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Рассмотрим неравенство вида
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

                                       (2.18)

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет.

При a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств:
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Ответ: � � 5� � � 5
3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

                                        (2.19)

При решении неравенства вида
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

                                          (2.20)

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x 

из области допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравен-

ство (2.20) равносильно совокупности неравенств:
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Ответ: � � 5� � � 5
3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

                                        (2.21)

Неравенство вида 
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

 равносильно системе нера-

венств:
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

                  (2.22)

Неравенство вида 
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

 равносильно совокупности не-

равенств:
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

                   (2.23)

Неравенство вида 
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 

решается методом интервалов. 

 равносильно неравенству:
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3. 

Отметим, что «неравенства, содержащие переменную под знаком модуля, 

решаются по схемам, аналогичным решению уравнений с модулем» [29]. 

Рассмотрим неравенство вида 

|����| � �.      (2.18) 

При a < 0 неравенство (2.18) решений не имеет; 

при a ≥ 0 неравенство (2.18) равносильно системе неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.     (2.19) 

При решении неравенства вида 

|����| � �      (2.20) 

имеем, что при a < 0 решением неравенства (2.20) является любое x из области 

допустимых значений функции f(x); при a ≥ 0 неравенство (2.20) равносильно 

совокупности неравенств: 

� ���� � �;
���� � ��.      (2.21) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно системе неравенств: 

|����| � ���� 	�	 �
���� � �;

���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.

 

(2.22) 

Неравенство вида |����| � ���� равносильно совокупности неравенств: 

|����| � ���� 	�	 	 � ���� 	� 	����;
���� 	� 	�����.	 

(2.23) 

Неравенство вида |����| � |����| равносильно неравенству: 

����� � ����� 	�	 ����� � ���������� � ����� � ��  (2.24) 
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В ходе решения неравенств с модулем могут применяться сле-

дующие свойства:
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Пример 2.19. Решите неравенство

|x - 3| < 4.

Решение.

Решением неравенства являются все значения x, которые удов-

летворяют системе неравенств 
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 Решением системы неравенств 

является x ∈ (-1,7).

Ответ: x ∈ (-1,7).

Пример 2.20. Решите неравенство

|x2 - 5x| > 6.

Решение.
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Необходимо решить каждое неравенство. Тогда, решая нера-

венство x2 - 5x + 6 < 0, имеем: (x - 2)(x - 3) < 0

(x2 - 5x + 6 = 0, (x - 2)(x - 3) = 0; x
1
 = 2, x

2
 = 3).

Воспользуемся методом интервалов (рис. 2.1).
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Рис. 2.1. Решение неравенства x2 - 5x + 6 < 0 методом интервалов

Решением неравенства x2 - 5x + 6 < 0 является промежуток  

x ∈ (2, 3). Решая неравенство x2 - 5x - 6 > 0, получим: (x - 6)(x + 1) > 0.

Применим также метод интервалов (рис. 2.2).
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Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � �
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Пример 2.21. Решите неравенство |� � �| � � � 1, используя 

определение модуля. 

Решение. 

По определению модуля получим: 

� � � � � ��
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Рис. 2.2. Решение неравенства x2 - 5x - 6 > 0 методом интервалов

Решением неравенства x2 - 5x - 6 > 0 является промежуток  

x ∈ (-∞; -1) 
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 (6; + ∞).
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Таким образом, множеством решений исходного неравенства 

является объединение множеств: x ∈ (-∞; -1) 
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 (2, 3) 
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 (6; + ∞).

Ответ: x ∈ (-∞; -1) 

31 
 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � � ��� ��. 
Решая неравенство �� � �� � � � �, получим: �� � ���� � 1� � �. 

Применим также метод интервалов (рис. 2.2). 

 
Рис.. 2.2. Решение неравенства �� � �� � � � � методом интервалов 

 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � �
�����1� ∪ ���	���. 

Таким образом, множеством решений исходного неравенства является 

объединение множеств: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Ответ: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Пример 2.21. Решите неравенство |� � �| � � � 1, используя 

определение модуля. 

Решение. 

По определению модуля получим: 

� � � � � ��
� � � � � � 1	�1� или � � � � � ��

��� � �� � � � 1.	��� 
Решим каждую систему неравенств: 

� � � ��
� � � � �	�1� или �� � ��

� � 1. 	��� 
Система неравенств (1) не имеет решений, решением системы неравенств 

(2) является промежуток � � ���� 1�. 
Объединив решения систем неравенств (1) и (2), получим решение 

исходного неравенства |� � �| � � � 1, то есть � � ���� 1�. 
Ответ: � � ���� 1�. 
Пример 2.22. Найдите множество решений неравенства: 

|�� � �� � �| � |��|. 
Решение. 

 (2, 3) 

31 
 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � � ��� ��. 
Решая неравенство �� � �� � � � �, получим: �� � ���� � 1� � �. 

Применим также метод интервалов (рис. 2.2). 

 
Рис.. 2.2. Решение неравенства �� � �� � � � � методом интервалов 

 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � �
�����1� ∪ ���	���. 

Таким образом, множеством решений исходного неравенства является 

объединение множеств: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Ответ: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Пример 2.21. Решите неравенство |� � �| � � � 1, используя 

определение модуля. 

Решение. 

По определению модуля получим: 

� � � � � ��
� � � � � � 1	�1� или � � � � � ��

��� � �� � � � 1.	��� 
Решим каждую систему неравенств: 

� � � ��
� � � � �	�1� или �� � ��

� � 1. 	��� 
Система неравенств (1) не имеет решений, решением системы неравенств 

(2) является промежуток � � ���� 1�. 
Объединив решения систем неравенств (1) и (2), получим решение 

исходного неравенства |� � �| � � � 1, то есть � � ���� 1�. 
Ответ: � � ���� 1�. 
Пример 2.22. Найдите множество решений неравенства: 

|�� � �� � �| � |��|. 
Решение. 

 (6; + ∞).

Пример 2.21. Решите неравенство |x - 3| > x + 1, используя опре-

деление модуля.

Решение.

По определению модуля получим:

31 
 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � � ��� ��. 
Решая неравенство �� � �� � � � �, получим: �� � ���� � 1� � �. 

Применим также метод интервалов (рис. 2.2). 

 
Рис.. 2.2. Решение неравенства �� � �� � � � � методом интервалов 

 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � �
�����1� ∪ ���	���. 

Таким образом, множеством решений исходного неравенства является 

объединение множеств: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Ответ: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Пример 2.21. Решите неравенство |� � �| � � � 1, используя 

определение модуля. 

Решение. 

По определению модуля получим: 

� � � � � ��
� � � � � � 1	�1� или � � � � � ��

��� � �� � � � 1.	��� 
Решим каждую систему неравенств: 

� � � ��
� � � � �	�1� или �� � ��

� � 1. 	��� 
Система неравенств (1) не имеет решений, решением системы неравенств 

(2) является промежуток � � ���� 1�. 
Объединив решения систем неравенств (1) и (2), получим решение 

исходного неравенства |� � �| � � � 1, то есть � � ���� 1�. 
Ответ: � � ���� 1�. 
Пример 2.22. Найдите множество решений неравенства: 

|�� � �� � �| � |��|. 
Решение. 

Решим каждую систему неравенств:

31 
 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � � ��� ��. 
Решая неравенство �� � �� � � � �, получим: �� � ���� � 1� � �. 

Применим также метод интервалов (рис. 2.2). 

 
Рис.. 2.2. Решение неравенства �� � �� � � � � методом интервалов 

 

Решением неравенства �� � �� � � � � является промежуток � �
�����1� ∪ ���	���. 

Таким образом, множеством решений исходного неравенства является 

объединение множеств: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Ответ: � � �����1� ∪ ��� �� ∪ ���	���. 
Пример 2.21. Решите неравенство |� � �| � � � 1, используя 

определение модуля. 

Решение. 

По определению модуля получим: 

� � � � � ��
� � � � � � 1	�1� или � � � � � ��

��� � �� � � � 1.	��� 
Решим каждую систему неравенств: 

� � � ��
� � � � �	�1� или �� � ��

� � 1. 	��� 
Система неравенств (1) не имеет решений, решением системы неравенств 

(2) является промежуток � � ���� 1�. 
Объединив решения систем неравенств (1) и (2), получим решение 

исходного неравенства |� � �| � � � 1, то есть � � ���� 1�. 
Ответ: � � ���� 1�. 
Пример 2.22. Найдите множество решений неравенства: 

|�� � �� � �| � |��|. 
Решение. 
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Пример 2.22. Найдите множество решений неравенства
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Исходное неравенство равносильно неравенству
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Исходное неравенство равносильно неравенству: 

��� � �� � ��� � �����. 
Имеем: ��� � �� � ��� � ����� � �� 
��� � �� � � � ������ � �� � � � ��� � �� ��� � ����� � �� � �� � �. 
Решим уравнение �� � �� � � � �. Найдем D = 36 + 16 = 52. 

Имеем: .
2

1326
2;1


x  Значит, 1331 x , .1332 x  

Тогда получим: .0)133)(133)(2)(2(  xxxx  

Решением исходного неравенства является промежуток (рис. 2.3): 

).;2()133;2()133;( x  

 

 
Рис. 2.3. Решение неравенства |�� � �� � �| � |��| 

 

Ответ: ).;2()133;2()133;( x  

 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Блок 1 

Задание 1. Решите уравнения: 

Имеем: 
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Задание 1. Решите уравнения: 

а) ��� � ���� � ��� � ��� � ��� б) ��� � �� � �� � �� 
в) �� � �� � 4�� � � � �� г) ��� � �� � ��� � ��� � � � �.
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��� � �
�� � � � �� � �

�� � � �
���� � ���� � �

4���� � �� . 
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а) √� � � � √� � � � ���б) �� � √� � �� � �� � √� � �� � 4.
Задание 4. Решите уравнение с помощью теоремы, обратной  

теореме Виета, для 3-й степени: 
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������
|���| � �. 
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1. Что такое уравнение, корень уравнения? Что значит решить уравнение? 

2. Какие уравнения называют линейными, квадратными, дробно-

рациональными? Какими методами они решаются? 

3. Сформулируйте прямую и обратную теоремы Виета. 
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под знаком модуля? 
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Блок 2

Задание 1. Решите уравнения:

33 
 

Задание 4. Решите уравнение с помощью теоремы, обратной теореме Виета, для 

3-й степени: �� � ��� � � � � � �. 
Задание 5. Решите уравнения: 

а) �� � 2�� � ���� � �� � �� � �� � �; б) �� � ��� � 2�� � �� � � � �� 
в) ��� � ��� � ���� � �� � ���� � ��� � �; г) �� � ��� � 2��� � �� � ��. 
д) 2�� � ��� � �� � �� � 2 � �.
Блок 2 

Задание 1. Решите уравнения: 

а) |� � �| � �� б) |��� � �| � ��� � �� 
в) |�� � �| � �� � �� г) |�� � �� � �| � |�� � ��|. 
Задание 2. Решите уравнения: 

а) |� � 2| � �� � �� � �� б) 2 ∙ |� � �| � � ∙ �� � 2� � 2� 
в) |� � �| � |� � �| � ��. 
Задание 3. Решите неравенства: 

а) |� � �| � �� б) |�� � �| � ��� в) |��� � �| � ��� 
г) |� � �| � |� � �| � �2� д) |� � �| � �� е) �

������
|���| � �. 

ж) |2� � �| � ���з) |�� � � � �| � 2� � �. 
Контрольные вопросы 

1. Что такое уравнение, корень уравнения? Что значит решить уравнение? 

2. Какие уравнения называют линейными, квадратными, дробно-

рациональными? Какими методами они решаются? 

3. Сформулируйте прямую и обратную теоремы Виета. 

4. Какими способами решаются иррациональные уравнения? 

5. Что такое модуль числа? 

6. Какие способы решения уравнений, содержащих переменную под знаком 

модуля, вы знаете? 

7. Опишите алгоритм решения уравнений с модулем методом промежутков. 
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1.	Что такое уравнение, корень уравнения? Что значит решить 

уравнение?

2.	Какие уравнения называют линейными, квадратными, дробно- 

рациональными? Какими методами они решаются?

3.	Сформулируйте прямую и обратную теоремы Виета.

4.	Какими способами решаются иррациональные уравнения?

5.	Что такое модуль числа?

6.	Какие способы решения уравнений, содержащих переменную 

под знаком модуля, вы знаете?

7.	Опишите алгоритм решения уравнений с модулем методом про-

межутков.

8.	На чем может быть основано решение неравенств, содержащих 
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6.	Решение задач по математике : адаптивный курс для студентов 

технических вузов : учеб. пособие / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, 

И. М. Соловьева, М. А. Шварц. – Санкт-Петербург [и др.] : Лань, 
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Тема 3. Понятие функции. Линейная и квадратичная 
функции. Построение графиков функций. Область 

определения и множество значений функции

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Понятие функции. Способы задания функций.

2.	Основные элементарные функции.

3.	Понятие графика функции. Построение графиков функций.

4.	Простейшие преобразования графиков функций.

5.	Основные свойства функций.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Из школьного курса вам известно, что:

– «соответствие, по которому каждому элементу x множества X 

сопоставляется единственный элемент y множества Y, называется 

функцией (отображением), определенной на множестве X со зна-

чениями в множестве Y» [31];

– функция обозначается: y = f(x), где f : X → Y;

– элемент x ∈ X называется аргументом, или независимой пе-

ременной; множество X – областью определения функции y = f(x)  

и обозначается D(f);
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– элемент y ∈ Y называется значением функции, или зависимой 

переменной; множество Y – областью значений функции y = f(x)  

и обозначается E(f);

– графиком функции y = f(x) называется множество всех точек 

координатной плоскости с координатами (x; f(x)), абсциссы кото-

рых равны значениям аргумента, а ординаты – соответствующим 

значениям функции;

– функцию можно задать несколькими способами: аналитиче-

ским (формулой), графическим, табличным, а также словесным.

В 7–11-м классах вами были изучены следующие основные эле-

ментарные функции:

36 
 

(отображением), определенной на множестве X со значениями в множестве Y» 

[31]; 

– функция обозначается: � � ����, где ��	� � �; 
– элемент � � 	� называется аргументом, или независимой переменной; 

множество X – областью определения функции � � ���� и обозначается ����; 
– элемент � � 	� называется значением функции, или зависимой 

переменной; множество Y – областью значений функции � � ���� и 

обозначается ����; 
– графиком функции � � ���� называется множество всех точек 

координатной плоскости с координатами ��; �����, абсциссы которых равны 

значениям аргумента, а ординаты – соответствующим значениям функции; 

функцию можно задать несколькими способами: аналитическим 

(формулой), графическим, табличным, а также словесным. 

В 7–11-м классах вами были изучены следующие основные элементарные 

функции: 

� � ��; 	� � �� � �; 	� � �
� ; 	� � ��; 	� � ��;	 

� � ��� � �� � �	�� � ��; 	� � |�|; 	� � √�; 	� � ��� � � √�� . 
Рассмотрим ниже графики некоторых из них (табл. 1). 

Кроме того, напомним «некоторые простейшие преобразования графиков 

функций. 

1. График функции � � ����� симметричен графику функции � � ���� 
относительно оси абсцисс. 

2. График функции � � ����� симметричен графику функции � � ���� 
относительно оси ординат. 

3. График функции � � ������ симметричен графику функции � � ���� 
относительно начала координат. 

4. График функции � � ��� � �� получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси �� на 

|�| единиц масштаба влево, если � � �, и на |�| единиц вправо, если � � �. 

Рассмотрим ниже графики некоторых из них (табл. 1).

Таблица 1

Графики некоторых элементарных функций

Функция и ее график

Линейная функция, y = kx + b
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Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 

Прямая пропорциональность, 
y = kx
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Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 

Квадратичная функция,
y = ax2 + bx + c

37 
 

 

Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 

y = x2

37 
 

 

Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 
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Функция и ее график

Обратная пропорциональность,

37 
 

 

Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 
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Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 

y = x3

37 
 

 

Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 
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Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 
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Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 

y = |x|

37 
 

 

Таблица 1* 

Графики некоторых элементарных функций 

Функция и ее график 

Линейная функция, y = kx + b 

 

 

 

Прямая пропорциональность, y = kx 

 

Квадратичная функция, 

y = ax2 + bx + c 

 

 

y = x2 

 

Обратная пропорциональность, 

� � �
� 

y = x3 

� � √� 

 

y = |x| 

 

 

5. График функции � � ���� � � получается из графика функции � �
���� с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего вдоль оси OY на 

|�| единиц масштаба вверх, если � � �, и на |�| единиц вниз, если � � �� 
6. График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� с 

помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика пропорционально 

коэффициенту k при аргументе (если � � �, то график сжимается в k раз, а если 

                                                 
* Номер этой и последующих таблиц из библиографических источников изменены автором. 

Кроме того, напомним «некоторые простейшие преобразования 

графиков функций.

1. График функции y = -f(x) симметричен графику функции  

y = f(x) относительно оси абсцисс.

2. График функции y = f(-x) симметричен графику функции  

y = f(x) относительно оси ординат.

3. График функции y = -f(-x) симметричен графику функции  

y = f(x) относительно начала координат.

4. График функции y = f(x + a) получается из графика функции  

y = f(x) с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего 

вдоль оси OX на | a | единиц масштаба влево, если a > 0, и на | a | еди-

ниц вправо, если a < 0.

5. График функции y = f(x) + b получается из графика функции  

y = f(x) с помощью параллельного переноса (сдвига) последнего 

вдоль оси OY на | b | единиц масштаба вверх, если b > 0, и на | b | еди-

ниц вниз, если b < 0.

6. График функции y = f(kx) получается из графика функции  

y = f(x) с помощью сжатия по оси абсцисс исходного графика про-

порционально коэффициенту k при аргументе (если k > 1, то гра-
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фик сжимается в k раз, а если 0 < k < 1, то график растягивается  

в 
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� � � � 1, то график растягивается в �� раз). Если � � �, то нужно сначала 

построить график функции � � ��|�|��, а затем отразить его симметрично 

относительно оси OY» [9]. 

7. «График функции � � ����� получается из графика функции � � ���� 
с помощью растяжения по оси ординат исходного графика пропорционально 

коэффициенту m (если � � 1, то график растягивается в m раз, а если � � � �
1, то график сжимается в �� раз). Если � � �, то нужно сначала построить 

график функции � � |�|����, а затем отразить его симметрично относительно 

оси OX. 

8. График функции � � ����� � �� � � строят, применяя в определенной 

последовательности описанные выше преобразования. Сначала строим график 

функции � � ��� � ��. Затем график функции � � ���� � ��. Далее строим 

график функции � � ����� � ��. Наконец, получаем график функции � �
����� � �� � �» [13]. 

Ниже представим правила построения графиков функций, содержащих 

знак модуля. 

9. «Чтобы построить график функции � � |����| из графика функции 

� � ����, нужно ту часть графика функции � � ����, которая находится ниже 

оси OX, отразить симметрично относительно этой оси; а часть графика функции 

� � ����, которая находится выше оси OX, оставить без изменения. 

10. Чтобы построить график функции � � ��|�|� из графика функции 

� � ����, нужно часть графика функции � � ����, лежащую правее оси OY, 

оставить без изменения, а вместо оставшейся части графика нарисовать 

кривую, получающуюся отражением первой части графика функции � � ���� 
относительно оси OY. 

11. Чтобы построить график функции � � |��|�|�| из графика функции 

� � ����, нужно сначала построить график функции � � ��|�|� согласно 

второму правилу (п. 10), а затем из полученного графика построить график 

функции � � |��|�|�|	согласно первому правилу (п. 9)» [9]. 

 раз). Если k < 0, то нужно сначала построить график функции 
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� � ����, которая находится выше оси OX, оставить без изменения. 

10. Чтобы построить график функции � � ��|�|� из графика функции 

� � ����, нужно часть графика функции � � ����, лежащую правее оси OY, 

оставить без изменения, а вместо оставшейся части графика нарисовать 

кривую, получающуюся отражением первой части графика функции � � ���� 
относительно оси OY. 
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� � ����, нужно сначала построить график функции � � ��|�|� согласно 
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 раз). Если  

m < 0, то нужно сначала построить график функции y = | m | f(x),  

а затем отразить его симметрично относительно оси OX.

8. График функции y = m f (kx + a) + b строят, применяя в опре-

деленной последовательности описанные выше преобразования. 

Сначала строим график функции y = f(x + a). Затем график функ-

ции y = f(kx + a). Далее строим график функции y = m f (kx + a). 

Наконец, получаем график функции y = m f (kx + a) + b» [13].

Ниже представим правила построения графиков функций,  

содержащих знак модуля.

9. «Чтобы построить график функции y = | f(x)| из графика 

функции y = f(x), нужно ту часть графика функции y = f(x), кото-

рая находится ниже оси OX, отразить симметрично относительно 

этой оси; а часть графика функции y = f(x), которая находится выше  

оси OX, оставить без изменения.

10. Чтобы построить график функции y = f(| x |) из графика 

функции y = f(x), нужно часть графика функции y = f(x), лежащую 

правее оси OY, оставить без изменения, а вместо оставшейся части 

графика нарисовать кривую, получающуюся отражением первой 

части графика функции y = f(x) относительно оси OY.

11. Чтобы построить график функции y = | f(| x |)| из графи-

ка функции y = f(x), нужно сначала построить график функции  

y = f(| x |) согласно второму правилу (п. 10), а затем из полученно-

го графика построить график функции y = | f(| x |)| согласно первому 

правилу (п. 9)» [9].

Рассмотрим примеры решения заданий по данной теме.
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Пример 3.1. «Установите соответствие между графиками эле-

ментарных функций, представленными на рис. 3.1, и формулами, 

задающими их:

1) y = x2 - 2; 2) y = 2x; 3) 
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Рассмотрим примеры решения заданий по данной теме. 

Пример 3.1. «Установите соответствие между графиками элементарных 

функций, представленными на рис. 3.1, и формулами, задающими их: 

���� � �� � 2� �2��� � 2�� ����� � �2�. 

 
Рис. 3.1. Графики функций к примеру 3.1 

 

Ответ: А – 1 (парабола, сдвинутая вниз на 2 единицы масштаба), Б – 3 

(гипербола), В – 2 (график прямой пропорциональности)» [33]. 

Пример 3.2. «На рис. 3.2 представлены графики квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Для каждого из них укажите соответствующие ему значения 

коэффициента a и дискриминанта D: 

1) � � �, � � �; 2) � � �, � � �; 3) � � �, � � �; 4)�� � �, � � �. 

 
Рис. 3.2. Графики функций к примеру 3.2 

Ответ: А – 1 (так как ветви параболы направлены вверх, то a > 0; 

пересекает ось OX в двух точках, значит, D > 0); Б – 4 (так как ветви параболы 

направлены вниз, то a < 0; не пересекает ось OX, значит, D < 0); В – 2 (так как 

ветви параболы направлены вверх, то a > 0; не пересекает ось OX, значит, D < 

0); Г – 3 (аналогично)» [11]. 

Пример 3.3. Найдите область определения функции: 
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направлены вниз, то a < 0; не пересекает ось OX, значит, D < 0); В – 2 (так как 

ветви параболы направлены вверх, то a > 0; не пересекает ось OX, значит, D < 

0); Г – 3 (аналогично)» [11]. 

Пример 3.3. Найдите область определения функции: 

Рис. 3.1. Графики функций к примеру 3.1

Ответ: А – 1 (парабола, сдвинутая вниз на 2 единицы масштаба), 

Б – 3 (гипербола), В – 2 (график прямой пропорциональности)» [33].

Пример 3.2. «На рис. 3.2 представлены графики квадратичной 

функции y = ax2 + bx + c. Для каждого из них укажите соответству-

ющие ему значения коэффициента a и дискриминанта D:

1) a > 0, D > 0;   2) a > 0, D < 0;   3) a < 0, D > 0;   4) a < 0, D < 0.
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Рис. 3.2. Графики функций к примеру 3.2 

Ответ: А – 1 (так как ветви параболы направлены вверх, то a > 0; 

пересекает ось OX в двух точках, значит, D > 0); Б – 4 (так как ветви параболы 

направлены вниз, то a < 0; не пересекает ось OX, значит, D < 0); В – 2 (так как 

ветви параболы направлены вверх, то a > 0; не пересекает ось OX, значит, D < 

0); Г – 3 (аналогично)» [11]. 

Пример 3.3. Найдите область определения функции: 

Рис. 3.2. Графики функций к примеру 3.2

Ответ: А – 1 (так как ветви параболы направлены вверх, то  

a > 0; пересекает ось OX в двух точках, значит, D > 0); Б – 4 (так как 

ветви параболы направлены вниз, то a < 0; не пересекает ось OX, 

значит, D < 0); В – 2 (так как ветви параболы направлены вверх, то 

a > 0; не пересекает ось OX, значит, D < 0); Г – 3 (аналогично)» [11].

Пример 3.3. Найдите область определения функции:
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А. � � 	 ���� � √��� � 5� � �;  В. � � 	 �
√���� � √1 � �; 

Б. � � 	 �
��� � √� � 1;    Г. � � 	 �����

�������. 

Решение. 

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

неравенство ��� � 5� � � � 0. Имеем: �� � 5� � � � 0, решением данного 

неравенства является промежуток � � �2; 	3�. Значит, ���� � �2; 	3�. 
Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: �� � 1 � 0;
2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Определите по графику: 1) промежуток возрастания 

функции; 2) наибольшее значение функции; 3) �����, ��2�. 
Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

.

. .
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Решение.

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо 

решить неравенство -x2 + 5x - 6 ≥ 0. Имеем: x2 - 5x + 6 ≤ 0, реше-

нием данного неравенства является промежуток x ∈ [2; 3]. Значит,  

D(f) = [2; 3].

Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо 

решить систему неравенств: 

40 
 

А. � � 	 ���� � √��� � 5� � �;  В. � � 	 �
√���� � √1 � �; 

Б. � � 	 �
��� � √� � 1;    Г. � � 	 �����

�������. 

Решение. 

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

неравенство ��� � 5� � � � 0. Имеем: �� � 5� � � � 0, решением данного 

неравенства является промежуток � � �2; 	3�. Значит, ���� � �2; 	3�. 
Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: �� � 1 � 0;
2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Определите по графику: 1) промежуток возрастания 

функции; 2) наибольшее значение функции; 3) �����, ��2�. 
Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

 Имеем: 

40 
 

А. � � 	 ���� � √��� � 5� � �;  В. � � 	 �
√���� � √1 � �; 

Б. � � 	 �
��� � √� � 1;    Г. � � 	 �����

�������. 

Решение. 

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

неравенство ��� � 5� � � � 0. Имеем: �� � 5� � � � 0, решением данного 

неравенства является промежуток � � �2; 	3�. Значит, ���� � �2; 	3�. 
Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: �� � 1 � 0;
2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Определите по графику: 1) промежуток возрастания 

функции; 2) наибольшее значение функции; 3) �����, ��2�. 
Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

 Тог-

да решением данной системы неравенств является промежуток 

40 
 

А. � � 	 ���� � √��� � 5� � �;  В. � � 	 �
√���� � √1 � �; 

Б. � � 	 �
��� � √� � 1;    Г. � � 	 �����

�������. 

Решение. 

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

неравенство ��� � 5� � � � 0. Имеем: �� � 5� � � � 0, решением данного 

неравенства является промежуток � � �2; 	3�. Значит, ���� � �2; 	3�. 
Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: �� � 1 � 0;
2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Определите по графику: 1) промежуток возрастания 

функции; 2) наибольшее значение функции; 3) �����, ��2�. 
Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

. Значит, D(f) = 

40 
 

А. � � 	 ���� � √��� � 5� � �;  В. � � 	 �
√���� � √1 � �; 

Б. � � 	 �
��� � √� � 1;    Г. � � 	 �����

�������. 

Решение. 

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

неравенство ��� � 5� � � � 0. Имеем: �� � 5� � � � 0, решением данного 

неравенства является промежуток � � �2; 	3�. Значит, ���� � �2; 	3�. 
Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: �� � 1 � 0;
2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Определите по графику: 1) промежуток возрастания 

функции; 2) наибольшее значение функции; 3) �����, ��2�. 
Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо ре-

шить систему неравенств: 

40 
 

А. � � 	 ���� � √��� � 5� � �;  В. � � 	 �
√���� � √1 � �; 

Б. � � 	 �
��� � √� � 1;    Г. � � 	 �����

�������. 

Решение. 

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

неравенство ��� � 5� � � � 0. Имеем: �� � 5� � � � 0, решением данного 

неравенства является промежуток � � �2; 	3�. Значит, ���� � �2; 	3�. 
Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: �� � 1 � 0;
2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Определите по графику: 1) промежуток возрастания 

функции; 2) наибольшее значение функции; 3) �����, ��2�. 
Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

 Имеем: 

40 
 

А. � � 	 ���� � √��� � 5� � �;  В. � � 	 �
√���� � √1 � �; 

Б. � � 	 �
��� � √� � 1;    Г. � � 	 �����

�������. 

Решение. 

А. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

неравенство ��� � 5� � � � 0. Имеем: �� � 5� � � � 0, решением данного 

неравенства является промежуток � � �2; 	3�. Значит, ���� � �2; 	3�. 
Б. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: �� � 1 � 0;
2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функции 

� � ��� � �� � �. Определите по графику: 1) промежуток возрастания 

функции; 2) наибольшее значение функции; 3) �����, ��2�. 
Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

 Тогда ре-

шением данной системы неравенств является промежуток x ∈ (0,25; 

1]. Значит, D(f) = (0,25; 1].

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо 

определить, при каких значениях x  x2 - 5x + 6 ≠ 0. Имеем: x ≠ 2, x ≠ 3.  

Значит, D(f) = (-∞, 2) 
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 (3, +∞).

Ответ: А. D(f) = [2; 3].    Б. D(f) = 
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2 � � � 0. Имеем: �� � 1;

� � 2. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �1, 2� ∪ �2, ���. Значит, ���� �
�1, 2� ∪ �2, ���. 

В. Для того чтобы найти область определения функции, надо решить 

систему неравенств: � 1 � � � 0;
�� � 1 � 0. Имеем: � � � 1;

� � 0,25. Тогда решением данной 

системы неравенств является промежуток � � �0,25; 1�. Значит, ���� �
�0,25; 1�. 

Г. Для того чтобы найти область определения функции, надо определить, 

при каких значениях �		�� � 5� � � � 0. Имеем: � � 2, � � 3. Значит, ���� �
���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3,���.

Ответ: А. ���� � �2; 	3�. Б. ���� � �1, 2� ∪ �2, ���.
В. ���� � �0,25; 1�. Г. ���� � ���, 2� ∪ �2, 3� ∪ �3, ���. 
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Ответ: 1) функция возрастает на промежутке � � ���;�1�; 2) 

наибольшее значение данной функции равно 9; 3) ����� � ��2� � 0» [32]. 

               В. D(f) = (0,25; 1].    Г. D(f) = (-∞, 2) 
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 (2, 3) 
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 (3, +∞).

Пример 3.4. «На рис. 3.3 представлен график квадратичной функ-

ции y = ax2 + bx + c. Определите по графику: 1) промежуток возраста-

ния функции; 2) наибольшее значение функции; 3) f(-4), f(2).
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Рис. 3.3. График функции к примеру 3.4 

 

Пример 3.5. Постройте график функции � � �� � ��� � �� 
Решение. 

График функции � � �� � ��� � � строится из графика функции y = x2 

параллельным переносом вдоль оси OX на 3 единицы масштаба влево и вдоль 

оси OY на 4 единицы масштаба вниз (рис. 3.4). 

 
Рис. 3.4. График функции � � �� � ��� � � 

 

Пример 3.6. Постройте график функции � � √� � � � �� 
Решение. 

График функции � � √� � � � � строится из графика функции � � √� 

параллельным переносом вдоль оси OX на 1 единицу масштаба вправо и вдоль 

оси OY на 1 единицу масштаба вниз (рис. 3.5). 

Рис. 3.3. График функции к примеру 3.4

Ответ: 1) функция возрастает на промежутке x ∈ (-∞; -1]; 2) наи-

большее значение данной функции равно 9; 3) f(-4) = f(2) = 0» [32].
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Пример 3.5. Постройте график функции y = (x + 3)2 - 4.

Решение.

График функции y = (x + 3)2 - 4 строится из графика функции  

y = x2 параллельным переносом вдоль оси OX на 3 единицы масшта-

ба влево и вдоль оси OY на 4 единицы масштаба вниз (рис. 3.4).
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Пример 3.7. «Постройте график функции � � |�� � �� � �|. Какое 

наибольшее число общих точек график данной функции может иметь с прямой, 

параллельной оси OX?» [36]. 

Решение. 

1. Построим график функции � � �� � �� � �. Так, имеем: 

� � �� � �� � � � ��� � �� � �� � � � �� � ��� � �. 
График функции � � �� � ���� � � получим из графика функции y = x2 

параллельным переносом вдоль оси OX на 1 единицу влево и вдоль оси OY на 4 

единицы вниз, шаги построения которого изображены пунктиром (рис. 3.6). 

2. Построим график функции � � |�� � �� � �|. Для этого симметрично 

отобразим ту часть графика функции � � �� � �� � �, где y < 0 относительно 

оси OX, который изображен сплошной линией на рис. 3.6. 

 
Рис. 3.6. График функции � � |�� � �� � �| 

 

3. По графику видно, что прямая, параллельная оси OX, может пересекать 

график только либо в двух точках, либо в трех точках, либо в четырех точках, 

Рис. 3.5. График функции 
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Пример 3.6. Постройте график функции � � √� � � � �� 
Решение. 

График функции � � √� � � � � строится из графика функции � � √� 

параллельным переносом вдоль оси OX на 1 единицу масштаба вправо и вдоль 

оси OY на 1 единицу масштаба вниз (рис. 3.5). 
Пример 3.7. «Постройте график функции y = |x2 + 2x - 3|. Ка-

кое наибольшее число общих точек график данной функции может 

иметь с прямой, параллельной оси OX?» [36].
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Решение.

1. Построим график функции y = x2 + 2x - 3. Так, имеем:

y = x2 + 2x - 3 = (x2 + 2x + 1) - 4 = (x + 1)2 - 4.

График функции y = (x + 1)2 - 4 получим из графика функции  

y = x2 параллельным переносом вдоль оси OX на 1 единицу влево  

и вдоль оси OY на 4 единицы вниз, шаги построения которого изо-

бражены пунктиром (рис. 3.6).

2. Построим график функции y = |x2 + 2x - 3|. Для этого сим-

метрично отобразим ту часть графика функции y = |x2 + 2x - 3|, где  

y < 0 относительно оси OX, который изображен сплошной линией 

на рис. 3.6.
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3. По графику видно, что прямая, параллельная оси OX, может пересекать 
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Рис. 3.6. График функции y = |x2 + 2x - 3|

3. По графику видно, что прямая, параллельная оси OX, может 

пересекать график только либо в двух точках, либо в трех точках, 

либо в четырех точках, либо не иметь общих точек с графиком дан-

ной функции, то есть наибольшее число общих точек равно четырем. 

Ответ: 4.

Методические указания по выполнению  
самостоятельной работы студентов

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует из-

учить представленный выше теоретический материал, разобрать  

и записать решения типовых заданий по теме, изучить рекоменду-

емую литературу.
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В случае возникновения затруднений при изучении теорети-

ческого материала и выполнении практических заданий студент  

может получить консультацию у преподавателя.

Задание 1. Найдите область определения функций:
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либо не иметь общих точек с графиком данной функции, то есть наибольшее 

число общих точек равно четырем. Ответ: 4. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Найдите область определения функций: 

а) ���� � �������������
����� ; б) ���� � √�� � �� � �� � � �

���������� ; 

в) � � ���
√��������� ; г) � � �

������ � � ���
����.

Задание 2. Решите графически уравнения: 
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Контрольные вопросы

1.	Дайте определение понятия функции.

2.	Что называется аргументом, значением функции?

3.	Что такое область определения функции, область значений 

функции? Как они обозначаются?

4.	Назовите основные способы задания функций.

5.	Перечислите элементарные функции, изученные вами в 7–11-м 

классах.

6.	Сформулируйте определение графика функции.

7.	Какие свойства функций известны вам из школьного курса  

математики?
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8.	В каком случае график функции симметричен относительно на-

чала координат? В каком случае график функции симметричен 

относительно оси ординат, оси абсцисс?

9.	Сформулируйте правила преобразования графиков функций 

вдоль оси ординат, вдоль оси абсцисс.

10.	Сформулируйте правила растяжения/сжатия графиков функ-

ций по оси ординат, по оси абсцисс.

11.	Приведите правила построения графиков функций, содержа-

щих знак модуля.

Рекомендуемая литература

1.	Кытманов, А. М. Функции и их графики / А. М. Кытманов,  

Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец // Математика : адаптационный 

курс : учеб. пособие / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мыс- 

ливец. – Санкт-Петербург [и др.], 2022. – Глава 12. –  

С. 185–190. – URL: e.lanbook.com/book/211088 (дата обращения: 

10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-

1472-7.

2.	Решение задач по математике : адаптивный курс для студентов 

технических вузов : учеб. пособие / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, 

И. М. Соловьева, М. А. Шварц. – Санкт-Петербург [и др.] : Лань, 

2017. – 686 с. – Из содерж.: [Главы] 3–4. – С. 44, 66. – URL: 

e.lanbook.com/book/99281 (дата обращения: 10.12.2024). – Режим 

доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-2618-8.

3.	Функции / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловьева,  

М. А. Шварц // Решение задач по математике : адаптивный курс 

для студентов технических вузов : учеб. пособие / В. В. Гарбарук, 

В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц. – Санкт-Петербург 

[и др.], 2017. – С. 187–206. – URL: e.lanbook.com/book/99281 

(дата обращения: 10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – 

ISBN 978-5-8114-2618-8.
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Тема 4. Определение синуса, косинуса, тангенса  
и котангенса в прямоугольном треугольнике

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Прямоугольный треугольник, его элементы.

2.	Определения тригонометрических функций в прямоугольном 

треугольнике.

3.	Основное тригонометрическое тождество, следствия из него.

4.	Некоторые теоремы планиметрии, в том числе теорема Пифа-

гора.

5.	Таблица значений основных тригонометрических функций для 

углов 30°, 45° и 60°.

6.	Примеры решения задач о нахождении элементов прямоуголь-

ного треугольника.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Рассмотрим прямоугольный треугольник АВС (рис. 4.1). «Для 

острого угла α найдем прилежащий к нему катет и противолежа-

щий. Так, катет a этого треугольника является противолежащим 

углу α, а катет b – прилежащим к углу α» [4].
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Рис. 4.1 

Из школьного курса геометрии вам известно, что: 

«1. Синусом острого угла прямоугольного треугольника называется 

отношение противолежащего катета к гипотенузе. 

2. Косинусом острого угла прямоугольного треугольника называется 

отношение прилежащего катета к гипотенузе. 

3. Тангенсом острого угла прямоугольного треугольника называется 

отношение противолежащего катета к прилежащему» [2]. 

Значит, 

sin α �	 �� � cos α � 	
�
� � tg	α � 	

�
� �

sin �
cos � � ctg	α � 	

�
� �

cos �
sin �. 

4. Кроме того, 

ctg	α � 	 1tg	α. 
Если внимательно посмотреть на прямоугольный треугольник, то всего 

можно составить шесть отношений сторон. Неиспользованными остались 

отношения гипотенузы к катетам треугольника. 

5. Се́кансом острого угла прямоугольного треугольника называется 

отношение гипотенузы к катету, прилежащему к данному углу. 

6. Ко́секансом острого угла прямоугольного треугольника называется 

отношение гипотенузы к катету, противолежащему к данному углу. 

То есть 

s�c α �	 �� �
1

cos	α � cos�c α �	
�
� �

1
sin	α.	 

При решении задач часто используют также и другие соотношения между 

элементами прямоугольного треугольника (табл. 2): 

Рис. 4.1
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Из школьного курса геометрии вам известно, что:

«1. Синусом острого угла прямоугольного треугольника называ-

ется отношение противолежащего катета к гипотенузе.

2. Косинусом острого угла прямоугольного треугольника назы-

вается отношение прилежащего катета к гипотенузе.

3. Тангенсом острого угла прямоугольного треугольника называ-

ется отношение противолежащего катета к прилежащему» [2].
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– квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов (теорема 
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– катет, лежащий напротив угла в 30°, равен половине гипотенузы; 

– высота прямоугольного треугольника (рис. 4.2)*, проведенная из 

вершины прямого угла, есть среднее пропорциональное для отрезков, на 

которые делится гипотенуза этой высотой, то есть ��� � 	�� � ��; 

                                                 
* Номер этого и последующих рисунков из библиографических источников изменены автором. 
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* Номер этого и последующих рисунков из библиографических источников изменены автором. 
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В табл. 3 приведены значения sin α, cos α и tg α для углов α, 

равных 30°, 45° и 60°.
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делениям синуса, косинуса и тангенса острого угла в прямоуголь-

ном треугольнике получим (рис. 4.3):
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С помощью основного тригонометрического тождества  

cos2 b + sin2 b = 1 найдем
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С помощью основного тригонометрического тождества: sin� β � cos� β �
1 найдем 

cos β � �1 � sin� β � �1 � � 725�
�
� �1 � 49

625 � �576625 �
24
25 � 0,96. 

Тогда 

�� � 4,8
cos β �

4,8
0,96 � 5. 

Ответ: AB = 5. 

Пример 4.3. В треугольнике ABC (рис. 4.5) ∠C = 90°. Известно, что ∠В = 

60°, АВ = 18. Найдите АС. 

 
Рис. 4.5 

Решение. 

Так как сумма двух острых углов прямоугольного треугольника равна 90°, 

то ∠А = 90° − 60° = 30°. Найдем ВС: ��	 � ��
� � 9, так как катет, лежащий 

напротив угла в 30°, равен половине гипотенузы. По теореме Пифагора найдем 

катет AС: 

�� � �18� � 9� 	� ��18 � 9� ∙ �18 � 9� � √27 ∙ 9 � 9√3. 
Ответ: �� � 9√3. 
Пример 4.4. В треугольнике ABC (рис. 4.6) ∠C = 90°, CD – высота. 

Известно, что ∠АCD = 30°, AС = 6. Найдите ВС. 

 
Рис. 4.6 

Тогда
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Пример 4.3. В треугольнике ABC (рис. 4.5) ∠C = 90°. Известно, 

что ∠В = 60°, АВ = 18. Найдите АС.
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та. Известно, что ∠АCD = 30°, AС = 6. Найдите ВС.
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Решение.

Рассмотрим прямоугольный треугольник ADC. АD = 3, так как 

катет, лежащий напротив угла в 30°, равен половине гипотенузы.  

По теореме Пифагора найдем высоту СD:
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Решение. 

Так как в прямоугольном треугольнике ABC АС = ВС, то он 

равнобедренный, ∠А = ∠В = 45°. 

Рассмотрим прямоугольный треугольник CDB. Имеем: 

sin 45° � ��
�� � 12

��. 
Тогда 

�� � 12
sin 45° � 	

12
√2
2

� 12√2. 

Ответ: �� � 12√2. 

Рассмотрим прямоугольный треугольник BDC. ∠C = 90°, зна-

чит, ∠CBD = 90° − 60° = 30°. Тогда
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Из тождества 
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AC = x = 
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Так как BC2 = AB ⋅ BD, то 
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Пример 4.8. В прямоугольном треугольнике АВС (рис. 4.8) АD = 12, 

�� � � �
�. Найти ВD. 

Решение. 

Известно, что ���� � ��
�� �

�
�. Из прямоугольного треугольника ABC с 

высотой CD имеем: ��� � ��� � ��. Тогда ���� � √�����
�� � �

�. Получим: ���� �
�
�, 

тогда �� � ����
� � ��. 

Ответ: ВD = 27. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 8, BC = 7. Найдите 

cos A. 

Задание 2. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 2, ∠A = 30°. 

Найдите AC, BC. 

Задание 3. В треугольнике ABC (рис. 4.9) ∠B = 90°, AВ = 4, внешний угол 

при вершине А равен 135°. Найдите AС, BC. 

Задание 4. В треугольнике ABC (рис. 4.10) AB = BC, AC = 5, cos ACB = 0,8. 

Найдите высоту CH. 

Задание 5. В треугольнике ABC (рис. 4.11) угол B равен 90°, cos A = 0,8, 

BC = 3. BH – высота. Найдите AH. 

 

. Найдите ВD.

Решение.

Известно, что 
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�
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Задание 2. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 2, ∠A = 30°. 

Найдите AC, BC. 

Задание 3. В треугольнике ABC (рис. 4.9) ∠B = 90°, AВ = 4, внешний угол 

при вершине А равен 135°. Найдите AС, BC. 

Задание 4. В треугольнике ABC (рис. 4.10) AB = BC, AC = 5, cos ACB = 0,8. 

Найдите высоту CH. 

Задание 5. В треугольнике ABC (рис. 4.11) угол B равен 90°, cos A = 0,8, 

BC = 3. BH – высота. Найдите AH. 

 

. Из прямоугольного треугольника 

ABC с высотой CD имеем: 
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Ответ: AD = 4. 

Пример 4.8. В прямоугольном треугольнике АВС (рис. 4.8) АD = 12, 
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�. Найти ВD. 

Решение. 
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�� �

�
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при вершине А равен 135°. Найдите AС, BC. 
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. Тогда 
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Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 
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Задание 4. В треугольнике ABC (рис. 4.10) AB = BC, AC = 5, cos ACB = 0,8. 
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BC = 3. BH – высота. Найдите AH. 

 

.  

Получим: 
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�. Найти ВD. 

Решение. 
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Найдите AC, BC. 

Задание 3. В треугольнике ABC (рис. 4.9) ∠B = 90°, AВ = 4, внешний угол 

при вершине А равен 135°. Найдите AС, BC. 

Задание 4. В треугольнике ABC (рис. 4.10) AB = BC, AC = 5, cos ACB = 0,8. 

Найдите высоту CH. 

Задание 5. В треугольнике ABC (рис. 4.11) угол B равен 90°, cos A = 0,8, 

BC = 3. BH – высота. Найдите AH. 
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Ответ: AD = 4. 

Пример 4.8. В прямоугольном треугольнике АВС (рис. 4.8) АD = 12, 

�� � � �
�. Найти ВD. 

Решение. 

Известно, что ���� � ��
�� �

�
�. Из прямоугольного треугольника ABC с 

высотой CD имеем: ��� � ��� � ��. Тогда ���� � √�����
�� � �

�. Получим: ���� �
�
�, 

тогда �� � ����
� � ��. 

Ответ: ВD = 27. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 
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консультацию у преподавателя. 

Задание 1. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 8, BC = 7. Найдите 

cos A. 

Задание 2. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 2, ∠A = 30°. 

Найдите AC, BC. 

Задание 3. В треугольнике ABC (рис. 4.9) ∠B = 90°, AВ = 4, внешний угол 

при вершине А равен 135°. Найдите AС, BC. 

Задание 4. В треугольнике ABC (рис. 4.10) AB = BC, AC = 5, cos ACB = 0,8. 

Найдите высоту CH. 

Задание 5. В треугольнике ABC (рис. 4.11) угол B равен 90°, cos A = 0,8, 

BC = 3. BH – высота. Найдите AH. 

 

Ответ: ВD = 27.

Методические указания по выполнению  
самостоятельной работы студентов

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует  

изучить представленный выше теоретический материал, разобрать 

и записать решения типовых заданий по теме, изучить рекоменду-

емую литературу.
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В случае возникновения затруднений при изучении теорети-

ческого материала и выполнении практических заданий студент  

может получить консультацию у преподавателя.

Задание 1. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 8, BC = 7. 

Найдите cos A.

Задание 2. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 2, ∠A = 

30°. Найдите AC, BC.

Задание 3. В треугольнике ABC (рис. 4.9) ∠B = 90°, AВ = 4, внеш-

ний угол при вершине А равен 135°. Найдите AС, BC.

Задание 4. В треугольнике ABC (рис. 4.10) AB = BC, AC = 5,  

cos ACB = 0,8. Найдите высоту CH.

Задание 5. В треугольнике ABC (рис. 4.11) угол B равен 90°,  

cos A = 0,8, BC = 3. BH – высота. Найдите AH.
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
�. 

Найдите высоту CH. 

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, ��� � � √��
�� . Найдите 

ВС. 

Задание 8. В треугольнике ABC ∠C = 90°, CH – высота, BH = 12, ��� � � �
�. 

Найдите AB. 

Задание 9. В треугольнике ABC ∠C = 90°, высота CH = 7, BH = 24. 

Найдите cos А. 

Задание 10. В трапеции ABCD ∠D = 90°, CD = 3, BC = 2, ��� � � �
�. 

Найдите AD. 

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = √15. Найдите сторону ромба. 

Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 3 так, что АС 

является диаметром окружности. Известно, что cos A = 0,8. Найдите стороны 

треугольника. 

Контрольные вопросы 
1. Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет и 

гипотенуза? 

2. Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противолежащим к 

углу? 

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов прямоугольного 

треугольника? 

4. Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения. 
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
�. 

Найдите высоту CH. 

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, ��� � � √��
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�. 

Найдите AD. 

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = √15. Найдите сторону ромба. 

Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 3 так, что АС 

является диаметром окружности. Известно, что cos A = 0,8. Найдите стороны 

треугольника. 

Контрольные вопросы 
1. Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет и 

гипотенуза? 

2. Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противолежащим к 

углу? 

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов прямоугольного 

треугольника? 

4. Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения. 

Рис. 4.9                       Рис. 4.10                       Рис. 4.11

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, 
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
�. 

Найдите высоту CH. 

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, ��� � � √��
�� . Найдите 

ВС. 

Задание 8. В треугольнике ABC ∠C = 90°, CH – высота, BH = 12, ��� � � �
�. 

Найдите AB. 

Задание 9. В треугольнике ABC ∠C = 90°, высота CH = 7, BH = 24. 

Найдите cos А. 

Задание 10. В трапеции ABCD ∠D = 90°, CD = 3, BC = 2, ��� � � �
�. 

Найдите AD. 

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = √15. Найдите сторону ромба. 

Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 3 так, что АС 

является диаметром окружности. Известно, что cos A = 0,8. Найдите стороны 

треугольника. 

Контрольные вопросы 
1. Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет и 

гипотенуза? 

2. Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противолежащим к 

углу? 

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов прямоугольного 

треугольника? 

4. Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения. 

 

Найдите высоту CH.

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, 
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
�. 

Найдите высоту CH. 

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, ��� � � √��
�� . Найдите 

ВС. 

Задание 8. В треугольнике ABC ∠C = 90°, CH – высота, BH = 12, ��� � � �
�. 

Найдите AB. 

Задание 9. В треугольнике ABC ∠C = 90°, высота CH = 7, BH = 24. 

Найдите cos А. 

Задание 10. В трапеции ABCD ∠D = 90°, CD = 3, BC = 2, ��� � � �
�. 

Найдите AD. 

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = √15. Найдите сторону ромба. 

Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 3 так, что АС 

является диаметром окружности. Известно, что cos A = 0,8. Найдите стороны 

треугольника. 

Контрольные вопросы 
1. Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет и 

гипотенуза? 

2. Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противолежащим к 

углу? 

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов прямоугольного 

треугольника? 

4. Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения. 

 

Найдите ВС.

Задание 8. В треугольнике ABC ∠C = 90°, CH – высота, BH = 12, 
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
�. 

Найдите высоту CH. 

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, ��� � � √��
�� . Найдите 

ВС. 

Задание 8. В треугольнике ABC ∠C = 90°, CH – высота, BH = 12, ��� � � �
�. 

Найдите AB. 

Задание 9. В треугольнике ABC ∠C = 90°, высота CH = 7, BH = 24. 

Найдите cos А. 

Задание 10. В трапеции ABCD ∠D = 90°, CD = 3, BC = 2, ��� � � �
�. 

Найдите AD. 

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = √15. Найдите сторону ромба. 

Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 3 так, что АС 

является диаметром окружности. Известно, что cos A = 0,8. Найдите стороны 

треугольника. 

Контрольные вопросы 
1. Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет и 

гипотенуза? 

2. Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противолежащим к 

углу? 

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов прямоугольного 

треугольника? 

4. Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения. 

 Найдите AB.

Задание 9. В треугольнике ABC ∠C = 90°, высота CH = 7,  

BH = 24. Найдите cos А.

Задание 10. В трапеции ABCD ∠D = 90°, CD = 3, BC = 2, 
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
�. 

Найдите высоту CH. 

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, ��� � � √��
�� . Найдите 

ВС. 

Задание 8. В треугольнике ABC ∠C = 90°, CH – высота, BH = 12, ��� � � �
�. 

Найдите AB. 

Задание 9. В треугольнике ABC ∠C = 90°, высота CH = 7, BH = 24. 

Найдите cos А. 

Задание 10. В трапеции ABCD ∠D = 90°, CD = 3, BC = 2, ��� � � �
�. 

Найдите AD. 

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = √15. Найдите сторону ромба. 

Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 3 так, что АС 

является диаметром окружности. Известно, что cos A = 0,8. Найдите стороны 

треугольника. 

Контрольные вопросы 
1. Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет и 

гипотенуза? 

2. Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противолежащим к 

углу? 

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов прямоугольного 

треугольника? 

4. Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения. 

 

Найдите AD.

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = 
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Рис. 4.9.    Рис. 4.10.   Рис. 4.11 

 

Задание 6. В треугольнике ABC угол C равен 90°, AB = 13, �� � � �
�. 

Найдите высоту CH. 

Задание 7. В треугольнике ABC ∠C = 90°, AC = 2, ��� � � √��
�� . Найдите 

ВС. 

Задание 8. В треугольнике ABC ∠C = 90°, CH – высота, BH = 12, ��� � � �
�. 

Найдите AB. 

Задание 9. В треугольнике ABC ∠C = 90°, высота CH = 7, BH = 24. 

Найдите cos А. 

Задание 10. В трапеции ABCD ∠D = 90°, CD = 3, BC = 2, ��� � � �
�. 

Найдите AD. 

Задание 11. В ромбе ABCD AC = 5, tg BAC = √15. Найдите сторону ромба. 

Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 3 так, что АС 

является диаметром окружности. Известно, что cos A = 0,8. Найдите стороны 

треугольника. 

Контрольные вопросы 
1. Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет и 

гипотенуза? 

2. Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противолежащим к 

углу? 

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов прямоугольного 

треугольника? 

4. Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения. 

. Найдите сто-

рону ромба.
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Задание 12. Треугольник АВС вписан в окружность радиу-

са 3 так, что АС является диаметром окружности. Известно, что  

cos A = 0,8. Найдите стороны треугольника.

Контрольные вопросы

1.	Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет 

и гипотенуза?

2.	Какой катет называется прилежащим к углу, а какой противоле-

жащим к углу?

3.	Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов пря-

моугольного треугольника?

4.	Какие еще тригонометрические функции есть в прямоугольном 

треугольнике? Назовите их и дайте определения.

5.	Назовите основное тригонометрическое тождество.

6.	Назовите соотношения для острых углов в прямоугольном тре- 

угольнике.

7.	Чему равны sin 30°, cos 45°, tg 60°, ctg 45°?

8.	Сформулируйте теорему Пифагора.

9.	Какие соотношения в прямоугольном треугольнике есть для ка-

тетов и высоты, проведенной из прямого угла?

Рекомендуемая литература

1.	Кытманов, А. М. Тригонометрические выражения / А. М. Кыт-

манов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец // Математика : адапта-

ционный курс : учеб. пособие / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас, 

С. Г. Мысливец. – Санкт-Петербург [и др.], 2022. – Глава 7. –  

С. 109–113. – URL: e.lanbook.com/book/211088 (дата обращения: 

10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-

1472-7.

2.	Преобразование тригонометрических выражений / В. В. Гарбарук, 

В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц // Решение задач по 

математике : адаптивный курс для студентов технических вузов :  

учеб. пособие / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловьева,  

М. А. Шварц. – Санкт-Петербург [и др.], 2017. – С. 276–280. – 

URL: e.lanbook.com/book/99281 (дата обращения: 10.12.2024). – 

Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-2618-8.
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3.	Прямоугольный треугольник / В. В. Гарбарук, В. И. Родин,  

И. М. Соловьева, М. А. Шварц // Решение задач по математике : 

адаптивный курс для студентов технических вузов : учеб. пособие /  

В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц. – 

Санкт-Петербург [и др.], 2017. – С. 420–421. – URL: e.lanbook.

com/book/99281 (дата обращения: 10.12.2024). – Режим доступа: 

по подписке. – ISBN 978-5-8114-2618-8.

Тема 5. Тригонометрические функции  
произвольного угла, их свойства и элементарные 

тригонометрические тождества

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Соотношения между тригонометрическими функциями одного  

и того же аргумента.

2.	Формулы сложения.

3.	Формулы кратных углов.

4.	Формулы преобразования сумм или разностей в произведения.

5.	Формулы преобразования произведения в суммы или разности.

6.	Формулы понижения степени.

7.	Формулы половинного аргумента.

8.	Формулы выражения тригонометрических функций через тан-

генс половинного аргумента.

9.	Формулы приведения.

10.	Значения тригонометрических функций основных углов  

от 0 до 360°.

11.	Периодичность функций.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.
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Методические материалы к занятию

Приведем основные тригонометрические формулы, известные 

вам из курса алгебры и начал математического анализа: (5.1)–(5.36).

1. Соотношения между тригонометрическими функциями одно-

го и того же аргумента (основные тригонометрические тождества):
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Вопросы для обсуждения: 
1. Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же 

аргумента. 

2. Формулы сложения. 

3. Формулы кратных углов. 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения. 

5. Формулы преобразования произведения в суммы или разности. 

6. Формулы понижения степени. 

7. Формулы половинного аргумента. 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента. 

9. Формулы приведения. 

10. Значения тригонометрических функций основных углов от 0 до 360°. 

11. Периодичность функций. 

 
Методические указания по проведению занятия 

На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме занятия, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 

Методические материалы к занятию 
Приведем основные тригонометрические формулы, известные вам из 

курса алгебры и начал математического анализа (5.1)–(5.36). 

1. Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того 

же аргумента (основные тригонометрические тождества): 

sin�α � cos�α � �;    (5.1) 

���α � � sin αcos α ;
(5.2)

c���α � � cos αsin α ; 

                                   (5.1)
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Вопросы для обсуждения: 
1. Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же 

аргумента. 

2. Формулы сложения. 

3. Формулы кратных углов. 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения. 

5. Формулы преобразования произведения в суммы или разности. 

6. Формулы понижения степени. 

7. Формулы половинного аргумента. 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента. 

9. Формулы приведения. 

10. Значения тригонометрических функций основных углов от 0 до 360°. 

11. Периодичность функций. 

 
Методические указания по проведению занятия 

На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме занятия, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 

Методические материалы к занятию 
Приведем основные тригонометрические формулы, известные вам из 

курса алгебры и начал математического анализа (5.1)–(5.36). 

1. Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того 

же аргумента (основные тригонометрические тождества): 

sin�α � cos�α � �;    (5.1) 

���α � � sin αcos α ;
(5.2)

c���α � � cos αsin α ; 

                                        (5.2)
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Вопросы для обсуждения: 
1. Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же 

аргумента. 

2. Формулы сложения. 

3. Формулы кратных углов. 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения. 

5. Формулы преобразования произведения в суммы или разности. 

6. Формулы понижения степени. 

7. Формулы половинного аргумента. 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента. 

9. Формулы приведения. 

10. Значения тригонометрических функций основных углов от 0 до 360°. 

11. Периодичность функций. 

 
Методические указания по проведению занятия 

На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме занятия, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 

Методические материалы к занятию 
Приведем основные тригонометрические формулы, известные вам из 

курса алгебры и начал математического анализа (5.1)–(5.36). 

1. Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того 

же аргумента (основные тригонометрические тождества): 

sin�α � cos�α � �;    (5.1) 

���α � � sin αcos α ;
(5.2)

c���α � � cos αsin α ;                                         (5.3)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                                      (5.4)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                                  (5.5)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                                  (5.6)

2. Формулы сложения:
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                (5.7)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                (5.8)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                (5.9)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

           (5.10)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                        (5.11)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                          5.12)

3. Формулы кратных аргументов.

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим:
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                                 (5.13)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

    (5.14)

57 
 

(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                                    (5.15)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                             (5.16)
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                           (5.17)

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения:
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(5.3) 

tg	α � ctg	α � 1;     (5.4) 

1 � ctg�α � 1
sin�α ; 

(5.5) 

1 � tg�α � 1
cos�α. 

(5.6) 
2. Формулы сложения: 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.7) 

sin�α � �� � sin α cos � � cos α sin � ;   (5.8) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.9) 

cos�α � �� � cos α cos � � sin α sin � ;   (5.10) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	� ; 

(5.11) 

tg	�α � �� � tg	α � tg	�
1 � tg	α	tg	�. 

(5.12) 

3. Формулы кратных аргументов: 

Выполнив замену β = α в формулах (5.7), (5.9) и (5.11), получим: 

sin 2α � 2 sin α cos α;     (5.13) 

cos 2α � cos�α � sin�α �2cos�α � 1 � 1 � 2sin�α;  (5.14) 

tg	2α � 2	tg	α
1 � tg�α ; 

(5.15) 

sin �α � � sin α � �	sin�α;    (5.16) 

cos �α � �	cos�α � � cos α.    (5.17) 

4. Формулы преобразования сумм или разностей в произведения: 

sin α � sin � � 2 sin α � �
2 cos α � �

2 ; 
(5.18) 

                   (5.18)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

                   (5.19)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

                  (5.20)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

                (5.21)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

                              (5.22)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

                               (5.23)

5. Формулы преобразования произведений в суммы или раз-

ности:
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

              (5.24)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

              (5.25)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

               (5.26)

6. Формулы понижения степени:
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

                                     (5.27)
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sin α � sin β � 2 sin α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.19) 

cos α � cos β � 2 cos α � β
2 cos α � β

2 ; 
(5.20) 

cos α � cos β � �2 sin α � β
2 sin α � β

2 ; 
(5.21) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β ; 

(5.22) 

���α � ���β � sin�α � β�
cos α cos β. 

(5.23) 

5. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 

sin α sin β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.24) 

cos α cos β � 1
2 �cos�α � β� � cos�α � β��; 

(5.25) 

sin α cos β � 1
2 �sin�α � β� � sin�α � β��. 

(5.26) 

6. Формулы понижения степени: 

cos�α � 1 � cos�2α
2 ; 

(5.27) 

sin�α � �1 � cos�2α
2 ; 

(5.28) 

                                     (5.28)
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                               (5.29)
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                                (5.30)
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7. Формулы половинного аргумента:
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                              (5.31)
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                              (5.32)
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                              (5.33)
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тангенс половинного аргумента:
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                                   (5.34)
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                                   (5.35)
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cos�α � � cos α � cos	�α
4 ;

(5.29)

sin�α � � sin α � sin	�α
4 . 

(5.30) 

7. Формулы половинного аргумента: 

sin	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.31) 

cos	 α2 � �	�� � cos	α
2 ; 

(5.32) 

tg	 α2 � �	�� � cos	α
� � cos	α. 

(5.33) 

8. Формулы выражения тригонометрических функций через тангенс 

половинного аргумента: 

sin α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

;

(5.34)

cos α � � � tg� α2
� � tg� α2

;
(5.35)

tg	 α � 2	tg	 α2
� � tg� α2

. 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

                                   (5.36)

9. Формулы приведения:
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9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 
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Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

π − α π + α

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

2π − α 2π + α

sin α cos α cos α sin α −sin α −cos α −cos α −sin α sin α

cos α sin α −sin α −cos α −cos α −sin α sin α cos α cos α

tg α ctg α −ctg α −tg α tg α ctg α −ctg α −tg α tg α

ctg α tg α −tg α −ctg α ctg α tg α −tg α −ctg α ctg α

Четность и нечетность тригонометрических функций:

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 



~ 55 ~

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций

10. Значения тригонометрических функций основных углов:

α

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

0

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

π

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

2π

sin α 0

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

1 0 −1 0

cos α 1

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

0 −1 0 1

tg α 0

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

1

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 

– 0 – 0

ctg α –

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 1

60 
 

(5.36) 

9. Формулы приведения: 

 
π
2 � � 

π
2 � � π − α π + α 3π

2 � � 
3π
2 � � 2π − α 2π + α 

sin α cos α cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α 

cos α sin α − sin α − cos α − cos α − sin α sin α cos α cos α 

tg α ctg α − ctg α − tg α tg α ctg α − ctg α − tg α tg α 

ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α tg α − tg α − ctg α ctg α 

 
Четность и нечетность тригонометрических функций: 

�������� � ����� � � �������� � ��� �� 
tg���� � ��tg � � �tg���� � ���tg �� 

 

 
Рис. 5.1. Знаки тригонометрических функций 

 
10. Значения тригонометрических функций основных углов: 

 

 
Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций в 

школьном курсе математики используется понятие числовой окружности (рис. 

5.2) – «единичной окружности с установленным соответствием (между 

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 

0 π
6 

π
4 

π
3 

π
2 π 3π

2  2π 

sin α 0 1
2 √2

2  
√3
2  

1 0 −1 0 

cos α 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 −1 0 1 

tg α 0 √3
3  

1 √3 – 0 – 0 

ctg α – √3 1 √3
3  

0 – 0 – 
0 – 0 –

Напомним, что в ходе изучения тригонометрических функций 

в школьном курсе математики используется понятие числовой 

окружности (рис. 5.2) – «единичной окружности с установленным 

соответствием (между действительными числами и точками окруж-

ности)» [16], при преобразовании тригонометрических выражений 

применяются формулы приведения, понятия четности и нечетно-

сти тригонометрических функций, а также их знаков (рис. 5.1).
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11. Периодичность функций.

Тригонометрические функции являются периодическими. 

Функция y = f (x) называется периодической, если существует такое 

число T ≠ 0, что равенство f (x + T) = f (x) выполняется тождественно 

при всех значениях х.

Основным периодом функции называется наименьший положи-

тельный период функции. Все другие периоды функции являются 

целыми кратного основного. График периодической функции со-

стоит из повторяющихся кусков.

Если функция y = f (x) периодическая и ее периодом является 

число T, то и функция y = f (kx) будет периодической, причем ее пе-

риодом будет число 
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Решение: 

а) применим формулу приведения (п. 9) и формулу (5.18): 
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. Сдвиг аргумента не меняет периода функ-

ции, то есть функция y = A ⋅ sin(wt + a), задающая гармонические 

колебания, имеет период 
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12

π5cos
12

π11cos   

Решение: 

а) применим формулу приведения (п. 9) и формулу (5.18): 

   15sin75sin1590cos75sin75cos75sin  
 








2

1575cos
2

1575sin2  

;
2
6

2
3

2
2230cos45sin2

2
1575cos

2
1575sin2 


  

б) воспользуемся формулой (5.21), получим: 





4
πsin

3
π2sin2

2
12

π5
12

π11

sin
2

12
π5

12
π11

sin2
12

π5cos
12

π11cos

.
2
6

2
2

2
32

4
πsin

3
ππsin2 





   

Ответ: 
2
6;

2
6

 . 

Пример 5.2. Докажите тождество: 

а) ;αsinαcos
αtg1
αtg1 44

2

2





 

б)   ;αsin1αsin1αcos2   в) .
αcos

αsin1
αsin1

αcos 



 

б) воспользуемся формулой (5.21), получим:
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Основным периодом функции называется наименьший положительный 

период функции. Все другие периоды функции являются целыми кратного 

основного. График периодической функции состоит из повторяющихся кусков. 

Если функция � � ���� периодическая и ее периодом является число T, 

то и функция � � ����� будет периодической, причем ее периодом будет число 
�
|�|. Сдвиг аргумента не меняет периода функции, то есть функция � � � �
sin��� � ��, задающая гармонические колебания, имеет период � � ��

� . 

Пример 5.1. Вычислите: 

а) sin 75° + cos 75°; б) .
12

π5cos
12

π11cos   

Решение: 

а) применим формулу приведения (п. 9) и формулу (5.18): 

   15sin75sin1590cos75sin75cos75sin  
 








2

1575cos
2

1575sin2  

;
2
6

2
3

2
2230cos45sin2

2
1575cos

2
1575sin2 


  

б) воспользуемся формулой (5.21), получим: 





4
πsin

3
π2sin2

2
12

π5
12

π11

sin
2

12
π5

12
π11

sin2
12

π5cos
12

π11cos

.
2
6

2
2

2
32

4
πsin

3
ππsin2 





   

Ответ: 
2
6;

2
6

 . 

Пример 5.2. Докажите тождество: 

а) ;αsinαcos
αtg1
αtg1 44

2

2





 

б)   ;αsin1αsin1αcos2   в) .
αcos

αsin1
αsin1

αcos 



 

Ответ: 
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Основным периодом функции называется наименьший положительный 

период функции. Все другие периоды функции являются целыми кратного 

основного. График периодической функции состоит из повторяющихся кусков. 

Если функция � � ���� периодическая и ее периодом является число T, 

то и функция � � ����� будет периодической, причем ее периодом будет число 
�
|�|. Сдвиг аргумента не меняет периода функции, то есть функция � � � �
sin��� � ��, задающая гармонические колебания, имеет период � � ��

� . 

Пример 5.1. Вычислите: 

а) sin 75° + cos 75°; б) .
12

π5cos
12

π11cos   

Решение: 

а) применим формулу приведения (п. 9) и формулу (5.18): 

   15sin75sin1590cos75sin75cos75sin







2
1575cos

2
1575sin2  

;
2
6

2
3

2
2230cos45sin2

2
1575cos

2
1575sin2 


  

б) воспользуемся формулой (5.21), получим: 





4
πsin

3
π2sin2

2
12

π5
12

π11

sin
2

12
π5

12
π11

sin2
12

π5cos
12

π11cos

.
2
6

2
2

2
32

4
πsin

3
ππsin2 





   

Ответ: 
2
6;

2
6

 . 

Пример 5.2. Докажите тождество: 

а) ;αsinαcos
αtg1
αtg1 44

2

2





 

б)   ;αsin1αsin1αcos2   в) .
αcos

αsin1
αsin1

αcos 



 

.

Пример 5.2. Докажите тождество:
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Основным периодом функции называется наименьший положительный 

период функции. Все другие периоды функции являются целыми кратного 

основного. График периодической функции состоит из повторяющихся кусков. 

Если функция � � ���� периодическая и ее периодом является число T, 

то и функция � � ����� будет периодической, причем ее периодом будет число 
�
|�|. Сдвиг аргумента не меняет периода функции, то есть функция � � � �
sin��� � ��, задающая гармонические колебания, имеет период � � ��

� . 

Пример 5.1. Вычислите: 

а) sin 75° + cos 75°; б) .
12

π5cos
12

π11cos   

Решение: 

а) применим формулу приведения (п. 9) и формулу (5.18): 

   15sin75sin1590cos75sin75cos75sin







2
1575cos

2
1575sin2  

;
2
6

2
3

2
2230cos45sin2

2
1575cos

2
1575sin2 


  

б) воспользуемся формулой (5.21), получим: 





4
πsin

3
π2sin2

2
12

π5
12

π11

sin
2

12
π5

12
π11

sin2
12

π5cos
12

π11cos

.
2
6

2
2

2
32

4
πsin

3
ππsin2 





   

Ответ: 
2
6;

2
6

 . 

Пример 5.2. Докажите тождество: 

а) ;αsinαcos
αtg1
αtg1 44

2

2





 

б)   ;αsin1αsin1αcos2   в) .
αcos

αsin1
αsin1

αcos 



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Основным периодом функции называется наименьший положительный 

период функции. Все другие периоды функции являются целыми кратного 

основного. График периодической функции состоит из повторяющихся кусков. 

Если функция � � ���� периодическая и ее периодом является число T, 

то и функция � � ����� будет периодической, причем ее периодом будет число 
�
|�|. Сдвиг аргумента не меняет периода функции, то есть функция � � � �
sin��� � ��, задающая гармонические колебания, имеет период � � ��

� . 

Пример 5.1. Вычислите: 

а) sin 75° + cos 75°; б) .
12

π5cos
12

π11cos   

Решение: 

а) применим формулу приведения (п. 9) и формулу (5.18): 

   15sin75sin1590cos75sin75cos75sin







2
1575cos

2
1575sin2  

;
2
6

2
3

2
2230cos45sin2

2
1575cos

2
1575sin2 


  

б) воспользуемся формулой (5.21), получим: 





4
πsin

3
π2sin2

2
12

π5
12

π11

sin
2

12
π5

12
π11

sin2
12

π5cos
12

π11cos

.
2
6

2
2

2
32

4
πsin

3
ππsin2 





   

Ответ: 
2
6;

2
6

 . 

Пример 5.2. Докажите тождество: 

а) ;αsinαcos
αtg1
αtg1 44

2

2





 

б)    ;sin1sin1cos2   в) .
αcos

αsin1
αsin1

αcos 



 

  

62 
 

Основным периодом функции называется наименьший положительный 

период функции. Все другие периоды функции являются целыми кратного 

основного. График периодической функции состоит из повторяющихся кусков. 

Если функция � � ���� периодическая и ее периодом является число T, 

то и функция � � ����� будет периодической, причем ее периодом будет число 
�
|�|. Сдвиг аргумента не меняет периода функции, то есть функция � � � �
sin��� � ��, задающая гармонические колебания, имеет период � � ��

� . 

Пример 5.1. Вычислите: 

а) sin 75° + cos 75°; б) .
12

π5cos
12

π11cos   

Решение: 

а) применим формулу приведения (п. 9) и формулу (5.18): 

   15sin75sin1590cos75sin75cos75sin







2
1575cos

2
1575sin2  

;
2
6

2
3

2
2230cos45sin2

2
1575cos

2
1575sin2 


  

б) воспользуемся формулой (5.21), получим: 





4
πsin

3
π2sin2

2
12

π5
12

π11

sin
2

12
π5

12
π11

sin2
12

π5cos
12

π11cos

.
2
6

2
2

2
32

4
πsin

3
ππsin2 





   

Ответ: 
2
6;

2
6

 . 

Пример 5.2. Докажите тождество: 

а) ;αsinαcos
αtg1
αtg1 44

2

2





 

б)   ;αsin1αsin1αcos2   в) .
αcos

αsin1
αsin1

αcos 



 

Доказательство:

а) преобразуем левую часть равенства, получим:
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Доказательство: 

а) преобразуем левую часть равенства, получим: 

.αsinαcos
αsinαcos
αsinαcos

αcos
αsin1

αcos
αsin1

αtg1
αtg1 22

22

22

2

2

2

2

2

2












  

Воспользуемся основным тригонометрическим тождеством, тогда: 

    ;αsinαcosαsinαcosαsinαcosαsinαcos 44222222   

б) преобразуем правую часть равенства: 

   ;αcosαsin1αsin1αsin1 22   

в) найдем разность левой и правой частей равенства, которая должна 

быть равна нулю: 

 
    .0

αsin1αcos
αcosαcos

αsin1αcos
αsin1αcos

αcos
αsin1

αsin1
αcos 2222















 

Пример 5.3. Упростите выражение: 

а)  ;αβπcos
α4cos1

αcos
βsin

αsin
βcos










   

б) ;β
4
πcosβ

4
πcos 






 






   

в) .α
4
πsinα

4
πsin 22 






 






   

Решение: 

а)   












 

αcosαsin
βsinαsinαcosβcos

αβπcos
α4cos1

αcos
βsin

αsin
βcos

 
   





αβπcos
α2sinα2cos1 22

   
  










1
α2sin2

αcosαsin
1

αβcos
α2sinα2sin11

αcosαsin
βαcos 222

 

Воспользуемся основным тригонометрическим тождеством, 

тогда
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Доказательство: 

а) преобразуем левую часть равенства, получим: 

.αsinαcos
αsinαcos
αsinαcos

αcos
αsin1

αcos
αsin1

αtg1
αtg1 22

22

22

2

2

2

2

2

2












  

Воспользуемся основным тригонометрическим тождеством, тогда: 

    ;αsinαcosαsinαcosαsinαcosαsinαcos 44222222   

б) преобразуем правую часть равенства: 

   ;αcosαsin1αsin1αsin1 22   

в) найдем разность левой и правой частей равенства, которая должна 

быть равна нулю: 

 
    .0

αsin1αcos
αcosαcos

αsin1αcos
αsin1αcos

αcos
αsin1

αsin1
αcos 2222















 

Пример 5.3. Упростите выражение: 

а)  ;αβπcos
α4cos1

αcos
βsin

αsin
βcos










   

б) ;β
4
πcosβ

4
πcos 






 






   

в) .α
4
πsinα

4
πsin 22 






 






   

Решение: 

а)   












 

αcosαsin
βsinαsinαcosβcos

αβπcos
α4cos1

αcos
βsin

αsin
βcos

 
   





αβπcos
α2sinα2cos1 22

   
  










1
α2sin2

αcosαsin
1

αβcos
α2sinα2sin11

αcosαsin
βαcos 222
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б) преобразуем правую часть равенства:
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Доказательство: 

а) преобразуем левую часть равенства, получим: 

.αsinαcos
αsinαcos
αsinαcos

αcos
αsin1
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αsin1
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2
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2

2












  

Воспользуемся основным тригонометрическим тождеством, тогда: 

    ;αsinαcosαsinαcosαsinαcosαsinαcos 44222222   

б) преобразуем правую часть равенства: 

   ;αcosαsin1αsin1αsin1 22   

в) найдем разность левой и правой частей равенства, которая должна 

быть равна нулю: 

 
    .0

αsin1αcos
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αsin1αcos
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αsin1
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αcos 2222


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

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





 

Пример 5.3. Упростите выражение: 

а)  ;αβπcos
α4cos1

αcos
βsin

αsin
βcos










   

б) ;β
4
πcosβ

4
πcos 






 






   

в) .α
4
πsinα

4
πsin 22 


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
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
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Решение: 

а)   
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Доказательство: 

а) преобразуем левую часть равенства, получим: 

.αsinαcos
αsinαcos
αsinαcos

αcos
αsin1
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αsin1

αtg1
αtg1 22
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2

2
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2
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





  

Воспользуемся основным тригонометрическим тождеством, тогда: 

    ;αsinαcosαsinαcosαsinαcosαsinαcos 44222222   

б) преобразуем правую часть равенства: 

   ;αcosαsin1αsin1αsin1 22   

в) найдем разность левой и правой частей равенства, которая должна 

быть равна нулю: 

 
    .0
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αcosαcos
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
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
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
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Пример 5.3. Упростите выражение: 

а)  ;αβπcos
α4cos1
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βsin
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βcos






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
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   
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4
πcosβ

4
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
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

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
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
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4
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4
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
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

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
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
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Решение: 

а)   
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
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




1
α2sin2

αcosαsin
1

αβcos
α2sinα2sin11

αcosαsin
βαcos 222

 

в) найдем разность левой и правой частей равенства, которая 

должна быть равна нулю:
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Доказательство: 

а) преобразуем левую часть равенства, получим: 
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Воспользуемся основным тригонометрическим тождеством, тогда: 

    ;αsinαcosαsinαcosαsinαcosαsinαcos 44222222   

б) преобразуем правую часть равенства: 

   ;αcosαsin1αsin1αsin1 22   

в) найдем разность левой и правой частей равенства, которая должна 

быть равна нулю: 
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Пример 5.3. Упростите выражение: 

а)  ;αβπcos
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Пример 5.3. Упростите выражения:
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Доказательство: 

а) преобразуем левую часть равенства, получим: 
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Воспользуемся основным тригонометрическим тождеством, тогда: 

    ;αsinαcosαsinαcosαsinαcosαsinαcos 44222222   

б) преобразуем правую часть равенства: 

   ;αcosαsin1αsin1αsin1 22   

в) найдем разность левой и правой частей равенства, которая должна 

быть равна нулю: 
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Пример 5.3. Упростите выражение: 

а)  ;αβπcos
α4cos1
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Решение:
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а)   



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

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   



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
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
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 

2

β
4
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4
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β
4
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4
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4
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           βsin2βsin
4
πsin2  ; 
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


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

 


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
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




  α

4
πsinα

4
πsinα

4
πsinα

4
πsin 22

 

               













 






  α

4
πsinα

4
πsin 















 

2

α
4
πα

4
π

cos
2

α
4
πα

4
π

sin2  

              














 


2

α
4
πα

4
π

cos
2

α
4
πα

4
π

sin2

 2
2
2αsin2αcos

4
πsin2

4
πcosαsin2 .2sincossin2cos

2
2

  

Ответ: а) −4sin 2α; б) ;βsin2  в) sin 2α. 

Пример 5.4. Разложите выражение на множители: 

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) ;3sin2   г) 1 − cos α + sin α. 

Решение: 

а) применим формулу (5.19): 



~ 59 ~

в) 
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а)   







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
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
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 
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4
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4
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β
4
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4
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4
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           βsin2βsin
4
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Ответ: а) −4sin 2α; б) ;βsin2  в) sin 2α. 

Пример 5.4. Разложите выражение на множители: 

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) ;3sin2   г) 1 − cos α + sin α. 

Решение: 

а) применим формулу (5.19): 
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Ответ: а) −4sin 2α; б) ;βsin2  в) sin 2α. 

Пример 5.4. Разложите выражение на множители: 

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) ;3sin2   г) 1 − cos α + sin α. 

Решение: 

а) применим формулу (5.19): 
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Ответ: а) −4sin 2α; б) ;βsin2  в) sin 2α. 

Пример 5.4. Разложите выражение на множители: 

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) ;3sin2   г) 1 − cos α + sin α. 

Решение: 

а) применим формулу (5.19): 
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Ответ: а) −4sin 2α; б) ;βsin2  в) sin 2α. 

Пример 5.4. Разложите выражение на множители: 

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) ;3sin2   г) 1 − cos α + sin α. 

Решение: 

а) применим формулу (5.19): 

Ответ: а) −4 sin 2α;  б) 
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Ответ: а) −4sin 2α; б) ;βsin2  в) sin 2α. 

Пример 5.4. Разложите выражение на множители: 

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) ;3sin2   г) 1 − cos α + sin α. 

Решение: 

а) применим формулу (5.19): 

;  в) sin 2α.

Пример 5.4. Разложите выражение на множители:

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) 
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Ответ: а) −4sin 2α; б) ;βsin2  в) sin 2α. 

Пример 5.4. Разложите выражение на множители: 

а) 1 − 2 sin α; б) 1 + 2 sin α; в) ;3sin2   г) 1 − cos α + sin α. 

Решение: 

а) применим формулу (5.19): 

  





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; г) 1 − cos α + sin α.

Решение:

а) применим формулу (5.19):
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Пример 5.5. Вычислите: 
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Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 

б) с помощью формулы (5.18) получим:
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Пример 5.5. Вычислите: 
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Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 

в) применим формулу (5.18):
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Пример 5.5. Вычислите: 
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Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 
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г) 
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  





  αsin30sin2αsin

2
12αsin21  





2

30cos
2

30sin22 ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 

б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2

2

α
2
π

cos
2

α
2
π

sin2αsin
2
πsinαsin1 






 






 




 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
3αsin23αsin2

;
62

cos
62

sin4
2

3cos
2

3sin22 





 










 












  

г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2

cos
2

sin
2

sin2

2
cos

2
sin2

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
sin2 2







 





















 





 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






 






   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 

Ответ: а) 
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  





  αsin30sin2αsin

2
12αsin21  





2

30cos
2

30sin22 ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 

б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2

2

α
2
π

cos
2

α
2
π

sin2αsin
2
πsinαsin1 






 






 




 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
3αsin23αsin2

;
62

cos
62

sin4
2

3cos
2

3sin22 





 










 












  

г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2

cos
2

sin
2

sin2

2
cos

2
sin2

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
sin2 2







 





















 





 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






 






   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 

 б) 
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  





  αsin30sin2αsin

2
12αsin21  





2

30cos
2

30sin22 ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 

б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2

2

α
2
π

cos
2

α
2
π

sin2αsin
2
πsinαsin1 






 






 




 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
3αsin23αsin2

;
62

cos
62

sin4
2

3cos
2

3sin22 





 










 












  

г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2

cos
2

sin
2

sin2

2
cos

2
sin2

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
sin2 2







 





















 





 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






 






   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 

в) 
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  





  αsin30sin2αsin

2
12αsin21  





2

30cos
2

30sin22 ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 

б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2

2

α
2
π

cos
2

α
2
π

sin2αsin
2
πsinαsin1 






 






 




 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
3αsin23αsin2

;
62

cos
62

sin4
2

3cos
2

3sin22 





 










 












  

г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2

cos
2

sin
2

sin2

2
cos

2
sin2

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
sin2 2







 





















 





 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






 






   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 

 г) 

65 
 

  





  αsin30sin2αsin

2
12αsin21  





2

30cos
2

30sin22 ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 

б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2

2

α
2
π

cos
2

α
2
π

sin2αsin
2
πsinαsin1 






 






 




 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
3αsin23αsin2

;
62

cos
62

sin4
2

3cos
2

3sin22 





 










 












  

г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2

cos
2

sin
2

sin2

2
cos

2
sin2

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
sin2 2







 





















 





 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






 






   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 

Пример 5.5. Вычислите:
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б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2

2

α
2
π

cos
2

α
2
π

sin2αsin
2
πsinαsin1 






 






 




 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
3αsin23αsin2

;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4

2
3
πα

cos
2

3
πα

sin22 





 






 


  

г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2
αcos

2
αsin

2
αsin2

2
αcos

2
αsin2

2
αsin2

2
αcos

2
αsin2

2
αsin

2
αsin2 2 






 








 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






 






   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  







 

12
πsin

12
πsinαcos

12
πcosαsin

12
πsinαcos

12
πcosαsin  

.αsin
2
1

6
πsinαsin

12
πsin

12
πcosαsin2   

Решение.

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), по-

лучим:
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б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2

2

α
2
π

cos
2

α
2
π

sin2αsin
2
πsinαsin1 






 






 




 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
3αsin23αsin2

;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4

2
3
πα

cos
2

3
πα

sin22 





 






 


  

г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2
αcos

2
αsin

2
αsin2

2
αcos

2
αsin2

2
αsin2

2
αcos

2
αsin2

2
αsin

2
αsin2 2 






 








 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






 






   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 















 






 

12
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12
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12
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




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12
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12
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12
πcosαsin

12
πsinαcos

12
πcosαsin  

.αsin
2
1

6
πsinαsin

12
πsin

12
πcosαsin2   
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б) с помощью формулы (5.18) получим: 

;
2
α

4
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2
α

4
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2

α
2
π
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2

α
2
π

sin2αsin
2
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




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



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


 

в) применим формулу (5.18): 







 










3
πsinαsin2

2
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;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4

2
3
πα

cos
2

3
πα

sin22 





 






 


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г) 


 αsin
2

α0sin
2

α0sin2αsinαcos0cosαsinαcos1  

.
2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
αcos

2
αsin2

2
αsin

2
αsin2 2 






 








 

Ответ: а) ;
2

α30cos
2

α30sin4 
 б) ;

2
α

4
πcos

2
α

4
πsin2 






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




   

в) ;
6
π

2
αcos

6
π

2
αsin4 






 






   г) .

2
αcos

2
αsin

2
αsin2 






   

Пример 5.5. Вычислите: 

.
12
πsin

12
παsin

12
παsin 














 






   

Решение. 

Первый способ. Воспользуемся формулой сложения (5.7), получим: 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
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





 

12
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12
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12
πcosαsin

12
πsinαcos

12
πcosαsin  

.αsin
2
1

6
πsinαsin

12
πsin

12
πcosαsin2   

Второй способ. Применим формулу (5.18):
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
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2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

Ответ: 

66 
 

Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 
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Пример 5.6. Докажите тождество
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

 

66 
 

Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
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12
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12
παsin  

.αsin
2
1
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πsin
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πcosαsin2
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2
12
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12
πα

cos
2

12
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12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

Доказательство.

Преобразуем левую часть равенства, получим:
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 
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sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
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αcos
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


 . Так как 
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 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

Пример 5.7. Докажите тождество
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 
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Ответ: .αsin
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Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

и на основе его вычислите tg 267° + tg 93°.

Доказательство.

Преобразуем левую часть равенства:
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

Так как 
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

, то 
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

Ответ: 0.

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и 
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

.

Решение.

С помощью основного тригонометрического тождества 

sin2 α + cos2 α = 1 

найдем cos α:

67 
 

С помощью основного тригонометрического тождества sin2 α + cos2 α = 1 

найдем cos α: 

cos α � ��� � sin� α � ��� � ���,��� � ��� � �,3� � ��,�, 
так как α � �π;	��� � – 3 четверти и cos α < 0. Тогда: 

��	α � sin α
cos α �

��,�
��,� �

3
4 � �,�5. 

Ответ: tg α = 0,75. 

Пример 5.9. Найдите периоды следующих функций: 

а) � � sin	�3�; б) � � cos��π� � 4�; в) � � sin ���
� � c�� ���� . 

Решение: 

а) � � ��
��; б) � � ��

�� �
�
�; в) ���� � ��

��
�
� �

� , ���� �
�
��
�
� �

�. 

Найдем наименьшее общее кратное для дробей: �� �
��
�� и �� �

�
��.	 

НОК����� ;
�
��� �

���
�� � �� � � � ��. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Найдите значение выражения: 

а) ��
������	�	�������, б) 5 cos�π � α� � 4sin ���� � �� , cos � � � �

�. 

Задание 2. Упростите: 

2 cos �π2	 � α� sin �π2 	� α� ���π � α�
c�� �π2 � α� sin�π � α� . 

так как 
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Второй способ. Применим формулу (5.18): 















 






 

12
πsin

12
παsin

12
παsin  

.αsin
2
1

12
πsin

12
πcosαsin2

12
πsin

2
12
πα

12
πα

cos
2

12
πα

12
πα

sin2 




 

Ответ: .αsin
2
1

 

Пример 5.6. Докажите тождество: 

.α2tg
α3cosαcos
α3sinαsin





 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства, получим: 

 
  .α2tg

α2cos
α2sin

αcosα2cos2
αcosα2sin2

2
α3αcos

2
α3αcos2

2
α3αcos

2
α3αsin2










 

Пример 5.7. Докажите тождество: 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
  

и на основе его вычислить tg 267° + tg 93°. 

Доказательство. 

Преобразуем левую часть равенства: 

 
βcosαcos

βαsin
βcosαcos

αcosβsinβcosαsin
βcos
βsin

αcos
αsinβtgαtg 




 . Так как 

 
βcosαcos

βαsinβtgαtg 
 , то .0

93cos267cos
360sin93tg267tg 




  

Ответ: 0. 

Пример 5.8. Вычислите tg α, если sin α = (−0,6) и . 

Решение. 

 – 3 четверти и cos α < 0. Тогда
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С помощью основного тригонометрического тождества sin2 α + cos2 α = 1 

найдем cos α: 

cos α � ��� � sin� α � ��� � ���,��� � ��� � �,3� � ��,�, 
так как α � �π;	��� � – 3 четверти и cos α < 0. Тогда: 

��	α � sin α
cos α �

��,�
��,� �

3
4 � �,�5. 

Ответ: tg α = 0,75. 

Пример 5.9. Найдите периоды следующих функций: 

а) � � sin	�3�; б) � � cos��π� � 4�; в) � � sin ���
� � c�� ���� . 

Решение: 

а) � � ��
��; б) � � ��

�� �
�
�; в) ���� � ��

��
�
� �

� , ���� �
�
��
�
� �

�. 

Найдем наименьшее общее кратное для дробей: �� �
��
�� и �� �

�
��.	 

НОК����� ;
�
��� �

���
�� � �� � � � ��. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Найдите значение выражения: 

а) ��
������	�	�������, б) 5 cos�π � α� � 4sin ���� � �� , cos � � � �

�. 

Задание 2. Упростите: 

2 cos �π2	 � α� sin �π2 	� α� ���π � α�
c�� �π2 � α� sin�π � α� . 

Ответ: tg α = 0,75.
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Пример 5.9. Найдите периоды следующих функций:
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С помощью основного тригонометрического тождества sin2 α + cos2 α = 1 

найдем cos α: 

cos α � ��� � sin� α � ��� � ���,��� � ��� � �,3� � ��,�, 
так как α � �π;	��� � – 3 четверти и cos α < 0. Тогда: 

��	α � sin α
cos α �

��,�
��,� �

3
4 � �,�5. 

Ответ: tg α = 0,75. 

Пример 5.9. Найдите периоды следующих функций: 

а) � � sin	�3�; б) � � cos��π� � 4�; в) � � sin ���
� � c�� ���� . 

Решение: 

а) � � ��
��; б) � � ��

�� �
�
�; в) ���� � ��

��
�
� �

� , ���� �
�
��
�
� �

�. 

Найдем наименьшее общее кратное для дробей: �� �
��
�� и �� �

�
��.	 

НОК����� ;
�
��� �

���
�� � �� � � � ��. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Найдите значение выражения: 

а) ��
������	�	�������, б) 5 cos�π � α� � 4sin ���� � �� , cos � � � �

�. 

Задание 2. Упростите: 

2 cos �π2	 � α� sin �π2 	� α� ���π � α�
c�� �π2 � α� sin�π � α� . 

    

67 
 

С помощью основного тригонометрического тождества sin2 α + cos2 α = 1 

найдем cos α: 

cos α � ��� � sin� α � ��� � ���,��� � ��� � �,3� � ��,�, 
так как α � �π;	��� � – 3 четверти и cos α < 0. Тогда: 

��	α � sin α
cos α �

��,�
��,� �

3
4 � �,�5. 

Ответ: tg α = 0,75. 

Пример 5.9. Найдите периоды следующих функций: 

а) � � sin	�3�; б) � � cos��π� � 4�; в) � � sin ���
� � c�� ���� . 

Решение: 

а) � � ��
��; б) � � ��

�� �
�
�; в) ���� � ��

��
�
� �

� , ���� �
�
��
�
� �

�. 

Найдем наименьшее общее кратное для дробей: �� �
��
�� и �� �

�
��.	 

НОК����� ;
�
��� �

���
�� � �� � � � ��. 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 
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а) 
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студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Найдите значение выражения: 

а) ��
������	�	�������, б) 5 cos�π � α� � 4sin ���� � �� , cos � � � �

�. 

Задание 2. Упростите: 

2 cos �π2	 � α� sin �π2 	� α� ���π � α�
c�� �π2 � α� sin�π � α� . 

Задание 3. Вычислите: 

cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°.

Задание 4. Вычислите tg α, если:
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

Задание 5. Найдите 
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

 если известно, что 

sin α = 0,8 и 0 < α < 
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  
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Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: 

а) 

68 
 

Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

;     б) 
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

Задание 7. Вычислите:
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

Задание 8. Найдите периоды функций:

а) y = sin 4x;     б) y = sin x ⋅ cos x;     в) y = cos x ⋅ cos 6x.

Задание 9. Докажите тождество:

а) tg α ⋅ tg(60° − α) ⋅ tg(60° + α) = tg 3α;

б) 
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� .

Задание 7. Вычислите:

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��	�	�����

���	�	�	���	� � � � sin	α ∙ cos	α.

Задание 10. Найдите: 

а) �	���	�	�	�	���	��	���	�	�	���	� , если tg α = 3; 

б) ��	���	�	�	�	���	�	�	���	���	�	�	����	�	�	� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 

Контрольные вопросы 
1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

.

Задание 10. Найдите:

а) 
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� .

Задание 7. Вычислите:

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��	�	�����

���	�	�	���	� � � � sin	α ∙ cos	α.

Задание 10. Найдите: 

а) �	���	�	�	�	���	��	���	�	�	���	� , если tg α = 3; 

б) ��	���	�	�	�	���	�	�	���	���	�	�	����	�	�	� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 

Контрольные вопросы 
1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

, если tg α = 3;

б) 
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� .

Задание 7. Вычислите:

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α.

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) ��	���	�	�	�	���	�	�	���	���	�	�	�	���	�	�	� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

, если tg α = −2,5.

Задание 11. Упростите:
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Задание 3. Вычислите: cos 20° + cos 40° + cos 60° +…+ cos 160° + cos 180°. 

Задание 4. Вычислите tg α, если: 

а) sin α = −0,6 и 







2
π3;πα ; б) 

13
5α2cos   и α  (2; 3). 

Задание 5. Найдите sin �
� , cos

�
� , tg	

�
�,	если известно, что sin α = 0,8 и 0 < α <	��. 

Задание 6. Найдите значения без помощи таблиц: а) sin �
	��; б) tg ��� . 

Задание 7. Вычислите: 

��	cos	�40°; 	��	cos	�5° � sin	�5°; 	�� 4	sin	25° ∙ sin	65°cos	40° ;	 

��	2	sin π
24 ∙ cos

π
24 ∙ �cos

� π
24 � sin� π24� ; 	��	��ccos	�cos	��

π
3��.	 

Задание 8. Найдите периоды функций: 

а) y = sin 4x; б) y = sin x ‧ cos x; в) y = cos x ‧ cos 6x. 

Задание 9. Докажите тождество: 

а) tg α ‧ tg(60° − α) ‧ tg(60° + α) = tg 3α; 

б) ���
��������

���	�����	� � � � sin	α ∙ cos	α. 

Задание 10. Найдите: 

а) ����	������	�����	�	�	���	�, если tg α = 3; 

б) �����	������	��������	������	��� , если tg α = −2,5. 

Задание 11. Упростите: 

cos	α ∙ sin	�α � 3� � sin	α ∙ cos	�α � 3�
cos	 �3 � π

6� � 0,5	sin	3 . 

 
Контрольные вопросы 

1. Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

2. В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращаются в нуль? 

3. Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)? 

4. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса (тангенса и 

котангенса)?  

Контрольные вопросы

1.	Какова область определения синуса и косинуса (тангенса и ко-

тангенса)?

2.	В каких точках синус и косинус (тангенс и котангенс) обращают-

ся в нуль?

3.	Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)?

4.	Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса 

(тангенса и котангенса)? 

5.	Каково множество значений синуса и косинуса (тангенса и ко-

тангенса)?

6.	Сколько раз принимает каждое свое значение синус, косинус 

(тангенс и котангенс)?
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7.	При каких углах тангенс (котангенс) не определен? С чем это 
связано?

8.	Какая из тригонометрических функций является четной? Что это 
означает?

9.	Значение sin x известно. Достаточно ли этого, чтобы найти значе-
ния других тригонометрических функций?

10.	Чему равен косинус разности, суммы двух углов?
11.	Из каких четырех формул тригонометрии выводятся почти все 

остальные формулы?
12.	Приведите все известные вам формулы косинуса двойного угла.
13.	Какое вы знаете правило для запоминания формул приведения?
14.	Какое число является наименьшим положительным периодом 

синуса, косинуса, тангенса и котангенса?
15.	По какой формуле можно найти период тригонометрической 

функции?

Рекомендуемая литература

1.	Башмаков, М. И. Исследование тригонометрических функций //  
Алгебра и начала анализа : учебник для 10–11 классов средней 
школы / М. И. Башмаков. – 2-е изд. – Москва, 1992. – С. 140.

2.	Башмаков, М. И. Тождественные преобразования // Алгебра  
и начала анализа : учебник для 10–11 классов средней школы /  
М. И. Башмаков. – 2-е изд. – Москва, 1992. – С. 150–151.

3.	Кытманов, А. М. Тригонометрические выражения / А. М. Кытма- 
нов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец // Математика : адаптацион- 
ный курс : учеб. пособие / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас,  
С. Г. Мысливец. – Санкт-Петербург [и др.], 2022. – Глава 7. –  
С. 109–118. – URL: e.lanbook.com/book/211088 (дата обращения: 
10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-
1472-7.

4.	Преобразование тригонометрических выражений / В. В. Гарба-
рук, В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц // Решение за-
дач по математике : адаптивный курс для студентов технических  
вузов : учеб. пособие / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловье-
ва, М. А. Шварц. – Санкт-Петербург [и др.], 2017. – С. 276–295. –  
URL: e.lanbook.com/book/99281 (дата обращения: 10.12.2024). – 
Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-2618-8.
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Тема 6. Тригонометрические уравнения

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Определение арксинуса, арккосинуса, арктангенса и арккотан-

генса. Свойства.

2.	Простейшие тригонометрические уравнения. Формулы для ре-

шения. Частные случаи.

3.	Решение тригонометрических уравнений с помощью единичной 

окружности.

4.	Тригонометрические уравнения, сводящиеся к алгебраическим.

5.	Однородные тригонометрические уравнения.

6.	Тригонометрические уравнения, решаемые с помощью вспомо-

гательного угла.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Обратные тригонометрические функции

Пусть a – число по модулю, не превосходящее единицы. Арк-

синусом числа a называется угол х, лежащий в пределах от 
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π
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2) arcsin�sin �� � �� ����	� � �� �

� ;	
�
�� ; 

3) arcsin���� � �arcsin �. 

Пусть a – число по модулю, не превосходящее единицы. Арккосинусом 

числа a – называется угол х, лежащий в пределах от 0 до π, косинус которого 
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� � arccos �� � � ���; �� � cos � � �� � � �0; π�. 
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По каким причинам для значений арксинуса был выбран отрезок �� �
� ;	

�
��, 

а для арккосинуса отрезок [0; π]? Это объясняется тем, что на этих отрезках 

синус и косинус принимают все возможные значения от −1 до 1, и каждое 

значение принимается ровно один раз. Отрезков с этими условиями бесконечно 

много, но при этом выбраны отрезки «поближе к нулю». 

 до 
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�
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,  

синус которого равен a.
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�
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Свойства арксинуса:

1) sin(arcsin a) = a;

2) arcsin(sin x) = x, если x ∈ 
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;

3) arcsin(-a) = -arcsin a.

Пусть a – число по модулю, не превосходящее единицы. Арк-

косинусом числа a называется угол х, лежащий в пределах от 0 до π, 

косинус которого равен а.
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Свойства арккосинуса:

1) cos(arccos a) = a;

2) arccos(cos x) = x, если x ∈ [0; π];

3) arccos(-a) = π - arccos a.

По каким причинам для значений арксинуса был выбран отре-

зок 
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� ;	

�
��, 

а для арккосинуса отрезок [0; π]? Это объясняется тем, что на этих отрезках 

синус и косинус принимают все возможные значения от −1 до 1, и каждое 

значение принимается ровно один раз. Отрезков с этими условиями бесконечно 
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, а для арккосинуса – отрезок [0; π]? Это объясняется 

тем, что на этих отрезках синус и косинус принимают все возмож-

ные значения от −1 до 1, и каждое значение принимается ровно 

один раз. Отрезков с этими условиями бесконечно много, но при 

этом выбраны отрезки «поближе к нулю».

Арктангенсом числа a называется угол x ∈ 
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, тангенс кото-

рого равен a.
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Арктангенсом числа a называется угол � � ���
� ;	

�
��, тангенс которого 

равен a. 

� � arctg	� � tg	� � �� � � ��π2 ;	
π
2�. 

Свойства арктангенса: 

1) tg�arctg	�� � �; 
2) arctg�tg	�� � �� ����	� � �� �

� ;	
�
�� ; 

3) �rctg���� � �arctg	�. 

Арккотангенсом числа a называется угол � � �0; π�, котангенс которого 

равен a. 

� � arcctg	� � ctg	� � �� � � �0; π�. 
Свойства арккотангенса: 

1) ctg�arcctg	�� � �; 
2) arcctg�ctg	�� � �� ����	� � �0; π�; 
3) arcctg���� � π � arcctg	�. 

Пример 6.1. Упростите выражение: 

1) arcsin �sin ���
� � � arcsin �sin ��

� � �
��
� ; 

2) arcsin��0��� � 2arcctg���� � �arcsin 0�� � 2 � �π � arcctg	�� � ��
� �

2 � �π � �
�� � ��

� � 2 � ��� � ��
� �

��
� � �����

� � ��
� � ��

� ; 

3) c�s �arcsin �
�� � �� � sin� �arcsin �

��	 � �� � ����
� � ���

�� �
√��
� . 

Тригонометрические уравнения 

Основные формулы для решения тригонометрических уравнений 

представлены в табл. 4. 

Таблица 4 

Решение тригонометрических уравнений 

Уравнение Формулы решения Частные случаи 

Свойства арктангенса:

1) tg(arctg a) = a;

2) arctg(tg x) = x, если x ∈ 
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торого равен a.
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Тригонометрические уравнения 

Основные формулы для решения тригонометрических уравнений 
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2) arcsin(-0,5) + 2 arcctg(-1) = -arcsin 0,5 + 2 ⋅ (p - arctg 1) =

    

72 
 

Арктангенсом числа a называется угол � � ���
� ;	

�
��, тангенс которого 

равен a. 

� � arctg	� � tg	� � �� � � ��π2 ;	
π
2�. 

Свойства арктангенса: 

1) tg�arctg	�� � �; 
2) arctg�tg	�� � �� ����	� � �� �

� ;	
�
�� ; 

3) �rctg���� � �arctg	�. 

Арккотангенсом числа a называется угол � � �0; π�, котангенс которого 

равен a. 

� � arcctg	� � ctg	� � �� � � �0; π�. 
Свойства арккотангенса: 

1) ctg�arcctg	�� � �; 
2) arcctg�ctg	�� � �� ����	� � �0; π�; 
3) arcctg���� � π � arcctg	�. 

Пример 6.1. Упростите выражение: 

1) arcsin �sin ���
� � � arcsin �sin ��

� � �
��
� ; 

2) arcsin��0��� � 2arcctg���� � �arcsin 0�� � 2 � �π � arcctg	�� � ��
� �

2 � �π � �
�� � ��

� � 2 � ��� � ��
� �

��
� � �����

� � ��
� � ��

� ; 

3) c�s �arcsin �
�� � �� � sin� �arcsin �

��	 � �� � ����
� � ���

�� �
√��
� . 

Тригонометрические уравнения 

Основные формулы для решения тригонометрических уравнений 

представлены в табл. 4. 

Таблица 4 

Решение тригонометрических уравнений 

Уравнение Формулы решения Частные случаи 

72 
 

Арктангенсом числа a называется угол � � ���
� ;	

�
��, тангенс которого 

равен a. 

� � arctg	� � tg	� � �� � � ��π2 ;	
π
2�. 

Свойства арктангенса: 

1) tg�arctg	�� � �; 
2) arctg�tg	�� � �� ����	� � �� �

� ;	
�
�� ; 

3) �rctg���� � �arctg	�. 

Арккотангенсом числа a называется угол � � �0; π�, котангенс которого 

равен a. 

� � arcctg	� � ctg	� � �� � � �0; π�. 
Свойства арккотангенса: 

1) ctg�arcctg	�� � �; 
2) arcctg�ctg	�� � �� ����	� � �0; π�; 
3) arcctg���� � π � arcctg	�. 

Пример 6.1. Упростите выражение: 

1) arcsin �sin ���
� � � arcsin �sin ��

� � �
��
� ; 

2) arcsin��0��� � 2arcctg���� � �arcsin 0�� � 2 � �π � arcctg	�� � ��
� �

2 � �π � �
�� � ��

� � 2 � ��� � ��
� �

��
� � �����

� � ��
� � ��

� ; 

3) c�s �arcsin �
�� � �� � sin� �arcsin �

��	 � �� � ����
� � ���

�� �
√��
� . 

Тригонометрические уравнения 

Основные формулы для решения тригонометрических уравнений 

представлены в табл. 4. 

Таблица 4 

Решение тригонометрических уравнений 

Уравнение Формулы решения Частные случаи 

;

3) 

72 
 

Арктангенсом числа a называется угол � � ���
� ;	

�
��, тангенс которого 

равен a. 

� � arctg	� � tg	� � �� � � ��π2 ;	
π
2�. 

Свойства арктангенса: 

1) tg�arctg	�� � �; 
2) arctg�tg	�� � �� ����	� � �� �

� ;	
�
�� ; 

3) �rctg���� � �arctg	�. 

Арккотангенсом числа a называется угол � � �0; π�, котангенс которого 

равен a. 

� � arcctg	� � ctg	� � �� � � �0; π�. 
Свойства арккотангенса: 

1) ctg�arcctg	�� � �; 
2) arcctg�ctg	�� � �� ����	� � �0; π�; 
3) arcctg���� � π � arcctg	�. 

Пример 6.1. Упростите выражение: 

1) arcsin �sin ���
� � � arcsin �sin ��

� � �
��
� ; 

2) arcsin��0��� � 2arcctg���� � �arcsin 0�� � 2 � �π � arcctg	�� � ��
� �

2 � �π � �
�� � ��

� � 2 � ��� � ��
� �

��
� � �����

� � ��
� � ��

� ; 

3) c�s �arcsin �
�� � �� � sin� �arcsin �

��	 � �� � ����
� � ���

�� �
√��
� . 

Тригонометрические уравнения 

Основные формулы для решения тригонометрических уравнений 

представлены в табл. 4. 

Таблица 4 

Решение тригонометрических уравнений 

Уравнение Формулы решения Частные случаи 



~ 67 ~

Тригонометрические уравнения

Основные формулы для решения тригонометрических уравне-

ний представлены в табл. 4.

Таблица 4

Решение тригонометрических уравнений

Уравнение Формулы решения Частные случаи

sin x = a
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sin x = a 

при |�| � � 

� � ����� ������ � � π�� � � �� 
при |�| � � – нет решений 

��� � � �� � � π�� � � �� 
��� � � �� �� � π

2 � 2π�� � � �� 

��� � � ��� � � �π2 � 2π�� � � � 

cos x = a 

при |�| � � 

� � ������� � � 2π�� � � �� 
при |�| � � – нет решений 

��� � � �� � � π
2 � π�� � � �� 

��� � � �� �� � 2π�� � � �� 
��� � � ��� � � π � 2π�� � � � 

tg x = a � � ����� � � π�� � � � ‒ 

ctg x = a � � ������ � � π�� � � � ‒ 

 

Опишем основные виды простейших тригонометрических уравнений. 

Решение уравнения ��� � � ����� � � � �� можно записать 

совокупностью двух серий решений (рис. 6.1): 

 

� � � ������ � � 2π��
π � ������ � � 2π�� � � �� 

 

Рис. 6.1 

 

Решение уравнения ��� � � ����� � � � �� можно записать 

совокупностью двух серий решений (рис. 6.2): 
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Решение уравнения ��� � � ����� � � � �� можно записать 

совокупностью двух серий решений (рис. 6.2): 

–

Опишем основные виды простейших тригонометрических 

уравнений.

Решение уравнения sin x = a (-1 < a < 1) можно записать сово-

купностью двух серий решений (рис. 6.1):
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Решение уравнения cos х = a (-1 < a < 1) можно записать сово-

купностью двух серий решений (рис. 6.2):
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Рассмотрим некоторые типы тригонометрических уравнений.

I. Уравнения, сводимые к алгебраическим.

Это уравнения, сводимые к одной и той же функции относи-

тельно одного и того же неизвестного. Решение такого типа уравне-

ний находят методом подстановки (заменой переменной).

Пример 6.2. Решите уравнение
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Ответ: � � � ��
� � 2��� � � �� 

II. Однородные уравнения. 

� sin � � � ��s � � ��  
a, b – заданные числа 

‒ однородное уравнение первой 

степени 

�	sin�	� � � sin � ��s � � �	��s�	� � �� 
a, b, c – заданные числа 

‒ однородное уравнение второй 

степени 

 

Пример 6.2. Решить уравнение: 

2 sin � � 3 ��s � � �� 
Решение. 

Разделим обе части уравнения на cos x: 

2	tg	� � 3 � �� 
tg	� � 3

2 � 	� � ���tg 32 � ��� � � �� 
Ответ: � � ���tg �� � ��� � � �� 
Пример 6.3. Решить уравнение: 

4	sin�	� � 2 sin � ��s � � 3� 
Решение. 

Используя основное тригонометрическое тождество, представим правую 

часть уравнения в виде 3�sin�	� � ��s�	��, получим: 

4	sin�	� � 2 sin � ��s � � 3	sin�	� � 3	��s�	�� 
sin�	� � 2 sin � ��s � � 3	��s�	� � �� 

Последнее уравнение есть однородное второй степени. Разделим обе части 

уравнения на cos2 x, получим: 

tg�	� � 2	tg	� � 3 � �� 
Сделаем замену переменной: tg x = t, получим квадратное уравнение: 

�� � 2� � 3 � ��� � 4 � 4 � � � ��3� � ��� �� � �3� �� � �� 
Осуществим обратную подстановку: 

tg	� � �3    или   tg	� � �� 
� � ���tg��3� � ��� � � ��  � � ���tg	� � ��� � � �� 

II. Однородные уравнения.

76 
 

Ответ: � � � ��
� � 2��� � � �� 

II. Однородные уравнения. 

� sin � � � ��s � � ��  
a, b – заданные числа 

‒ однородное уравнение первой 

степени 

�	sin�	� � � sin � ��s � � �	��s�	� � �� 
a, b, c – заданные числа 

‒ однородное уравнение второй 

степени 

 

Пример 6.2. Решить уравнение: 

2 sin � � 3 ��s � � �� 
Решение. 

Разделим обе части уравнения на cos x: 

2	tg	� � 3 � �� 
tg	� � 3

2 � 	� � ���tg 32 � ��� � � �� 
Ответ: � � ���tg �� � ��� � � �� 
Пример 6.3. Решить уравнение: 

4	sin�	� � 2 sin � ��s � � 3� 
Решение. 

Используя основное тригонометрическое тождество, представим правую 

часть уравнения в виде 3�sin�	� � ��s�	��, получим: 

4	sin�	� � 2 sin � ��s � � 3	sin�	� � 3	��s�	�� 
sin�	� � 2 sin � ��s � � 3	��s�	� � �� 

Последнее уравнение есть однородное второй степени. Разделим обе части 

уравнения на cos2 x, получим: 

tg�	� � 2	tg	� � 3 � �� 
Сделаем замену переменной: tg x = t, получим квадратное уравнение: 

�� � 2� � 3 � ��� � 4 � 4 � � � ��3� � ��� �� � �3� �� � �� 
Осуществим обратную подстановку: 

tg	� � �3    или   tg	� � �� 
� � ���tg��3� � ��� � � ��  � � ���tg	� � ��� � � �� 

a, b – заданные числа

– однородное уравнение 

первой степени

76 
 

Ответ: � � � ��
� � 2��� � � �� 

II. Однородные уравнения. 

� sin � � � ��s � � ��  
a, b – заданные числа 

‒ однородное уравнение первой 

степени 

�	sin�	� � � sin � ��s � � �	��s�	� � �� 
a, b, c – заданные числа 

‒ однородное уравнение второй 

степени 

 

Пример 6.2. Решить уравнение: 

2 sin � � 3 ��s � � �� 
Решение. 

Разделим обе части уравнения на cos x: 

2	tg	� � 3 � �� 
tg	� � 3

2 � 	� � ���tg 32 � ��� � � �� 
Ответ: � � ���tg �� � ��� � � �� 
Пример 6.3. Решить уравнение: 

4	sin�	� � 2 sin � ��s � � 3� 
Решение. 

Используя основное тригонометрическое тождество, представим правую 

часть уравнения в виде 3�sin�	� � ��s�	��, получим: 

4	sin�	� � 2 sin � ��s � � 3	sin�	� � 3	��s�	�� 
sin�	� � 2 sin � ��s � � 3	��s�	� � �� 

Последнее уравнение есть однородное второй степени. Разделим обе части 

уравнения на cos2 x, получим: 

tg�	� � 2	tg	� � 3 � �� 
Сделаем замену переменной: tg x = t, получим квадратное уравнение: 

�� � 2� � 3 � ��� � 4 � 4 � � � ��3� � ��� �� � �3� �� � �� 
Осуществим обратную подстановку: 

tg	� � �3    или   tg	� � �� 
� � ���tg��3� � ��� � � ��  � � ���tg	� � ��� � � �� 

a, b, c – заданные числа

– однородное уравнение 

второй степени



~ 70 ~

Пример 6.3. Решите уравнение
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� � �arc���� � ��, � � �.  � � �
� � ��, � � �. 

Ответ: � � �arc���� � ��� �� � � �� � ��, �, � � �. 
III. Уравнение вида � sin � � � c�s � � �. Метод вспомогательного 

аргумента. 

Рассмотрим уравнение вида: � sin � � � c�s � � �, где a, b, c – заданные 

числа, причем �� � �� � ��. 

Разделим обе части уравнения на √�� � ��, получим: 
�

√�� � �� sin � �
�

√�� � �� c�s � �
�

√�� � ��. 
Учитывая, что 

� �
√�� � ���

�
� � �

√�� � ���
�
� �, 

то можно принять: 
�

√�� � �� � c�s� , �
√�� � �� � sin�, 

где φ называется вспомогательным аргументом. 

Тогда уравнение примет вид: 

c�s� sin � � sin� c�s � � �
√�� � ��. 

sin�� � �� � �
√�� � �� � �� � � � �����arcsin �

√�� � �� � ��, � � �. 

� � �����arcsin �
√�� � �� � � � ��, � � �. 

Учитывая, что 

sin� � �
√�� � ��, 

выразим 

� � arcsin �
√�� � ��. 

Получим решение исходного уравнения в виде: 

Ответ: 
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III. Уравнение вида a sin x + b cos x = c. Метод вспомогательного 
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Рассмотрим уравнение вида: � sin � � � c�s � � �, где a, b, c – заданные 

числа, причем �� � �� � ��. 

Разделим обе части уравнения на √�� � ��, получим: 
�

√�� � �� sin � �
�

√�� � �� c�s � �
�

√�� � ��. 
Учитывая, что 

� �
√�� � ���

�
� � �

√�� � ���
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� � �����arcsin �
√�� � �� � arcsin �

√�� � �� � ��� � � �. 
Пример 6.4. Решить уравнение: 

3 sin � � 4 c�s � � 2. 
Решение. 

Здесь a = 3, b = 4, c = 2, при этом легко видеть, что: �� � �� � ��, значит, 

уравнение имеет решение. 

Выразим √�� � �� � √3� � 4� � 5. 
Разделим все уравнение на 5, получим: 

3
5 �sin � �

4
5�c�s � �

2
5. 

Обозначим 

c�s� � 3
5 � sin� � 4

5. 
Получим уравнение: 

sin�� � �� � 2
5 � �� � � � �����arcsin 25 � ��� � � �� 

� � �����arcsin �
� � � � ��� � � �� � � �����arcsin �

� � arcsin �
� � ��� � � �. 

Ответ: � � �����arcsin �
� � arcsin �

� � ��� � � �. 
 
 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Блок 1 

Пример 6.5. Решите уравнение
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Разделим все уравнение на 5, получим:
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� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 



~ 73 ~

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения 

и найдите корни, принадлежащие промежутку:

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

Задание 3. Решите уравнения:

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

    

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

   

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

   

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену:

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

    

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

Задание 5. Решите однородные уравнения:

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

    

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

    

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

Блок 2

Задание 1. Вычислите:

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравне-

ния с помощью формул приведения:

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

 

79 
 

Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

;
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Задание 1. Вычислите: 

а) )1arccos(5,0
2
2arccos)1arctg(

2
3arcsin2 







 ; 

б) 







5
3arccossin ; 

в) 















5
π17cosarccos . 

Задание 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения и найдите 

корни, принадлежащие промежутку: 

а) cos x = −0,5 и 	�	�	���; ��; 
б) ��	� � � �

� и 	�	� �� �
� ;

�
��. 

Задание 3. Решите уравнения: 

а) �cos	� � √�
� � �sin	� �

√�
� � = 0; б) cos x ‧ tg 3x = 0; 

в) (1 + cos x) ‧ tg	�� = 0; г) ���	�
�	�	���	�� � �; д) sin 3x = cos 2x и x  [0; π]. 

Задание 4. Решите уравнения, сделав замену: 

а) 2 cos2 x + cos x −1 = 0; б) tg3 x + tg2 x − 3 tg x = 0. 

Задание 5. Решите однородные уравнения: 

а) sin	� � 3 cos �; б) sin	� � cos � � 3 cos� � � �; 

в) sin�	� � sin	� � cos � � 2	cos�	� � �; г) 3	sin�	� � sin	2� � 2� 
Блок 2 

Задание 1. Вычислите: 

cos���csin√22 � ��ccos ��12��� 

Задание 2. Решите уравнения, преобразовав обе части уравнения с помощью 

формул приведения: 

а) √�� sin	�
�
� � �� � √�

� cos	�
��
� � �� � �; б) sin�� � ��� � cos�� � ��� ; 

в) cos� ���� �
�
�� � �	sin ��� � �

�� � � � �. 

Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие 

промежутку:
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 

ctg x = a? 

7. При решении уравнения tg x = 1 можно ли в качестве основного угла взять 
��
� ? 
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 

ctg x = a? 

7. При решении уравнения tg x = 1 можно ли в качестве основного угла взять 
��
� ? 

 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригоно-

метрические функции:
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 

ctg x = a? 

7. При решении уравнения tg x = 1 можно ли в качестве основного угла взять 
��
� ? 
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 

ctg x = a? 

7. При решении уравнения tg x = 1 можно ли в качестве основного угла взять 
��
� ? 
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Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла:
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 

ctg x = a? 

7. При решении уравнения tg x = 1 можно ли в качестве основного угла взять 
��
� ? 
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 

ctg x = a? 

7. При решении уравнения tg x = 1 можно ли в качестве основного угла взять 
��
� ? 

 

Задание 6. Решите уравнение вида 
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 

ctg x = a? 

7. При решении уравнения tg x = 1 можно ли в качестве основного угла взять 
��
� ? 

 

, 

сделав замену: 
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Задание 3. Решите уравнения и найдите корни, принадлежащие промежутку: 

а) c�� �2� � �
�� � �, � � �π;	��� �; б) sin ��� �

�
�� � 0, � � �0; π�. 

Задание 4. Решите уравнения, содержащие обратные тригонометрические 

функции: 

а) arcc�s	� � arcsin	� � �
�; б) 2	arcsin�	� � �	arcsin	� � 2 � 0. 

Задание 5. Решите уравнения методом вспомогательного угла: 

а) √�� sin	� �
√�
� c�s	� � �; б) 2	sin	� � �	c�s	� � �. 

Задание 6. Решите уравнение вида ��sin	� � c�s	�; 	sin	� � c�s	��, сделав замену: 

sin	� � c�s	� � �	sin	� � �	c�s	� � � � 0; 

Задание 7. Решите уравнение, оценив левую и правую части: 

sin	� � sin	�� � �2. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются обратными тригонометрическими функциями? 

Дайте определения. 

2. Какие свойства для арксинуса (арккосинуса, арктангенса, арккотангенса) вы 

знаете? 

3. При каких а определен arcsin a, arccos a, arctg a? 

4. Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус и 

арккотангенс? 

5. Областью определения синуса (косинуса) х является вся числовая прямая. 

Значит, областью значений арксинуса (арккосинуса) а должна быть вся 

числовая прямая. Почему же это не так? 

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a, cos x = a, tg x = a, 
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8.	Как, зная одно решение простейшего тригонометрического 

уравнения, найти все его решения?

9.	Назовите решения уравнений частных случаев для синуса и ко-

синуса.

10.	Как решаются однородные тригонометрические уравнения пер-

вой и второй степеней?

11.	При каком с уравнение a sin x + b cos x = c станет однородным? 

Как решить данное уравнение, если c ≠ 0?
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Тема 7. Тригонометрические неравенства

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Алгоритм решения простейших неравенств с синусом и коси-

нусом.

2.	Алгоритм решения простейших неравенств с тангенсом и котан-

генсом.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Тригонометрические неравенства

Неравенства вида 
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Напомним алгоритм решения простейших тригонометрических 

неравенств вида ��� � ⋁� или ��� � ⋁�, |a|  1, где символ ⋁ заменяет один из 

знаков неравенств: , , , . 

1. Отмечаем на линии синусов (косинусов) число a и все значения синуса 

(косинуса), которые больше (меньше) числа a. 

  

заменяет один из знаков неравенств: >, <, ≥, ≤.

1. Отмечаем на линии синусов (косинусов) число a и все значе-

ния синуса (косинуса), которые больше (меньше) числа a.

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находят-

ся точки, удовлетворяющие данному условию.

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи гранич-

ных точек выбирают разное направление (одно число положитель-

ное, другое – отрицательное). Если выделенная дуга не прошла че-

рез 0, то для записи граничных точек выбирают одно направление.

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к кон-

цам найденного промежутка число, кратное периоду синуса или 

косинуса.
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�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

Решение.

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

Рис. 7.1

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число 

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

 и все значения 

синуса, которые меньше этого числа.

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находят-

ся точки, ординаты которых меньше 

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

.

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положи-

тельном обходе от нуля получаем первую граничную точку 

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

, ко-

торая соответствует положительному числу 

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

. Делаем обход по дуге 

от нуля в отрицательном направлении до второй граничной точки 

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

, соответствующей отрицательному числу 

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

. Числа из про-

межутка 

83 
 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Если выделенная дуга прошла через 0, то для записи граничных точек 

выбирают разное направление (одно число положительное, другое – 

отрицательное). Если выделенная дуга не прошла через 0, то для записи 

граничных точек выбирают одно направление. 

4. Записываем общее решение неравенства, добавляя к концам 

найденного промежутка число, кратное периоду синуса или косинуса. 

Пример 7.1. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.1 

1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7.1) число √��  и все значения синуса, 

которые меньше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

ординаты которых меньше √�� . 

3. Выделенная дуга проходит через нуль, поэтому при положительном 

обходе от нуля получаем первую граничную точку ��
�
, которая соответствует 

положительному числу ��. Делаем обход по дуге от нуля в отрицательном 

направлении до второй граничной точки ���
�

, соответствующей отрицательному 

числу ���
� . Числа из промежутка �� ��

� ;	
�
�� являются решениями данного 

неравенства (рис. 7.1). Все решения будут иметь вид 

 являются решениями данного неравенства. Все 

решения будут иметь вид

84 
 

��5π4 � �π�;	π4 � �π�� � � � �. 

Пример 7.2. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.2 

1. Отмечаем на линии косинусов (рис. 7.2) число √��  и все значения 

косинуса, меньшие этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

абсциссы которых не больше √�� . 

3. Выделенная дуга не проходит через нуль, поэтому первая точка ��
�
, 

соответствует положительному числу ��. 

Делаем обход по дуге от точки ��
�
 в положительном направлении до 

второй точки ����
�

, соответствующей числу ���� . Числа из промежутка ��� ;	
���
� �, 

являются решениями данного неравенства (рис. 7.2). Все решения будут иметь 

вид: 

�π6 � �π�;	11π6 � �π�� � � � �. 
Неравенства вида ��	� ⋁ � или ���	� ⋁ � 

Для решения неравенств с тангенсом и котангенсом удобно использовать 

линии тангенсов и котангенсов, касающиеся тригонометрической окружности в 

точках (1; 0) и (0; 1) соответственно. 

Пример 7.2. Решите неравенство 
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��5π4 � �π�;	π4 � �π�� � � � �. 

Пример 7.2. Решить неравенство: ��� � � √�
� . 

Решение. 

 
Рис. 7.2 

1. Отмечаем на линии косинусов (рис. 7.2) число √��  и все значения 

косинуса, меньшие этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

абсциссы которых не больше √�� . 

3. Выделенная дуга не проходит через нуль, поэтому первая точка ��
�
, 

соответствует положительному числу ��. 

Делаем обход по дуге от точки ��
�
 в положительном направлении до 

второй точки ����
�

, соответствующей числу ���� . Числа из промежутка ��� ;	
���
� �, 

являются решениями данного неравенства (рис. 7.2). Все решения будут иметь 

вид: 

�π6 � �π�;	11π6 � �π�� � � � �. 
Неравенства вида ��	� ⋁ � или ���	� ⋁ � 

Для решения неравенств с тангенсом и котангенсом удобно использовать 

линии тангенсов и котангенсов, касающиеся тригонометрической окружности в 

точках (1; 0) и (0; 1) соответственно. 

 заменяет 

один из знаков неравенств: >, <, ≥, ≤.

1. Отмечаем на линии тангенсов (котангенсов) число a и все 

значения тангенса (котангенса), которые больше (меньше) числа a.

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся 

точки, удовлетворяющие данному условию.

3. Записываем ответ для соответствующего неравенства:

а) для неравенства tg x < a решение имеет вид:
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Напомним алгоритм решения простейших тригонометрических 

неравенств вида ���� ⋁ � или ����� ⋁ �, где символ ⋁ заменяет один из знаков 

неравенств: , , , . 
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3. Записываем ответ для соответствующего неравенства: 
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�π2 � π� � � � ������� � π�� � � �� 
б) для неравенства tg x > a решение имеет вид: 

������� � π� � � � π
2 � π�� � � �� 

в) для неравенства ctg x < a решение имеет вид: 

�������� � π� � � � π � π�� � � �� 
г) для неравенства ctg x > a решение имеет вид: 

π� � � � �������� � π�� � � �. 
Пример 7.3. Решить неравенство: ���� � √3. 
Решение. 

 
Рис. 7.3 

 

б) для неравенства tg x > a решение имеет вид:
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Пример 7.3. Решите неравенство 
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Напомним алгоритм решения простейших тригонометрических 

неравенств вида ���� ⋁ � или ����� ⋁ �, где символ ⋁ заменяет один из знаков 

неравенств: , , , . 

1. Отмечаем на линии тангенсов (котангенсов) число a и все значения 

тангенса (котангенса), которые больше (меньше) числа a. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Записываем ответ для соответствующего неравенства: 

а) для неравенства tg x < a решение имеет вид: 

�π2 � π� � � � ������� � π�� � � �� 
б) для неравенства tg x > a решение имеет вид: 

������� � π� � � � π
2 � π�� � � �� 

в) для неравенства ctg x < a решение имеет вид: 

�������� � π� � � � π � π�� � � �� 
г) для неравенства ctg x > a решение имеет вид: 

π� � � � �������� � π�� � � �. 
Пример 7.3. Решить неравенство: ���� � √3. 
Решение. 

 
Рис. 7.3 

 

Решение.

1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) 

число 
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1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) число √3 и все значения 

тангенса, которые больше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ��
�
, соответствующую числу 

�
�. Делаем обход по дуге от точки ��

�
 в положительном направлении до второй 

точки ��
�
, соответствующей числу ��. 

Числа из промежутка ��� ;	
�
��, являются решениями данного неравенства. 

Все решения данного неравенства будут иметь вид: ��� � ��;	�� � ��� � � � �� На 

окружности выделены два интервала. 

Пример 7.4. Решить неравенство: ctg x ≤ −1. 

Решение. 

1. Отмечаем на линии котангенсов (рис. 7.4) число −1 и все значения 

котангенса, меньшие этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ���
�

, соответствующую числу 

��
� . Делаем обход по дуге от точки ���

�
 в положительном направлении до второй 

точки Pπ, соответствующей числу . 

Числа из промежутка ���� ; �� являются решениями данного неравенства. 

Остальные решения получают добавлением слагаемого ��� � � � к концам 

полученного промежутка. 

 и все значения тангенса, которые 

больше этого числа.

2. Выделяем на числовой окружности дугу, 

на которой находятся точки, удовлетворяю-

щие данному условию.

3. Выделенная дуга имеет граничную точ-

ку 
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1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) число √3 и все значения 

тангенса, которые больше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ��
�
, соответствующую числу 

�
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 в положительном направлении до второй 

точки ��
�
, соответствующей числу ��. 

Числа из промежутка ��� ;	
�
��, являются решениями данного неравенства. 

Все решения данного неравенства будут иметь вид: ��� � ��;	�� � ��� � � � �� На 

окружности выделены два интервала. 

Пример 7.4. Решить неравенство: ctg x ≤ −1. 

Решение. 

1. Отмечаем на линии котангенсов (рис. 7.4) число −1 и все значения 
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удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ���
�

, соответствующую числу 

��
� . Делаем обход по дуге от точки ���

�
 в положительном направлении до второй 

точки Pπ, соответствующей числу . 

Числа из промежутка ���� ; �� являются решениями данного неравенства. 

Остальные решения получают добавлением слагаемого ��� � � � к концам 

полученного промежутка. 

, соответствующую числу 
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1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) число √3 и все значения 

тангенса, которые больше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ��
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, соответствующую числу 
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котангенса, меньшие этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ���
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� . Делаем обход по дуге от точки ���
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 в положительном направлении до второй 

точки Pπ, соответствующей числу . 

Числа из промежутка ���� ; �� являются решениями данного неравенства. 

Остальные решения получают добавлением слагаемого ��� � � � к концам 

полученного промежутка. 

. Делаем обход 

по дуге от точки 
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1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) число √3 и все значения 

тангенса, которые больше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ��
�
, соответствующую числу 

�
�. Делаем обход по дуге от точки ��

�
 в положительном направлении до второй 

точки ��
�
, соответствующей числу ��. 

Числа из промежутка ��� ;	
�
��, являются решениями данного неравенства. 

Все решения данного неравенства будут иметь вид: ��� � ��;	�� � ��� � � � �� На 

окружности выделены два интервала. 

Пример 7.4. Решить неравенство: ctg x ≤ −1. 

Решение. 

1. Отмечаем на линии котангенсов (рис. 7.4) число −1 и все значения 

котангенса, меньшие этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ���
�

, соответствующую числу 

��
� . Делаем обход по дуге от точки ���

�
 в положительном направлении до второй 

точки Pπ, соответствующей числу . 

Числа из промежутка ���� ; �� являются решениями данного неравенства. 

Остальные решения получают добавлением слагаемого ��� � � � к концам 

полученного промежутка. 
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1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) число √3 и все значения 

тангенса, которые больше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ��
�
, соответствующую числу 

�
�. Делаем обход по дуге от точки ��

�
 в положительном направлении до второй 

точки ��
�
, соответствующей числу ��. 

Числа из промежутка ��� ;	
�
��, являются решениями данного неравенства. 

Все решения данного неравенства будут иметь вид: ��� � ��;	�� � ��� � � � �� На 

окружности выделены два интервала. 

Пример 7.4. Решить неравенство: ctg x ≤ −1. 

Решение. 

1. Отмечаем на линии котангенсов (рис. 7.4) число −1 и все значения 

котангенса, меньшие этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ���
�

, соответствующую числу 

��
� . Делаем обход по дуге от точки ���

�
 в положительном направлении до второй 

точки Pπ, соответствующей числу . 

Числа из промежутка ���� ; �� являются решениями данного неравенства. 

Остальные решения получают добавлением слагаемого ��� � � � к концам 

полученного промежутка. 

, соответствующей числу 
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1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) число √3 и все значения 

тангенса, которые больше этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ��
�
, соответствующую числу 

�
�. Делаем обход по дуге от точки ��

�
 в положительном направлении до второй 

точки ��
�
, соответствующей числу ��. 

Числа из промежутка ��� ;	
�
��, являются решениями данного неравенства. 

Все решения данного неравенства будут иметь вид: ��� � ��;	�� � ��� � � � �� На 

окружности выделены два интервала. 

Пример 7.4. Решить неравенство: ctg x ≤ −1. 

Решение. 

1. Отмечаем на линии котангенсов (рис. 7.4) число −1 и все значения 

котангенса, меньшие этого числа. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Выделенная дуга имеет граничную точку ���
�

, соответствующую числу 

��
� . Делаем обход по дуге от точки ���

�
 в положительном направлении до второй 

точки Pπ, соответствующей числу . 

Числа из промежутка ���� ; �� являются решениями данного неравенства. 

Остальные решения получают добавлением слагаемого ��� � � � к концам 

полученного промежутка. 

.

Числа из промежутка 
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1. Отмечаем на линии тангенсов (рис. 7.3) число √3 и все значения 

тангенса, которые больше этого числа. 
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3. Выделенная дуга имеет граничную точку ��
�
, соответствующую числу 

�
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�
 в положительном направлении до второй 
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 в положительном 

направлении до второй точки Pπ, соответствующей числу π.

Рис. 7.3
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Напомним алгоритм решения простейших тригонометрических 

неравенств вида ���� ⋁ � или ����� ⋁ �, где символ ⋁ заменяет один из знаков 

неравенств: , , , . 

1. Отмечаем на линии тангенсов (котангенсов) число a и все значения 

тангенса (котангенса), которые больше (меньше) числа a. 

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на которой находятся точки, 

удовлетворяющие данному условию. 

3. Записываем ответ для соответствующего неравенства: 

а) для неравенства tg x < a решение имеет вид: 

�π2 � π� � � � ������� � π�� � � �� 
б) для неравенства tg x > a решение имеет вид: 

������� � π� � � � π
2 � π�� � � �� 

в) для неравенства ctg x < a решение имеет вид: 

�������� � π� � � � π � π�� � � �� 
г) для неравенства ctg x > a решение имеет вид: 

π� � � � �������� � π�� � � �. 
Пример 7.3. Решить неравенство: ���� � √3. 
Решение. 

 
Рис. 7.3 
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 являются решениями данного не-

равенства. Остальные решения получают добавлением слагаемого 

pn, n ∈ Z к концам полученного промежутка.
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Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 
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Методические указания по выполнению  
самостоятельной работы студентов

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует  

изучить представленный выше теоретический материал, разобрать 

и записать решения типовых заданий по теме, изучить рекоменду-

емую литературу.

В случае возникновения затруднений при изучении теорети-

ческого материала и выполнении практических заданий студент  

может получить консультацию у преподавателя.

Задание 1. Решите неравенства:
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Контрольные вопросы

1.	В какую сторону идет движение по тригонометрическому кругу: 

против часовой стрелки или по часовой?

2.	Какие точки соответствуют строгому неравенству, а какие – не-

строгому?

3.	При решении нестрого неравенства в ответе записаны квадрат-

ные скобки, верно ли это?
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4.	Где находится ось синусов (косинусов, тангенсов и котангенсов)?

5.	При решении неравенства sin x < 
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Тема 8. Показательная функция. Логарифм. 
Логарифмическая функция. Область определения

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1. Показательная функция, ее свойства.

2. Определение логарифма.

3. Свойства логарифмов.

4. Логарифмическая функция и ее свойства.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Понятие показательной функции

Определение. Функция, заданная формулой y = ax, a > 0, a ≠ 1, 

называется показательной функцией с основанием a.

Такое название она получила потому, что независимая пере-

менная х стоит в показателе. Основание а – заданное число. Для 

положительного основания значение степени ax можно найти для 

любого значения показателя х – и целого, и рационального, и ирра-

ционального, то есть для любого действительного значения.

Основные свойства показательной функции

1. Область определения: множество R действительных чисел.

2. Область значений: множество R+ всех положительных дей-

ствительных чисел.

3. Монотонность: при a > 1 функция монотонно возрастает на 

всей числовой прямой; при 0 < a < 1 функция монотонно убывает 

на множестве R.

4. Нули функции: так как основание a > 0, то ни при каких зна-

чениях переменной х функция не обращается в 0.
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5. При любом значении а значение функции y (0) = а0 = 1.

6. Ограниченность: не ограничена сверху, ограничена снизу.

7. Промежутки знакопостоянства: функция принимает поло-

жительные значения при любых значениях переменной х.

8. График функции (рис. 8.1).
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Рис. 8.1. Графики функций y = ax 

 

9. Асимптоты. Независимо от значения основания а график функции 

имеет горизонтальную асимптоту y = 0: для 0 < a < 1 при х, стремящемся к 

плюс бесконечности, для a > 1 при х, стремящемся к минус бесконечности. 

Определение. Функция вида y = ex (exp x) называется экспонентой, где e ≈ 

2,71. 

Пример 8.1. Постройте график функции y = −3х + 1 и опишите ее 

основные свойства. 

Решение. 

1. Область определения функции – любое действительное число. 

2. Найдем множество значений функции: так как 3х > 0, то −3х < 0, значит, 

−3х + 1 < 1, то есть множество значений функции y = −3х + 1 представляет 

собой промежуток (−∞; 1). 

3. Так как функция y = 3х монотонно возрастает, то функция y = −3х 

монотонно убывает. Тогда функция y = −3х + 1 также монотонно убывает. 

4. Эта функция имеет нули функции: −3х + 1 = 0, 3х = 1, х = 0. 

5. Для этой функции (рис. 8.2) горизонтальной асимптотой будет прямая y 

= 1. 

Рис. 8.1. Графики функций y = ax

9. Асимптоты. Независимо от значения основания а график 
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стремящемся к плюс бесконечности, для a > 1 при х, стремящемся  
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Пример 8.1. Постройте график функции y = −3х + 1 и опишите 

ее основные свойства.

Решение.

1. Область определения функции – любое действительное 

число.

2. Найдем множество значений функции: так как 3х > 0, то 

−3х < 0, значит, −3х + 1 < 1, то есть множество значений функции  

y = −3х + 1 представляет собой промежуток (−∞; 1).

3. Так как функция y = 3х монотонно возрастает, то функция  

y = −3х монотонно убывает. Тогда функция y = −3х + 1 также моно-
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Рис. 8.2. График функции y = −3x + 1 

 
Пример 8.2. Найдите множество значений функции y = 3x+1 − 3. 

Решение. Так как 3x+1 > 0, то 3x+1 − 3 > −3, то есть множество значений 

(−3; +∞). 

Пример 8.3. Решите графически уравнение 3x = 4 − x. 

Решение. Строим в одной системе координат графики функций y = 3x, y = 

4 − x. Графики функций (рис. 8.3) пересекаются в точке х = 1. 

Проверка: 31 = 4 − 1; 3 = 3. Ответ: х = 1. 

 
Рис. 8.3. Графики функций y = 3x, y = 4 − x 

 

Определение логарифма 

Определение. Логарифмом положительного числа b по основанию a, a > 

0, a ≠ 1, называется показатель степени, в которую надо возвести число а, 

чтобы получить число b, то есть log� � � � � �� � �. 

Рис. 8.2. График функции y = −3x + 1
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Определение логарифма

Определение. Логарифмом положительного числа b по основа-

нию a, a > 0, a ≠ 1, называется показатель степени, в которую надо 

возвести число а, чтобы получить число b, то есть log
a 
b = c → ac = b.

Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм 

называется десятичным и обозначается lg x.

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм 

называется натуральным и обозначается ln x.

Пример 8.4. Вычислите log
6
 216.

Решение: log
6
 216 = 3, так как 63 = 216.

Пример 8.5. Вычислите 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4������ ��. 

Решение: 	4������ �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4������� ��. 

Решение: 	4������� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4������� ��. 
Решение: 	4������� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

.

Решение:
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.

Рассмотрим основные свойства логарифмов.

1. Основное логарифмическое тождество:
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� � �� � � �. 
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Пример 8.6. Вычислите 
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���� ��
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.

Решение: 
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���� ��
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Решение: 	4��	�	���� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4��	�	���� ��. 
Решение: 	4��	�	���� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

.

Решение: 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4��	���� ��. 

Решение: 	4��	���� �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4��	�	���� ��. 

Решение: 	4��	�	���� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4��	�	���� ��. 
Решение: 	4��	�	���� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

.

Пример 8.8. Вычислите 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4��	���� ��. 

Решение: 	4��	���� �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4��	�	���� ��. 

Решение: 	4��	�	���� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4��	�	���� ��. 
Решение: 	4��	�	���� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

.

Решение: 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4��	���� ��. 

Решение: 	4��	���� �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4��	�	���� ��. 

Решение: 	4��	�	���� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4��	�	���� ��. 
Решение: 	4��	�	���� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

Пример 8.9. Вычислите 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4��	���� ��. 

Решение: 	4��	���� �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4��	�	���� ��. 

Решение: 	4��	�	���� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4��	�	���� ��. 
Решение: 	4��	�	���� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

.

Решение: 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4��	���� ��. 

Решение: 	4��	���� �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4��	�	���� ��. 

Решение: 	4��	�	���� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4��	�	���� ��. 
Решение: 	4��	�	���� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

.
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2. Логарифм произведения: log
a 
(b, c) = log

a 
b + log

a 
c, a > 0, a ≠ 1,  

b > 0, c > 0.

Пример 8.10. Вычислите 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4������ ��. 

Решение: 	4������ �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4������� ��. 

Решение: 	4������� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4������� ��. 
Решение: 	4������� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

.

Решение: 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4������ ��. 

Решение: 	4������ �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4������� ��. 

Решение: 	4������� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4������� ��. 
Решение: 	4������� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 

Пример 8.11. Вычислите 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4������ ��. 

Решение: 	4������ �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4������� ��. 

Решение: 	4������� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4������� ��. 
Решение: 	4������� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 
Решение: 
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Если в основании логарифма стоит число 10, то логарифм называется 

десятичным и обозначается lg x. 

Если же в основании логарифма стоит число e, то логарифм называется 

натуральным и обозначается ln x. 

Пример 8.4. Вычислите log6 216. 

Решение: log6 216 = 3, так как, 63 = 216. 

Пример 8.5. Вычислите log� ��. 
Решение: log� �� � �3, так как 2�� � �

�� �
�
�. 

Рассмотрим основные свойства логарифмов. 

1. Основное логарифмическое тождество: 

����� � � �� � � �� � � 1� � � �. 
Пример 8.6. Вычислите �

���� ��
� . 

Решение: �
���� ��
� � ��

� � �. 
Пример 8.7. Вычислите	4������ ��. 

Решение: 	4������ �� � �	4���� ����� � 1��� � ���1	. 
Пример 8.8. Вычислите	4������� ��. 

Решение: 	4������� �� � 4�� ∙ 4���� �� � �
�� ∙ 1� �

��
�� �

�
�. 

Пример 8.9. Вычислите	4������� ��. 
Решение: 	4������� �� � ���

����� �� �
�
�� � 1� �

�
���. 

2. Логарифм произведения: log����� � log� � � log� �, � � �� � � 1, 

� � �� � � �. 
Пример 8.10. Вычислите	log� 16 � log� 32. 
Решение: log� 16 � log� 32 � log��16 ∙ 32� � log� �12 � �. 
Пример 8.11. Вычислите	log� 6 � log� ��. 
Решение: log� 6 � log� �� � log� �6 ∙ ��� � log� � � 2. 
3. Логарифм частного: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

, a > 0, a ≠ 1,  

b > 0, c > 0.

Пример 8.12. Вычислите 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Решение: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

Пример 8.13. Вычислите 

93 
 

3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Решение: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

4. Логарифм степени: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

, b > 0.

Пример 8.14. Вычислите 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Решение: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

Пример 8.15. Вычислите 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Решение: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

5. 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

Пример 8.16. Вычислите 

93 
 

3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Решение: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

Пример 8.17. Вычислите 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Решение: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 
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6. Формула перехода к другому основанию:

93 
 

3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

где a > 0, a ≠ 1, b > 0, c > 0, c ≠ 1.

Пример 8.18. Вычислите 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

Решение: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

7. Взаимообратный логарифм: 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

 или 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Пример 8.19. Вычислите 
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3. Логарифм частного: 	log� ���� � log� � � log� �, � � �, � � 1, � �
�, � � �. 

Пример 8.12. Вычислите	log� �5 � log� 3. 
Решение: log� �5 � log� 3 � 	 log� ��� � log� 25 � 2. 
Пример 8.13. Вычислите log� 1� � log� 15 � log� 12. 
Решение: log� 1� � log� 15 � log� 12 � log� ����� ∙ 12� � log� � � 1. 
4. Логарифм степени: log� �� � � ∙ log�|�| , � � �, � � 1, � � �. 
Пример 8.14. Вычислите log� √3. 

Решение: log� √3 � log� 3
�
� � �

� log� 3 �
�
� ∙ 1 � �,5. 

Пример 8.15. Вычислите ���� ������ � . 

Решение: ���� ������ � � ���� ��
���� � �

�∙���� �
���� � � 2. 

5. log�� � � �
� log� � , 	� � �, � � 1, � � �. 

Пример 8.16. Вычислите log √��� 13. 

Решение: log √��� 13 � log���� 13 � 3 ∙ log�� 13 � 3. 
Пример 8.17. Вычислите log�� 243. 

Решение: log�� 243 � log�� 3� � �
� ∙ log� 3 �

�
�. 

6. Формула перехода к другому основанию: 

log� � � log� �
log� �, 

где � � �, � � 1, � � �, � � �, � � 1. 
Пример 8.18. Вычислите ���� ������ � . 
Решение: ���� ������ � � 	 log� 25 � 2. 

7. Взаимообратный логарифм: log� � � �
���� � или log� � ∙ log� � � 1. 

Пример 8.19. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 

Решение: 

.

Решение:
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log� 9 ∙ log� 25 � log� 3� ∙ log� 5� � 2 ∙ log� 5 ∙ 2 ∙ log� 3 � 4 ∙ log� 5 ∙ log� 3 � 4. 

8. log� � ∙	log� � � log� � ∙	log� �. 

Пример 8.20. Вычислите log� 9 ∙ log� 25. 
Решение: log� 9 ∙ log� 25 � 	 log� 9 ∙ log� 25 � 2 ∙ 2 � 4. 

9. ����� � � ����� �. 

Пример 8.21. Вычислите 8���� �. 

Решение: 8���� � � 3���� � � 3� � 27. 

Пример 8.22. Вычислите 
log�42∙ log� 42

log� 7 � log� 6 � 2. 
Решение: 

log�42∙ log� 42
log� 7 � log� 6 � 2 �
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� log��∙��∙����2 ∙ 11 ∙ 13� � 1. 
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Решение: 
1

log� 231 �
1

log� 231 �
1

log�� 231 � log��� 3 � log��� 7 � log��� 11 � 

�� log����21 ∙ 11� � log��� 231 � 1 � log� 3 ∙ log�� 7 ∙ log� 11 �
log�� 3 ∙ log� 7 ∙ log� 11 � log�� 3 ∙ log� 11 �1 � значения выражений равны. 

 

Понятие логарифмической функции 

Определение. Функцию вида y = loga x, a > 0, a ≠ 1 называют 

логарифмической функцией с основанием а. 

Основные свойства логарифмической функции 

1. Область определения – множество R+ всех положительных чисел. Это 

следует из определения логарифма (так как существует только логарифм 

положительного числа!). 

2. Множество значений логарифмической функции – множество R всех 

действительных чисел. 

3. Монотонность: возрастающая, если a > 1, и убывающая, если 0 < a < 1. 

4. Нули функции: х = 1. 

5. Асимптоты: вертикальная асимптота х = 0. 

6. Ограниченность: неограниченная функция (следует из свойства № 2). 

7. Промежутки знакопостоянства: если a > 1, то функция принимает 

положительные значения при х > 1, отрицательные – при 0 < x < 1. Если 0 < a < 

1, функция принимает положительные значения при 0 < х < 1, отрицательные – 

при x > 1. 

8. График функции: из рассмотренных свойств логарифмической 

функции следует, что ее график располагается правее оси ОY, обязательно 

проходит через точку (1; 0) и имеет вид как на рис. 8.4. 
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 значения выра-

жений равны.

Понятие логарифмической функции

Определение. Функцию вида y = log
a
 x, a > 0, a ≠ 1 называют лога-

рифмической функцией с основанием а.

Основные свойства логарифмической функции

1. Область определения – множество R+ всех положительных 

чисел. Это следует из определения логарифма (так как существует 

только логарифм положительного числа!).

2. Множество значений логарифмической функции – множе-

ство R всех действительных чисел.

3. Монотонность: возрастающая, если a > 1, и убывающая, если 
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4. Нули функции: х = 1.

5. Асимптоты: вертикальная асимптота х = 0.
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6. Ограниченность: неограниченная функция (следует из свой-

ства № 2).

7. Промежутки знакопостоянства: если a > 1, то функция при-

нимает положительные значения при х > 1, отрицательные – при  

0 < x < 1. Если 0 < a < 1, функция принимает положительные значе-

ния при 0 < х < 1, отрицательные – при x > 1.

8. График функции: из рассмотренных свойств логарифмиче-

ской функции следует, что ее график располагается правее оси ОY, 

обязательно проходит через точку (1; 0) и имеет вид как на рис. 8.4.
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Рис. 8.4. Графики функций y = loga x 

 

В табл. 5 приведены основные свойства показательной и 

логарифмической функций. 

Пример 8.25. Найдите область определения функции � � �������� � �� 
Решение: 

D(y): 3x > 0; x > 0. 

Ответ: D(y) = (0; +∞). 

Пример 8.26. Найдите область определения функции: � � ��������� � ��. 
Решение: 

��� � �� � ����� � ���� � �� � ����� � ��
� � � . 

Ответ: D(y) = ������� ∪ ������. 
Таблица 5 

Свойства показательной и логарифмической функций 
 y = ax y = loga x 

D(y) (−∞; +∞) (0; +∞) 

E(y) (0; +∞) (−∞; +∞) 

Нули функции OX x = 0, y = 1 – 

OY – x = 1, y = 0 

Монотонность 
Возрастает при a > 1 Возрастает при a > 1 

Убывает при 0 < a < 1 Убывает при 0 < a < 1 

Промежутки 

знакопостоянства 

a > 1 

y > 0 

y > 0 при х > 1, 

y < 0 при 0 < x < 1 

0 < a < 1 y > 0 при 0 < х < 1, 

y < 0 при x > 1 

 

Рис. 8.4. Графики функций y = log
a
 x

В табл. 5 приведены основные свойства показательной и лога-

рифмической функций.

Пример 8.25. Найдите область определения функции 

y = log
2 
(3x) + 1.

Решение:

D(y): 3x > 0; x > 0.

Ответ: D(y) = (0; +∞).

Пример 8.26. Найдите область определения функции

y = log
0,5 

(x2 - 4).

Решение:
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Таблица 5

Свойства показательной и логарифмической функций

y = ax y = log
a
 x

D(y) (−∞; +∞) (0; +∞)

E(y) (0; +∞) (−∞; +∞)

Нули функции OX x = 0, y = 1 –

OY – x = 1, y = 0

Монотонность

Возрастает 
при a > 1

Возрастает 
при a > 1

Убывает 
при 0 < a < 1

Убывает 
при 0 < a < 1

Промежут-
ки знако-
постоян-

ства

a > 1

y > 0

y > 0 при х > 1,
y < 0 при 0 < x < 1

0 < a < 1
y > 0 при 0 < х < 1,

y < 0 при x > 1
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Рис. 8.5. Графики функций y = log2 x и y = 3 − x 

Пример 8.27. Решите графически уравнение log2 x = 3 − x. 

Решение. 

Построим в одной системе координат две функции: y = log2 x и y = 3 − x. 

Найдем точки их пересечения (рис. 8.5). 

Проверка: log2 2 = 3 − 2; 1 = 1. 

Ответ: x = 2. 

Пример 8.28. Сравните числа log� �� и −3. 

Решение. 

Представим число −3 в виде логарифма по основанию 2: 

�� � �� � log� 2 � log��2��� � log� ��. Получаем, что �� � log� � – 

возрастающая функция, значит: log� �� � log� ��, тогда log� �� � ��. 

Ответ: log� �� � ��� 
 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 
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2
 x и y = 3 − x

Пример 8.27. Решите графически уравнение log
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 x = 3 − x.
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Для выполнения заданий самостоятельной работы следует  

изучить представленный выше теоретический материал, разобрать 

и записать решения типовых заданий по теме, изучить рекоменду-

емую литературу.

В случае возникновения затруднений при изучении теоретиче-

ского материала и выполнении практических заданий студент мо-

жет получить консультацию у преподавателя.

Блок 1

Задание 1. Вычислите:
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���� � �����
�
��

��
; 

б) �2√2 � √3�� � �2√2 � √3��; 
в) ��√11� �� � 1� � ��√121� �� � �√11� �� � 1� ; 

г) ��1� � 6√10��. 

Задание 2. Постройте графики функций: 

а) � � ��; б) � � ����|�|; в) � � �
4�� � � 0

�o�	�� 0 � � � �
� � � � 1� � � �

; г) � � log�|�|. 

Задание 3. Найдите область значений показательных функций: 

а) � � 3 � 2�;	б) � � 0�5���; в) � � 5� � �; г)	� � 6 � ����
�
. 

Задание 4. Найдите область определения функций: 

а) � � �
���� ;	б) � � log� �

������
��� ; 

в) � � l� ��������� � 1�; г) � � log��|� � 4| � 5�. 
 

Блок 2 

Задание 1. Известно, что: lg 2 = a, lg 3 = b. Вычислите: 

а) log4 12; б) log6 18; в) log0,5 3; г) log�
�
	24. 

Задание 2. Дано: 

а) log14 28 = a. Найдите log49 16; б) log6 30 = a. Найдите log6 5. 

Задание 3. Вычислите: 

а) √36����� � 5������ ; б) 	����������������; в) ���������������√��
���������������√����������; 

Задание 2. Постройте графики функций:
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Блок 2 
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�. 

 

Контрольные вопросы 
1. Дайте определение показательной функции. Приведите пример. 

2. Каковы область определения и множество значений показательной функции? 

3. Через какую точку проходят все графики показательной функции вида y = ax? 

4. Может ли график показательной функции пересекать ось ОX? Приведите 

пример, если это возможно. 

5. Какая функция называется экспонентой? Чему равно основание этой 

функции? 

6. Что такое логарифм, десятичный логарифм, натуральный логарифм? 

7. Каковы область определения и множество значений логарифмической 
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10. Перечислите свойства логарифмов. 

11. Какой формулой связаны между собой логарифмы по разным основаниям? 

12. Как связаны между собой графики показательной и логарифмической 

функций? 

13. Какие общие свойства есть у показательной и логарифмической функций? В 

чем их отличия? 

Рекомендуемая литература 
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Рекомендуемая литература 

Задание 4. Решите графически уравнения:

99 
 

г) �� log� ��o�
�
� � ��� �

��
� � log� ��o� �� � ��� �

��
��

; 

д) log�8 ∙ log��� � 3������; е) ������������ �
�����
�������. 

Задание 4. Решите графически уравнение: 

а) lg � � �
���; б) 3�� � �

�. 

 

Контрольные вопросы 
1. Дайте определение показательной функции. Приведите пример. 

2. Каковы область определения и множество значений показательной функции? 

3. Через какую точку проходят все графики показательной функции вида y = ax? 

4. Может ли график показательной функции пересекать ось ОX? Приведите 

пример, если это возможно. 

5. Какая функция называется экспонентой? Чему равно основание этой 

функции? 

6. Что такое логарифм, десятичный логарифм, натуральный логарифм? 

7. Каковы область определения и множество значений логарифмической 

функции? 

8. Может ли логарифм равняться отрицательному числу? Если это возможно, 

приведите пример. 

9. В чем состоит основное логарифмическое тождество? 

10. Перечислите свойства логарифмов. 

11. Какой формулой связаны между собой логарифмы по разным основаниям? 

12. Как связаны между собой графики показательной и логарифмической 

функций? 

13. Какие общие свойства есть у показательной и логарифмической функций? В 

чем их отличия? 

Рекомендуемая литература 

    

99 
 

г) �� log� ��o�
�
� � ��� �

��
� � log� ��o� �� � ��� �

��
��

; 

д) log�8 ∙ log��� � 3������; е) ������������ �
�����
�������. 

Задание 4. Решите графически уравнение: 

а) lg � � �
���; б) 3�� � �

�. 

 

Контрольные вопросы 
1. Дайте определение показательной функции. Приведите пример. 

2. Каковы область определения и множество значений показательной функции? 

3. Через какую точку проходят все графики показательной функции вида y = ax? 

4. Может ли график показательной функции пересекать ось ОX? Приведите 

пример, если это возможно. 

5. Какая функция называется экспонентой? Чему равно основание этой 

функции? 

6. Что такое логарифм, десятичный логарифм, натуральный логарифм? 

7. Каковы область определения и множество значений логарифмической 

функции? 

8. Может ли логарифм равняться отрицательному числу? Если это возможно, 

приведите пример. 

9. В чем состоит основное логарифмическое тождество? 

10. Перечислите свойства логарифмов. 

11. Какой формулой связаны между собой логарифмы по разным основаниям? 

12. Как связаны между собой графики показательной и логарифмической 

функций? 

13. Какие общие свойства есть у показательной и логарифмической функций? В 

чем их отличия? 

Рекомендуемая литература 

Контрольные вопросы

1.	Дайте определение показательной функции. Приведите пример.

2.	Каковы область определения и множество значений показатель-

ной функции?

3.	Через какую точку проходят все графики показательной функ-

ции вида y = ax?

4.	Может ли график показательной функции пересекать ось ОX? 

Приведите пример, если это возможно.

5.	Какая функция называется экспонентой? Чему равно основание 

этой функции?

6.	Что такое логарифм, десятичный логарифм, натуральный лога-

рифм?

7.	Каковы область определения и множество значений логарифми-

ческой функции?
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8.	Может ли логарифм равняться отрицательному числу? Если это 

возможно, приведите пример.

9.	В чем состоит основное логарифмическое тождество?

10.	Перечислите свойства логарифмов.

11.	Какой формулой связаны между собой логарифмы по разным 

основаниям?

12.	Как связаны между собой графики показательной и логарифми-

ческой функций?

13.	Какие общие свойства есть у показательной и логарифмической 

функций? В чем их отличия?

Рекомендуемая литература

1.	Башмаков, М. И. Показательная функция // Алгебра и начала 

анализа : учебник для 10–11 классов средней школы / М. И. Баш-

маков. – 2-е изд. – Москва, 1992. – С. 191.

2.	Башмаков, М. И. Показательные и логарифмические уравнения 

и неравенства // Алгебра и начала анализа : учебник для 10–11 

классов средней школы / М. И. Башмаков. – 2-е изд. – Москва, 

1992. – С. 200.

3.	Кытманов, А. М. Логарифмические и показательные выраже- 

ния / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец // Ма-

тематика : адаптационный курс : учеб. пособие / А. М. Кытма-

нов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец. – Санкт-Петербург [и др.],  

2022. – Глава 9. – С. 152–155. – URL: e.lanbook.com/book/211088 

(дата обращения: 10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – 

ISBN 978-5-8114-1472-7.

4.	Преобразование показательных и логарифмических выражений /  

В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц // 

Решение задач по математике : адаптивный курс для студентов 

технических вузов : учеб. пособие / В. В. Гарбарук, В. И. Родин,  

И. М. Соловьева, М. А. Шварц. – Санкт-Петербург [и др.],  

2017. – С. 229–235. – URL: e.lanbook.com/book/99281 (дата обра-

щения: 10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-

5-8114-2618-8.
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5.	Самостоятельная работа по математике : учеб.-метод. пособие /  

Ульяновский государственный педагогический университет  

им. И. Н. Ульянова, Чебоксарский электромеханический кол- 

ледж ; авт.-сост.: М. А. Ситникова, И. В. Кориненко ; отв. ред.  

Н. И. Мерлина. – Чебоксары : [б. и.], 2015. – 173, [1] с.

Тема 9. Показательные уравнения и неравенства

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Определение показательного уравнения. Определение показа-

тельного неравенства.

2.	Простейшие показательные уравнения и неравенства.

3.	Показательные уравнения и неравенства, приводящиеся к ли-

нейным.

4.	Показательные уравнения и неравенства, приводящиеся к ква-

дратным.

5.	Однородные показательные уравнения и неравенства.

6.	Метод рационализации при решении показательных неравенств.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Показательные уравнения

Показательным называется уравнение, в котором переменная 

входит в показатели степеней при заданном основании.

1. Простейшие показательные уравнения – это уравнения вида:
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2. Простейшие показательные уравнения и неравенства. 

3. Показательные уравнения и неравенства, приводящиеся к линейным. 

4. Показательные уравнения и неравенства, приводящиеся к квадратным. 

5. Однородные показательные уравнения и неравенства. 

6. Метод рационализации при решении показательных неравенств. 
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����� � �, ����� � �����, � � 0, � � 1. 
Так как множество значений показательной функции – множество 

положительных чисел, то при b ≤ 0 уравнение решений не имеет. Теперь 

рассмотрим случай b > 0. 

Пример 9.1. Решите уравнение 13� � √169� . 

Решение: 

13� � √169� ;	13� � 169��;	13� � 13��; 	� � 0,�. 
Ответ: x = 0,4. 

Пример 9.2. Решите уравнение 

0,6� ∙ 0,6� � 0,6��
0,6� . 

Решение: 

0,6� ∙ 0,6� � 0,6��
0,6� ;	0,6

��� � 0,6����; 	� � 3 � �� � �; 
� � �� � �� � 3;	�� � ��; 	� � �. 

Так как множество значений показательной функции – мно-

жество положительных чисел, то при b ≤ 0 уравнение решений  

не имеет. Теперь рассмотрим случай b > 0.
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����� � �, ����� � �����, � � 0, � � 1. 
Так как множество значений показательной функции – множество 

положительных чисел, то при b ≤ 0 уравнение решений не имеет. Теперь 

рассмотрим случай b > 0. 

Пример 9.1. Решите уравнение 13� � √169� . 

Решение: 

13� � √169� ;	13� � 169��;	13� � 13��; 	� � 0,�. 
Ответ: x = 0,4. 

Пример 9.2. Решите уравнение 

0,6� ∙ 0,6� � 0,6��
0,6� . 

Решение: 

0,6� ∙ 0,6� � 0,6��
0,6� ;	0,6

��� � 0,6����; 	� � 3 � �� � �; 
� � �� � �� � 3;	�� � ��; 	� � �. 

Ответ: x = 0,4.

Пример 9.2. Решите уравнение 
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2. Простейшие показательные уравнения и неравенства. 

3. Показательные уравнения и неравенства, приводящиеся к линейным. 

4. Показательные уравнения и неравенства, приводящиеся к квадратным. 

5. Однородные показательные уравнения и неравенства. 

6. Метод рационализации при решении показательных неравенств. 

 

Методические указания по проведению занятия 
На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 
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Показательные уравнения 

Показательным называется уравнение, в котором переменная входит в 

показатели степеней при заданном основании. 

1. Простейшие показательные уравнения – это уравнения вида: 

����� � �, ����� � �����, � � 0, � � 1. 
Так как множество значений показательной функции – множество 

положительных чисел, то при b ≤ 0 уравнение решений не имеет. Теперь 

рассмотрим случай b > 0. 

Пример 9.1. Решите уравнение 13� � √169� . 

Решение: 

13� � √169� ;	13� � 169��;	13� � 13��; 	� � 0,�. 
Ответ: x = 0,4. 

Пример 9.2. Решите уравнение 

0,6� ∙ 0,6� � 0,6��
0,6� . 

Решение: 

0,6� ∙ 0,6� � 0,6��
0,6� ;	0,6

��� � 0,6����; 	� � 3 � �� � �; 
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Решение:
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Ответ: x = 8. 

Пример 9.3. Решите уравнение 

0,5�� � 4 �
���. 

Решение: 

0,5�� � 4 �
���;	2��� � 2 �

���;	�1� � 2
� � 1 ; 

��� � 1� � 2�; 	� � �1, � � 0, 
�� � 1 � 2�;	�� � 2� � 1;	�3� � 1; 	� � �13. 

Ответ: � � � �
�. 

2. Рассмотрим показательные уравнения вида: 

� ∙ ������� � � ∙ ������� � �� � ∙ ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем). 

Пример 9.4. Решите уравнение 3���� � 3�� � 108. 

Решение: 

3���� � 3�� � 108;	3���� ∙ �1 � 3� � 108;	3���� ∙ 4 � 108; 
3���� � 27;	3���� � 3�; 	2� � 1 � 3; 	2� � 4; 	� � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 9.5. Решите уравнение 3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�. 
Решение: 

3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�;	3� ∙ �27 � 1� � 7� ∙ �7 � 5�; 

3� ∙ 28 � 7� ∙ 12;	�37�
�
� 12
28 ;	�

3
7�

�
� 3
7 ; 	� � 1. 

Ответ: x = 1. 

Пример 9.6. Решите уравнение 20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0. 
Решение: 

20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0;	�20� � �4 ∙ 5�� � �4� � �4� � 0; 
5� ∙ �4� � �4� � �4� � �4� � 0;	�4� � �4� ∙ �5� � 1� � 0; 

Решение:
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Ответ: x = 8. 
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�
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избежать дробных коэффициентов, выносят степень с наимень-

шим показателем).
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Ответ: x = 8. 

Пример 9.3. Решите уравнение 

0,5�� � 4 �
���. 

Решение: 

0,5�� � 4 �
���;	2��� � 2 �

���;	�1� � 2
� � 1 ; 

��� � 1� � 2�; 	� � �1, � � 0, 
�� � 1 � 2�;	�� � 2� � 1;	�3� � 1; 	� � �13. 

Ответ: � � � �
�. 

2. Рассмотрим показательные уравнения вида: 

� ∙ ������� � � ∙ ������� � �� � ∙ ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем). 

Пример 9.4. Решите уравнение 3���� � 3�� � 108. 

Решение: 

3���� � 3�� � 108;	3���� ∙ �1 � 3� � 108;	3���� ∙ 4 � 108; 
3���� � 27;	3���� � 3�; 	2� � 1 � 3; 	2� � 4; 	� � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 9.5. Решите уравнение 3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�. 
Решение: 

3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�;	3� ∙ �27 � 1� � 7� ∙ �7 � 5�; 

3� ∙ 28 � 7� ∙ 12;	�37�
�
� 12
28 ;	�

3
7�

�
� 3
7 ; 	� � 1. 

Ответ: x = 1. 

Пример 9.6. Решите уравнение 20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0. 
Решение: 

20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0;	�20� � �4 ∙ 5�� � �4� � �4� � 0; 
5� ∙ �4� � �4� � �4� � �4� � 0;	�4� � �4� ∙ �5� � 1� � 0; 

.

Решение:

102 
 

Ответ: x = 8. 

Пример 9.3. Решите уравнение 

0,5�� � 4 �
���. 

Решение: 

0,5�� � 4 �
���;	2��� � 2 �

���;	�1� � 2
� � 1 ; 

��� � 1� � 2�; 	� � �1, � � 0, 
�� � 1 � 2�;	�� � 2� � 1;	�3� � 1; 	� � �13. 

Ответ: � � � �
�. 

2. Рассмотрим показательные уравнения вида: 

� ∙ ������� � � ∙ ������� � �� � ∙ ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем). 

Пример 9.4. Решите уравнение 3���� � 3�� � 108. 

Решение: 

3���� � 3�� � 108;	3���� ∙ �1 � 3� � 108;	3���� ∙ 4 � 108; 
3���� � 27;	3���� � 3�; 	2� � 1 � 3; 	2� � 4; 	� � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 9.5. Решите уравнение 3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�. 
Решение: 

3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�;	3� ∙ �27 � 1� � 7� ∙ �7 � 5�; 

3� ∙ 28 � 7� ∙ 12;	�37�
�
� 12
28 ;	�

3
7�

�
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Пример 9.5. Решите уравнение 3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�. 
Решение: 

3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�;	3� ∙ �27 � 1� � 7� ∙ �7 � 5�; 

3� ∙ 28 � 7� ∙ 12;	�37�
�
� 12
28 ;	�

3
7�

�
� 3
7 ; 	� � 1. 

Ответ: x = 1. 

Пример 9.6. Решите уравнение 20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0. 
Решение: 

20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0;	�20� � �4 ∙ 5�� � �4� � �4� � 0; 
5� ∙ �4� � �4� � �4� � �4� � 0;	�4� � �4� ∙ �5� � 1� � 0; 

Ответ: x = 1.

Пример 9.6. Решите уравнение 
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Ответ: x = 8. 

Пример 9.3. Решите уравнение 

0,5�� � 4 �
���. 

Решение: 

0,5�� � 4 �
���;	2��� � 2 �

���;	�1� � 2
� � 1 ; 

��� � 1� � 2�; 	� � �1, � � 0, 
�� � 1 � 2�;	�� � 2� � 1;	�3� � 1; 	� � �13. 

Ответ: � � � �
�. 

2. Рассмотрим показательные уравнения вида: 

� ∙ ������� � � ∙ ������� � �� � ∙ ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем). 

Пример 9.4. Решите уравнение 3���� � 3�� � 108. 

Решение: 

3���� � 3�� � 108;	3���� ∙ �1 � 3� � 108;	3���� ∙ 4 � 108; 
3���� � 27;	3���� � 3�; 	2� � 1 � 3; 	2� � 4; 	� � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 9.5. Решите уравнение 3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�. 
Решение: 

3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�;	3� ∙ �27 � 1� � 7� ∙ �7 � 5�; 

3� ∙ 28 � 7� ∙ 12;	�37�
�
� 12
28 ;	�

3
7�

�
� 3
7 ; 	� � 1. 

Ответ: x = 1. 

Пример 9.6. Решите уравнение 20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0. 
Решение: 

20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0;	�20� � �4 ∙ 5�� � �4� � �4� � 0; 
5� ∙ �4� � �4� � �4� � �4� � 0;	�4� � �4� ∙ �5� � 1� � 0; 

.

Решение:
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Ответ: x = 8. 

Пример 9.3. Решите уравнение 

0,5�� � 4 �
���. 

Решение: 

0,5�� � 4 �
���;	2��� � 2 �

���;	�1� � 2
� � 1 ; 

��� � 1� � 2�; 	� � �1, � � 0, 
�� � 1 � 2�;	�� � 2� � 1;	�3� � 1; 	� � �13. 

Ответ: � � � �
�. 

2. Рассмотрим показательные уравнения вида: 

� ∙ ������� � � ∙ ������� � �� � ∙ ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем). 

Пример 9.4. Решите уравнение 3���� � 3�� � 108. 

Решение: 

3���� � 3�� � 108;	3���� ∙ �1 � 3� � 108;	3���� ∙ 4 � 108; 
3���� � 27;	3���� � 3�; 	2� � 1 � 3; 	2� � 4; 	� � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 9.5. Решите уравнение 3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�. 
Решение: 

3��� � 3� � 7��� � 5 ∙ 7�;	3� ∙ �27 � 1� � 7� ∙ �7 � 5�; 

3� ∙ 28 � 7� ∙ 12;	�37�
�
� 12
28 ;	�

3
7�

�
� 3
7 ; 	� � 1. 

Ответ: x = 1. 

Пример 9.6. Решите уравнение 20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0. 
Решение: 

20� � �4 ∙ 5� � 4� � �4 � 0;	�20� � �4 ∙ 5�� � �4� � �4� � 0; 
5� ∙ �4� � �4� � �4� � �4� � 0;	�4� � �4� ∙ �5� � 1� � 0; 
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��4� � 64� � �,
�5� � 1� � �; � �

4� � 64,
5� � 1; ���

4� � 4�,
5� � 5�;���

� � 3,
� � �� 

Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

Ответ: x = 0, x = 3.

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сво-

дящиеся к рациональным с помощью введения новой переменной.  

После решения уравнения с новой переменной получим простей-

шие показательные уравнения.

Пример 9.7. Решите уравнение 
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4� � 64,
5� � 1; ���

4� � 4�,
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Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

.

Решение:
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��4� � 64� � �,
�5� � 1� � �; � �

4� � 64,
5� � 1; ���

4� � 4�,
5� � 5�;���

� � 3,
� � �� 

Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

Введем новую переменную: 4x = t, t > 0.

Решим вспомогательное уравнение:
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��4� � 64� � �,
�5� � 1� � �; � �

4� � 64,
5� � 1; ���

4� � 4�,
5� � 5�;���

� � 3,
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Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

Вернемся к переменной х:
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��4� � 64� � �,
�5� � 1� � �; � �

4� � 64,
5� � 1; ���

4� � 4�,
5� � 5�;���

� � 3,
� � �� 

Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

Ответ: x = 0, x = 1.

Пример 9.8. Решите уравнение 
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Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

.

Решение:
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Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
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2 ;���� � 1,
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4� � 1,
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Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
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13� ∙ �� � � � 12 � �; 
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2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 
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Введем новую переменную: 13x = t, t > 0.

Решим вспомогательное уравнение:
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Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 
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Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 
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��4� � 64� � �,
�5� � 1� � �; � �

4� � 64,
5� � 1; ���

4� � 4�,
5� � 5�;���

� � 3,
� � �� 

Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 
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�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 
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2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

103 
 

��4� � 64� � �,
�5� � 1� � �; � �

4� � 64,
5� � 1; ���

4� � 4�,
5� � 5�;���

� � 3,
� � �� 

Ответ: x = 0, x = 3. 

3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 

��,� � �� ∓ √�
2� � 5 ∓ 3

2 ;���� � 1,
�� � 4� 

Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
4� � 4�;���

� � �,
� � 1� 

Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 
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2� � 1 ∓ 25

26 ; 
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�� � 1,
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3. Еще один вид показательных уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие показательные уравнения. 

Пример 9.7. Решите уравнение 16� � 5 ∙ 4� � 4 � �. 

Решение: 

16� � 5 ∙ 4� � 4 � �;�4�� � 5 ∙ 4� � 4 � �� 
Введем новую переменную: 4� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 5� � 4 � �; �� � �� � 4�� � 25 � 16 � �; 
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Вернемся к переменной х: 

��� � 1,
�� � 4;���

4� � 1,
4� � 4;���

4� � 4�,
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Ответ: x = 0, x = 1. 

Пример 9.8. Решите уравнение 13���� � 13� � 12 � �. 

Решение: 

13���� � 13� � 12 � �;�13� ∙ 13�� � 13� � 12 � �� 
Введем новую переменную: 13� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

13� ∙ �� � � � 12 � �; 

� � �� � 4�� � 1 � 4 ∙ 12 ∙ 13 � 1 � 624 � 625;���,� � �� ∓ √�
2� � 1 ∓ 25

26 ; 

�
�� � 1,

�� � �1213 � � � ������������������� 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0. 

Ответ: x = 0. 

Вернемся к переменной х: t = 1; 13x = 1; x = 0.

Ответ: x = 0.

Пример 9.9. Решите уравнение 
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Пример 9.9. Решите уравнение 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �� 
Решение: 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �;�9� ∙ 9��� � 8 ∙ 3� ∙ 3�� � 5 � �; 
3��
3 � 8 ∙ 3

�

3 � 5 � �;�3�� � 8 ∙ 3� � �5 � �� 
Введем новую переменную: 3� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 8 ∙ � � �5 � �; 

� � �� � 4�� � �4 � 4 ∙ � ∙ �5 � �4 � �� � 4;���,� � �� ∓ √�
2�

� 8 ∓ 2
2 ;���� � 5,

�� � 3� 
Вернемся к переменной х: 

��� � 5,
�� � 3;��

3� � 5,
3� � 3���

3� � 5,
3� � 3�;��

� � ���� 5,
� � ��  

Ответ: x = log3 5, x = 1. 

4. Однородными показательными уравнениями называется уравнение 

вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � �� 
Данные показательные уравнения решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введением новой переменной. 

Пример 9.10. Решите уравнение 4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �� 
Решение: 

4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �; �4 ∙ 3�� � �3 ∙ 2� ∙ 3� � 9 ∙ 2�� � �� 
Делим каждое слагаемое на 22x > 0. 

4 ∙ 3
��

2�� � �3 ∙ 2
� ∙ 3�
2�� � 9 ∙ 2

��

2�� � �; �4 ∙ �32�
��
� �3 ∙ �32�

�
� 9 � �� 

Введем новую переменную: ����
� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

Решение:
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Пример 9.9. Решите уравнение 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �� 
Решение: 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �;�9� ∙ 9��� � 8 ∙ 3� ∙ 3�� � 5 � �; 
3��
3 � 8 ∙ 3

�

3 � 5 � �;�3�� � 8 ∙ 3� � �5 � �� 
Введем новую переменную: 3� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 8 ∙ � � �5 � �; 

� � �� � 4�� � �4 � 4 ∙ � ∙ �5 � �4 � �� � 4;���,� � �� ∓ √�
2�

� 8 ∓ 2
2 ;���� � 5,

�� � 3� 
Вернемся к переменной х: 

��� � 5,
�� � 3;��

3� � 5,
3� � 3���

3� � 5,
3� � 3�;��

� � ���� 5,
� � ��  

Ответ: x = log3 5, x = 1. 

4. Однородными показательными уравнениями называется уравнение 

вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � �� 
Данные показательные уравнения решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введением новой переменной. 

Пример 9.10. Решите уравнение 4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �� 
Решение: 

4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �; �4 ∙ 3�� � �3 ∙ 2� ∙ 3� � 9 ∙ 2�� � �� 
Делим каждое слагаемое на 22x > 0. 

4 ∙ 3
��

2�� � �3 ∙ 2
� ∙ 3�
2�� � 9 ∙ 2

��

2�� � �; �4 ∙ �32�
��
� �3 ∙ �32�

�
� 9 � �� 

Введем новую переменную: ����
� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

Введем новую переменную: 3x = t, t > 0.

Решим вспомогательное уравнение:
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Пример 9.9. Решите уравнение 
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�
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�� � 3;��
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3� � 3���

3� � 5,
3� � 3�;��

� � ���� 5,
� � ��  

Ответ: x = log3 5, x = 1. 

4. Однородными показательными уравнениями называется уравнение 

вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � �� 
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��
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��
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�
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Пример 9.9. Решите уравнение 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �� 
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Ответ: x = log3 5, x = 1. 

4. Однородными показательными уравнениями называется уравнение 

вида: 
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� ∙ 3�
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��

2�� � �; �4 ∙ �32�
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� �3 ∙ �32�

�
� 9 � �� 
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� � �, � � �. 
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Пример 9.9. Решите уравнение 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �� 
Решение: 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �;�9� ∙ 9��� � 8 ∙ 3� ∙ 3�� � 5 � �; 
3��
3 � 8 ∙ 3

�

3 � 5 � �;�3�� � 8 ∙ 3� � �5 � �� 
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�� � 8 ∙ � � �5 � �; 
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3� � 5,
3� � 3�;��

� � ���� 5,
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Ответ: x = log3 5, x = 1. 

4. Однородными показательными уравнениями называется уравнение 

вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � �� 
Данные показательные уравнения решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введением новой переменной. 

Пример 9.10. Решите уравнение 4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �� 
Решение: 

4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �; �4 ∙ 3�� � �3 ∙ 2� ∙ 3� � 9 ∙ 2�� � �� 
Делим каждое слагаемое на 22x > 0. 

4 ∙ 3
��

2�� � �3 ∙ 2
� ∙ 3�
2�� � 9 ∙ 2

��

2�� � �; �4 ∙ �32�
��
� �3 ∙ �32�

�
� 9 � �� 

Введем новую переменную: ����
� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 
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Пример 9.9. Решите уравнение 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �� 
Решение: 

9���� � 8 ∙ 3��� � 5 � �;�9� ∙ 9��� � 8 ∙ 3� ∙ 3�� � 5 � �; 
3��
3 � 8 ∙ 3

�

3 � 5 � �;�3�� � 8 ∙ 3� � �5 � �� 
Введем новую переменную: 3� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

�� � 8 ∙ � � �5 � �; 

� � �� � 4�� � �4 � 4 ∙ � ∙ �5 � �4 � �� � 4;���,� � �� ∓ √�
2�

� 8 ∓ 2
2 ;���� � 5,

�� � 3� 
Вернемся к переменной х: 
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� � ���� 5,
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Ответ: x = log3 5, x = 1. 

4. Однородными показательными уравнениями называется уравнение 

вида: 
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Пример 9.10. Решите уравнение 4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �� 
Решение: 

4 ∙ 9� � �3 ∙ �� � 9 ∙ 4� � �; �4 ∙ 3�� � �3 ∙ 2� ∙ 3� � 9 ∙ 2�� � �� 
Делим каждое слагаемое на 22x > 0. 

4 ∙ 3
��

2�� � �3 ∙ 2
� ∙ 3�
2�� � 9 ∙ 2

��

2�� � �; �4 ∙ �32�
��
� �3 ∙ �32�

�
� 9 � �� 

Введем новую переменную: ����
� � �, � � �. 

Решим вспомогательное уравнение: 

Вернемся к переменной х:
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4�� � 13� � 9 � �; 

� � �� � 4�� � 1�9 � 4 � 4 � 9 � 1�9 � 144 � 25;	��,� � �� ∓ √�
2� � 13 ∓ 5

8 ; 

�
�� � 1,
�� � 9

4 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
�� � 1,
�� � 9

4 ;
		
�
�
�
� �32�

�
� 1,

�32�
�
� 9
4 ;	

	
��
��
��32�

�
� �32�

�
,

�32�
�
� �32�

�
;
	�� � �,
� � 2. 

Ответ: x = 0, x = 2. 

Показательные неравенства 

Показательным называется неравенство, в котором переменная входит 

только в показатели степеней при постоянном основании. 

1. Простейшие показательные неравенства – это неравенства вида af(x) > 

b, af(x) > ag(x), a > 0, a ≠ 1. Очевидно, что знак неравенства может быть любым (<, 

>, ≤, ≥). 

Рассмотрим неравенство af(x) > ag(x). 

Если основание a > 1, то при переходе от исходного неравенства к 

неравенству с показателями знак неравенства не изменяется, так как 

показательная функция при a > 1 является возрастающей, то есть: af(x) > ag(x), 

если a > 1, то y = ax – возрастающая функция, f(x) > g(x). 

Если 0 < a < 1, то при переходе от исходного неравенства к неравенству с 

показателями знак неравенства изменяется на противоположный, так как 

показательная функция при 0 < a < 1 является убывающей, то есть: af(x) > ag(x), 

если 0 < a < 1, то y = ax – убывающая функция, f(x) < g(x). 

Пример 9.11. Решите неравенство 5� � √125� . 

Решение. 
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показательная функция при a > 1 является возрастающей, то есть: af(x) > ag(x), 

если a > 1, то y = ax – возрастающая функция, f(x) > g(x). 

Если 0 < a < 1, то при переходе от исходного неравенства к неравенству с 

показателями знак неравенства изменяется на противоположный, так как 

показательная функция при 0 < a < 1 является убывающей, то есть: af(x) > ag(x), 

если 0 < a < 1, то y = ax – убывающая функция, f(x) < g(x). 

Пример 9.11. Решите неравенство 5� � √125� . 

Решение. 

Ответ: x = 0, x = 2.

Показательные неравенства

Показательным называется неравенство, в котором переменная 

входит только в показатели степеней при постоянном основании.

1. Простейшие показательные неравенства – это неравенства 

вида af(x) > b, af(x) > ag(x), a > 0, a ≠ 1. Очевидно, что знак неравенства 

может быть любым (<, >, ≤, ≥).

Рассмотрим неравенство af(x) > ag(x).

Если основание a > 1, то при переходе от исходного неравен-

ства к неравенству с показателями знак неравенства не изменяется, 

так как показательная функция при a > 1 является возрастающей, 

то есть: af(x) > ag(x), если a > 1, то y = ax – возрастающая функция,  

f(x) > g(x).

Если 0 < a < 1, то при переходе от исходного неравенства к не-

равенству с показателями знак неравенства изменяется на противо-

положный, так как показательная функция при 0 < a < 1 является 
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убывающей, то есть: af(x) > ag(x), если 0 < a < 1, то y = ax – убывающая 

функция, f(x) < g(x).

Пример 9.11. Решите неравенство 
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4�� � 13� � 9 � �; 

� � �� � 4�� � 1�9 � 4 � 4 � 9 � 1�9 � 144 � 25;	��,� � �� ∓ √�
2� � 13 ∓ 5

8 ; 

�
�� � 1,
�� � 9

4 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
�� � 1,
�� � 9

4 ;
		
�
�
�
� �32�

�
� 1,

�32�
�
� 9
4 ;	

	
��
��
��32�

�
� �32�

�
,

�32�
�
� �32�

�
;
	�� � �,
� � 2. 

Ответ: x = 0, x = 2. 

Показательные неравенства 

Показательным называется неравенство, в котором переменная входит 

только в показатели степеней при постоянном основании. 

1. Простейшие показательные неравенства – это неравенства вида af(x) > 

b, af(x) > ag(x), a > 0, a ≠ 1. Очевидно, что знак неравенства может быть любым (<, 

>, ≤, ≥). 

Рассмотрим неравенство af(x) > ag(x). 

Если основание a > 1, то при переходе от исходного неравенства к 

неравенству с показателями знак неравенства не изменяется, так как 

показательная функция при a > 1 является возрастающей, то есть: af(x) > ag(x), 

если a > 1, то y = ax – возрастающая функция, f(x) > g(x). 

Если 0 < a < 1, то при переходе от исходного неравенства к неравенству с 

показателями знак неравенства изменяется на противоположный, так как 

показательная функция при 0 < a < 1 является убывающей, то есть: af(x) > ag(x), 

если 0 < a < 1, то y = ax – убывающая функция, f(x) < g(x). 

Пример 9.11. Решите неравенство 5� � √125� . 

Решение. 

.

Решение.

Так как 

106 
 

Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая 

функция. Тогда 
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

Ответ: 
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

.

Пример 9.12. Решите неравенство
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

Решение.

Так как
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

a = 0,4 < 1, то 
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

 – убывающая функция.

Тогда x2 - 2x ≥ 3. Решим квадратное неравенство:
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

Тогда
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

Ответ: 
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

.

2. Рассмотрим показательные неравенства вида:
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. 

Для решения таких уравнений левую часть преобразуют сле-

дующим образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы 

избежать дробных коэффициентов, выносят степень с наимень-

шим показателем), а затем решают простейшее показательное  

неравенство.
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Так как 5� � √125� ;	5� � 5��; a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция. 

Тогда � � �
�; �	� �

�
� ; ���. 

Ответ: �	� ��� ; ���. 
Пример 9.12. Решите неравенство 

�0,4������ � 8
125. 

Решение. 

Так как 

�0,4������ � 8
125 ;	�

2
5�

�����
� �25�

�
; 

a = 0,4 < 1, то � � ����
�
 – убывающая функция. 

Тогда �� � 2� � 3. 
Решим квадратное неравенство: 

�� � 2� � 3 � 0. 

� � �� � 2� � 3;	�� � 2� � 3 � 0; 

� � �� � 4�� � 4 � 4 � 1 � 3 � 4 � 12 � 1�;	��,� � �� � √�
2� � 2 � 4

2 ; 

� �� � 3,
�� � �1. 

Тогда 

�� � 3��� � 1� � 0; 	�	�	���;�1� ∪ �3;���. 
Ответ: �	�	���;�1� ∪ �3;���. 
2. Рассмотрим показательные неравенства вида: 

� � ������� � � � ������� � �� � � ������� � �. 
Для решения таких уравнений левую часть преобразуют следующим 

образом: выносят за скобку степень af(x)+a (часто, чтобы избежать дробных 

коэффициентов, выносят степень с наименьшим показателем), а затем решают 

простейшее показательное неравенство. 

Пример 9.13. Решите неравенство 3��� � 3��� � 28. .
Решение:
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда 

x − 1 < 0; x < 1.

Ответ: x ∈ (-∞; 1).

Пример 9.14. Решите неравенство 
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 

Решение:
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 

Ответ: x ∈ [1; +∞).

3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сво-

дящиеся к рациональным с помощью введения новой переменной. 

После решения неравенства с новой переменной получим простей-

шие показательные неравенства.

Пример 9.15. Решите неравенство 
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 

.

Решение:
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 

Введем новую переменную: 3x = t, t > 0.

Решим вспомогательное неравенство:
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 

3� � 3 � �; 	3� � 3; 	� � �. 
Ответ: �	�	��; ���. 
3. Еще один вид показательных неравенств – неравенства, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

неравенства с новой переменной получим простейшие показательные 

неравенства. 

Пример 9.15. Решите неравенство 9� � 3��� � �2. 

Решение: 

9� � 3��� � �2;	3�� � 3� ∙ 3� � �2 � �. 
Введем новую переменную: 3� � �� � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

	�� � ��� � �2 � �; 
� � �� � ��� � �2;	�� � ��� � �2 � �; 

� � �� � ��� � ��� � � ∙ � ∙ �2 � �5�� � 32� � ���9;	���� � �� � √�
2�

� �� � �3
2 ; 

� �� � �2�
�� � ��;	�� � �2��� � �� � �;	��

� � �2
� � ��
� � �

	� 	 � � � �
� � �2 � � � �2. 

Вернемся к исходной переменной x: t ≤ 82; 3x ≤ 82; 
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Решение: 

3��� � 3��� � 2�;	3��� ∙ �3� � �� � 2�;	3��� ∙ 2� � 2�; 
3��� � �;	3��� � 3�. 

Если a = 3 > 1, то y = 3x – возрастающая функция, тогда x − 1 < 0; x < 1. 

Ответ: �	�	���; ��. 
Пример 9.14. Решите неравенство 5���� � 5���� � �2�. 

Решение: 

5���� ∙ �5� � �� � �2�;	5���� ∙ �2� � �2�; 
5���� � �;	5���� � 5�. 

Если a = 5 > 1, то y = 5x – возрастающая функция, тогда 
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Ответ: �	�	���;�1� ∪ �log�� 3 ;���. 
Пример 9.17. Решите неравенство 

5�
5� � � �

5� � 5
5� � 5 �

22
5�� � � ∙ 5� � 2� � �� 

Решение: 
5�

5� � � �
5� � 5
5� � 5 �

22
5�� � � ∙ 5� � 2� � �� 

Введем новую переменную: 5� � �� � � �. Введем новую переменную: 5x = t, t > 0.

Решим вспомогательное неравенство:
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 



~ 102 ~

Решим неравенство методом интервалов:
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 

Вернемся к исходной переменной x:
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 

Ответ: 
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 

.

4. Однородные показательные неравенства – это неравенства 

вида: 
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 

 (знак может быть любой).

Данные показательные неравенства решаются делением на лю-

бую показательную функцию, а затем введением новой переменной.

Пример 9.18. Решите неравенство 
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Решим вспомогательное неравенство: 
�

� � 4 �
� � 5
� � 5 �

22
�� � �� � 20 � 0; 

� ∙ �� � 5� � �� � 5� ∙ �� � 4� � 22
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

� � 5� � �� � 4� � 5� � 20 � 22
�� � 4� ∙ �� � 5�

� 0;	 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

Решим неравенство методом интервалов: 

� � 2�� � 4� � 2
�� � 4� ∙ �� � 5�. 

� 2�� � 4� � 2 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 2� � 1 � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0;	�

�� � 1�� � 0�
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0; 

�
���� � 1�
� � 4�
� � 5.

	 2 ∙ �� � 1��
�� � 4� ∙ �� � 5� � 0. 

 

 

 

 

�
� � 1�
�� � 4�
� � 5.

 

Вернемся к исходной переменной x: 

�
� � 1;
�� � 4
� � 5.

; 		�
5� � 1;
�5� � 4;	
5� � 5.

	�
5� � 5�;
� 5� � 4;
5� � 5�.

		�
� � 0;

�� � ���� 4;
� � 1.

 

Ответ: �	�	�0� � ����� 4; 1�. 
4. Однородные показательные неравенства – это неравенства вида: 

� ∙ ��� � � ∙ �� ∙ �� � � ∙ ��� � 0 (знак может быть любой). 

Данные показательные неравенства решаются делением на любую 

показательную функцию, а затем введение новой переменной. 

Пример 9.18. Решите неравенство 2 ∙ 81��� � ����� � � ∙ 1���� � 0. 
Решение: 

+ + + − 
0 t 5 4 1 

.

Решение:
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2 ∙ 81��� � 36��� � 3 ∙ 16��� � �; 
2 ∙ 81� ∙ 81� � 36� ∙ 36 � 3 ∙ 16� ∙ 16 � �; 
162 ∙ 9�� � 36 ∙ 4� ∙ 9� � 48 ∙ 4�� � �. 

Разделим каждое слагаемое на 42x > 0. 

162 ∙ 9
��

4�� �
36 ∙ 4� ∙ 9�

4�� � 48 ∙ 4
��

4�� � �; �162 ∙ �94�
��
� 36 ∙ �94�

�
� 48 � �. 

Разделим каждое слагаемое на 6: 

2� ∙ �94�
��
� 6 ∙ �94�

�
� 8 � �. 

Введем новую переменную: 

�94�
�
� �, � � �. 

Решим вспомогательное неравенство: 

2��� � 6� � 8 � �; 
� � 2��� � 6� � 8; �2��� � 6� � 8 � �; 

� � �� � 4�� � 6� � 4 ∙ 2� ∙ 8 � 36 � 864 � 9��; 

��,� � �� � √�
2� � 6 � 3�

54 ;���
�� � 2

3 ,
�� � �49 ;

��2� ∙ �� � 2
3� �� �

4
9� � �; 

��
�
���

� � �49 ,
� � 2

3 ,� � �;
��� � � � 2

3 ; ��� � �94�
�
� 2
3 ; 

�94�
�
� 2
3 ;��

3
2�

��
� �32�

��
. 

Если a = 1,5 > 1, то � � ����
�
 – возрастающая функция, тогда 

2� � �1; �� � ��,5. 
Ответ: �������;��,5�. 
5. Метод рационализации при решении показательных неравенств – 
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Как правило, им удобно решать неравенства, в которых переменное основание. 

Итак, неравенство �������� � ��������� ���� � � равносильно совокупности 

двух систем: 

�
��
� � ���� � �
���� � ����
�� � ���� � �
���� � ����

⇔
�
��
�� ���� � � � �
���� � ���� � �
� ���� � � � �
���� � ���� � �

⇔ ����� � �� ∙ ����� � ����� � �. 

Знак неравенства остается такой же, как в исходном показательном 

неравенстве. 

Пример 9.19. Решите неравенство ������� � �. 
Решение: ������� � ��. Основание x > 0. 

Используя формулу рационализации, получим: 

�� � �� ∙ �2 � 5� � �� � � ⇔ �� � �� ∙ �2 � 5�� � � ⇔ �� �
2
5� � �
. 

Ответ: ��� ��; ������;���. 
 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите простейшие показательные уравнения: 

а) 2� � 3; б) ����
���� � √2� ; в) 3� ∙ 5���� � 45; г) 2�� ∙ 3��� ∙ 5�� � 3 ∙ ���. 

Задание 2. Решите показательные уравнения, приводящиеся к линейным: 

а) 5��� � ����
��� � 25��� � �55; б) 4��� � 3� � 3��� � 4�. 

Задание 3. Решите показательные уравнения, приводящиеся к квадратным: 
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а) 7�� � � � 7� � 5 � �; б) 2��� � 4� � 8�; в) 3� � 3��� � ��
� ; 

г) 4����� � 5 � �� � ����
������ � �� �� 

Задание 4. Решите устно простейшие показательные неравенства: 

а) 2� � �; б) ����
� � �

� ; в) 2� � �; г) 3� � �; д) 4� � 2� � � � �. 

Задание 5. Решите показательные неравенства: 

а) ����
� � 5

�
���� �; б) 5��� � 5� � 5��� � 2�; 

в) 4� � 2� � 2�; г) 3���� � 3��� � 2�; 

д) √8����� � �� ����
����
� ; е) ��� � 4� � 4������� � ��� � 4� � 4�������. 

 
Контрольные вопросы 

1. При каких b показательное уравнение ax = b имеет корень? 

2. Сколько корней имеет уравнение ax = b? 
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Контрольные вопросы

1.	При каких b показательное уравнение ax = b имеет корень?

2.	Сколько корней имеет уравнение ax = b?

3.	В чем суть метода решения показательных уравнения и неравен-

ства, сводящихся к квадратным?

4.	Как решаются однородные показательные уравнения и нера-

венства?

5.	Какое правило надо соблюдать при решении показательных  

неравенств?

6.	Для каких показательных неравенств можно применить метод  

рационализации?  Назовите формулу рационализации.

7.	Какое действие называется потенцированием? Найдите ответ  

самостоятельно.

Рекомендуемая литература

1.	Башмаков, М. И. Показательные и логарифмические уравнения 

и неравенства // Алгебра и начала анализа : учебник для 10–11 

классов средней школы / М. И. Башмаков. – 2-е изд. – Москва, 

1992. – С. 206.

2.	Кытманов, А. М. Логарифмические и показательные неравен-

ства и системы уравнений / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас,  

С. Г. Мысливец // Математика : адаптационный курс : учеб. 

пособие / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец. – 

Санкт-Петербург [и др.], 2022. – Глава 11. – С. 172–174, 176–178. –  

URL: e.lanbook.com/book/211088 (дата обращения: 10.12.2024). – 

Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-1472-7.

3.	Кытманов, А. М. Логарифмические и показательные уравнения / 

А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мысливец // Математика : 
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адаптационный курс : учеб. пособие / А. М. Кытманов, Е. К. Лей- 

нартас, С. Г. Мысливец. – Санкт-Петербург [и др.], 2022. –  

Глава 10. – С. 162, 164–165. – URL: e.lanbook.com/book/211088 

(дата обращения: 10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – 

ISBN 978-5-8114-1472-7.

4.	Показательные уравнения и неравенства / В. В. Гарбарук,  

В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц // Решение задач  

по математике : адаптивный курс для студентов технических  

вузов : учеб. пособие / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловье-

ва, М. А. Шварц. – Санкт-Петербург [и др.], 2017. – С. 239–249. –  

URL: e.lanbook.com/book/99281 (дата обращения: 10.12.2024). – 

Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-2618-8.

Тема 10. Логарифмические уравнения и неравенства

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Определение логарифмического уравнения. Определение лога-

рифмического неравенства.

2.	Простейшие логарифмические уравнения и неравенства.

3.	Логарифмические уравнения и неравенства, приводящиеся к ли-

нейным.

4.	Логарифмические уравнения и неравенства, приводящиеся  

к квадратным.

5.	Однородные логарифмические уравнения и неравенства.

6.	Метод рационализации при решении логарифмических нера-

венств.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.
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Методические материалы к занятию

Логарифмические уравнения

1. Уравнения вида log
a
 f(x) = b, где a > 0, a ≠ 1, f(x) > 0, называют 

простейшими логарифмическими уравнениями.

Данные уравнения имеют решение, которое можно получить 

по определению логарифма: f(x) = ab. При решении логарифмиче-

ского уравнения мы не должны забывать про ограничения, которые 

накладываются.

Пример 10.1. Решите уравнение log
3 
(2x + 2) = 3.

Решение:
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Решение: 

log��2� � 2� � �;	� 2� � 2 � ��
2� � 2 � ��;	�

� � ���
� � 25

2 ;	 � �
25
2 . 

Ответ: � � ��
� . 

Пример 10.2. Решите уравнение.	log��� �� � 2. 

Решение: 

log��� �� � 2 ; 

�
� � � � ��
� � � � ��

�� � ��� � ��;
		�

� � ��
� � 2�

|� � �| � �;
	�

� � ��
� � 2�

� � � � � ��
� � � � ��;

	�
� � ��
� � 2�
� � � ��
� � ��;

	� � �. 

Ответ: x = 8. 

2. Логарифмические уравнения вида log� ���� � log� ���� сводятся к 

решению системы: �
���� � ��
���� � ��

���� � ����.
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определению логарифма: f(x) = ab. При решении логарифмического уравнения 

мы не должны забывать про ограничения, которые накладываются. 

Пример 10.1. Решите уравнение log��2� � 2� � �. 

Решение: 

log��2� � 2� � �;	� 2� � 2 � ��
2� � 2 � ��;	�

� � ���
� � 25

2 ;	 � �
25
2 . 

Ответ: � � ��
� . 

Пример 10.2. Решите уравнение.	log��� �� � 2. 

Решение: 

log��� �� � 2 ; 

�
� � � � ��
� � � � ��

�� � ��� � ��;
		�

� � ��
� � 2�

|� � �| � �;
	�

� � ��
� � 2�

� � � � � ��
� � � � ��;

	�
� � ��
� � 2�
� � � ��
� � ��;

	� � �. 

Ответ: x = 8. 

2. Логарифмические уравнения вида log� ���� � log� ���� сводятся к 

решению системы: �
���� � ��
���� � ��

���� � ����.
 

Пример 10.3. Решите уравнение log��� � �� � log��� � �� � �. 

Решение: 

Ответ: x = 8.

2. Логарифмические уравнения вида log
a
 f(x) = log

a
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Методические указания по проведению занятия 
На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 
Методические материалы к занятию 

Логарифмические уравнения 

1. Уравнения вида log��� �� � �, где � � �� � � �� ���� � �, называют 

простейшими логарифмическими уравнениями. 

Данные уравнения имеют решение, которое можно получить по 

определению логарифма: f(x) = ab. При решении логарифмического уравнения 

мы не должны забывать про ограничения, которые накладываются. 

Пример 10.1. Решите уравнение log��2� � 2� � �. 

Решение: 

log��2� � 2� � �;	� 2� � 2 � ��
2� � 2 � ��;	�

� � ���
� � 25

2 ;	 � �
25
2 . 

Ответ: � � ��
� . 

Пример 10.2. Решите уравнение.	log��� �� � 2. 

Решение: 

log��� �� � 2 ; 

�
� � � � ��
� � � � ��

�� � ��� � ��;
		�

� � ��
� � 2�

|� � �| � �;
	�

� � ��
� � 2�

� � � � � ��
� � � � ��;

	�
� � ��
� � 2�
� � � ��
� � ��;

	� � �. 

Ответ: x = 8. 

2. Логарифмические уравнения вида log� ���� � log� ���� сводятся к 

решению системы: �
���� � ��
���� � ��

���� � ����.
 

Пример 10.3. Решите уравнение log��� � �� � log��� � �� � �. 

Решение: 

(x) сводят-

ся к решению системы: 
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Методические указания по проведению занятия 
На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 
Методические материалы к занятию 

Логарифмические уравнения 

1. Уравнения вида log��� �� � �, где � � �� � � �� ���� � �, называют 

простейшими логарифмическими уравнениями. 

Данные уравнения имеют решение, которое можно получить по 

определению логарифма: f(x) = ab. При решении логарифмического уравнения 

мы не должны забывать про ограничения, которые накладываются. 

Пример 10.1. Решите уравнение log��2� � 2� � �. 

Решение: 

log��2� � 2� � �;	� 2� � 2 � ��
2� � 2 � ��;	�

� � ���
� � 25

2 ;	 � �
25
2 . 

Ответ: � � ��
� . 

Пример 10.2. Решите уравнение.	log��� �� � 2. 

Решение: 

log��� �� � 2 ; 

�
� � � � ��
� � � � ��

�� � ��� � ��;
		�

� � ��
� � 2�

|� � �| � �;
	�

� � ��
� � 2�

� � � � � ��
� � � � ��;

	�
� � ��
� � 2�
� � � ��
� � ��;

	� � �. 

Ответ: x = 8. 

2. Логарифмические уравнения вида log� ���� � log� ���� сводятся к 

решению системы: �
���� � ��
���� � ��

���� � ����.
 

Пример 10.3. Решите уравнение log��� � �� � log��� � �� � �. 

Решение: 
Пример 10.3. Решите уравнение 
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 

.

Решение:
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 

Ответ: x = 2.
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Пример 10.4. Решите уравнение 
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 

.

Решение:
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6.

Ответ: x = 6.

Пример 10.5. Решите уравнение
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 

Решение:
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 

Решений нет, так как система ограничений не совместна.

Ответ: решений нет.

Пример 10.6. Решите уравнение 
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 
Решение:
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log��� � �� � log��� � �� � 1 ; 
log��� � �� � log��� � �� � log� 5 ;	log��� � �� � log� 5 ∙ �� � ��; 

�
� � � � ��
� � � � ��

� � � � 15 � 5�;
		�

� � ��
� � ��

�� � 5� � 15 � �;
	�� � ��
� � 2;	 � � 2. 

Ответ: x = 2. 

Пример 10.4. Решите уравнение log��� � 5� � log��� � 2� � �. 

Решение: 

log��� � 5� � log��� � 2� � � ; 
log��� � 5� � log��� � 2� � log� 8;	�� � 5 � ��

� � 2 � �;	�
� � 5�
� � �2; 	� � 5; 

log��� � 5��� � 2� � log� 8; 
�� � 5��� � 2� � 8;	�� � 2� � 5� � 1� � 8 � �;	�� � �� � 18 � �; 

� � �� � ��� � � � � ∙ 18 � � � �2 � 81;	���� � �� � √�
2� � � � �

2 ;	� �� � ��
�� � ��. 

С учетом ограничения x > 5 получаем решение x = 6. 

Ответ: x = 6. 

Пример 10.5. Решите уравнение 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�. 

Решение: 

log����� � 2� � log��� � �� � 1
2 log �

√�
���� � 8�; 

�
� � 2 � ��
� � � � ��

��� � 8 � �;
		�
� � �2�
� � ��
� � �2.

 

Решений нет, так как система ограничений не совместна. 

Ответ: решений нет. 

Пример 10.6. Решите уравнение 

log√� � � � log� � � log� � � 1�. 
Решение: 

log√� � � � log� � � log� � � 1� ; 
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

Ответ: x = 8.

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сво-

дящиеся к рациональным с помощью введения новой переменной. 
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После решения уравнения с новой переменной получим простей-

шие логарифмические уравнения.

Пример 10.7. Решите уравнение 
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

.

Решение.

Запишем ограничение: x > 0. Введем новую переменную: 
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

. Решим вспомогательное уравнение:
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

Вернемся к переменной х:
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

Ответ: 
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log��� � � � log�� � � log�� � � 13;	 2	log� � � � � 12 log� � �
1
3 log� � � 13 ; 

�
13
3 log� � � 13,

� � �;
		 log� � � 3,

� � �; 		�� � 2�,
� � �; 		

� � 8,
� � �. 

Ответ: x = 8. 

3. Еще один вид логарифмическиx уравнений – уравнения, сводящиеся к 

рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

уравнения с новой переменной получим простейшие логарифмические 

уравнения. 

Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: x > 0. Введем новую переменную: log� � � �. 
Решим вспомогательное уравнение: 

6�� � �� � 1 � �; 

� � �� � ��� � 2� � � � 6 � 2� � 2� � 1;	��,� � �� � √�
2� � � � 1

12 ;	�
�� � 1

3 ,
�� � 1

2 .
 

Вернемся к переменной х: 

�
log� � � 1

3 ,
log� � � 1

2 ;
		�� � 8��,
� � 8��;

		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 

Пример 10.8. Решите уравнение log� � � 2 log� 2 � 1 � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: �� � �,
� � 1. 

log� � � 2 log� 2 � 1 � � ;	log� � � 2 1
log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

Пример 10.8. Решите уравнение 
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1
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13
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� � 8,
� � �. 
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Пример 10.7. Решите уравнение 6 log�� � � � log� � � 1 � �. 
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3 ,
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		�� � √8,
� � 2.  

Ответ: x = 2, � � 2√2. 
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log� � � 1 � �. 

Введем новую переменную: log2 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

.
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Запишем ограничения: 
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2
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уравнение:
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� � 21� � 1 � �;	�
� � � � 2

� � �;	��� � � � 2 � �,
� � �; 	 

�� � � � 2 � �; 	� � �� � 4�� � 1 � 4 � 2 � 1 � � � �; 

��,� � �� � √�
2� � �1 � �

2 ;	��� � �2,
�� � 1.  

Вернемся к переменной х: 

�log� � � �2,
log� � � 1; 		�

� � 2��,
� � 2�; 		�

� � 1
4 ,� � 2.

 

Ответ: x = 0,25, x = 2. 

Пример 10.9. Решите уравнение 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1. 

Решение. 

Запишем ограничения: 

� � � �,
� � 1, � � ���. 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1;	log� � � log� � � �
log�� � � 4 log�|�|

� �1; 

так как x > 0 то 
2 � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �1; 

log� � � �
log�� � � 4 log� �

� 1 � �;	log� � � � � �log�� � � 4 log� ��
log�� � � 4 log� �

� �; 

log� � � � � log�� � � 4 log� �
log�� � � 4 log� �

� �;	log�
� � � � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �. 

Введем новую переменную: log3 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

�� � �� � �
�� � 4� � �;	��� � �� � � � �,

�� � 4� � �; 	�� � �� � � � �; 

� � � � � � � � �� � 1, �� � � �
� � ��; 

�� � 4� � �; 	��� � 4� � �;	��� � �4,
�� � �.  

Вернемся к переменной х:
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� � 21� � 1 � �;	�
� � � � 2

� � �;	��� � � � 2 � �,
� � �; 	 

�� � � � 2 � �; 	� � �� � 4�� � 1 � 4 � 2 � 1 � � � �; 

��,� � �� � √�
2� � �1 � �

2 ;	��� � �2,
�� � 1.  

Вернемся к переменной х: 

�log� � � �2,
log� � � 1; 		�

� � 2��,
� � 2�; 		�

� � 1
4 ,� � 2.

 

Ответ: x = 0,25, x = 2. 

Пример 10.9. Решите уравнение 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1. 

Решение. 

Запишем ограничения: 

� � � �,
� � 1, � � ���. 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1;	log� � � log� � � �
log�� � � 4 log�|�|

� �1; 

так как x > 0 то 
2 � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �1; 

log� � � �
log�� � � 4 log� �

� 1 � �;	log� � � � � �log�� � � 4 log� ��
log�� � � 4 log� �

� �; 

log� � � � � log�� � � 4 log� �
log�� � � 4 log� �

� �;	log�
� � � � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �. 

Введем новую переменную: log3 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

�� � �� � �
�� � 4� � �;	��� � �� � � � �,

�� � 4� � �; 	�� � �� � � � �; 

� � � � � � � � �� � 1, �� � � �
� � ��; 

�� � 4� � �; 	��� � 4� � �;	��� � �4,
�� � �.  

Ответ: x = 0,25, x = 2.
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Пример 10.9. Решите уравнение
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� � 21� � 1 � �;	�
� � � � 2
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2 ;	��� � �2,
�� � 1.  

Вернемся к переменной х: 

�log� � � �2,
log� � � 1; 		�

� � 2��,
� � 2�; 		�

� � 1
4 ,� � 2.

 

Ответ: x = 0,25, x = 2. 

Пример 10.9. Решите уравнение 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1. 

Решение. 

Запишем ограничения: 

� � � �,
� � 1, � � ���. 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1;	log� � � log� � � �
log�� � � 4 log�|�|

� �1; 

так как x > 0 то 
2 � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �1; 

log� � � �
log�� � � 4 log� �

� 1 � �;	log� � � � � �log�� � � 4 log� ��
log�� � � 4 log� �

� �; 

log� � � � � log�� � � 4 log� �
log�� � � 4 log� �

� �;	log�
� � � � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �. 

Введем новую переменную: log3 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

�� � �� � �
�� � 4� � �;	��� � �� � � � �,

�� � 4� � �; 	�� � �� � � � �; 

� � � � � � � � �� � 1, �� � � �
� � ��; 

�� � 4� � �; 	��� � 4� � �;	��� � �4,
�� � �.  

Решение.

Запишем ограничения:
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� � 21� � 1 � �;	�
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2 ;	��� � �2,
�� � 1.  

Вернемся к переменной х: 
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log� � � 1; 		�

� � 2��,
� � 2�; 		�

� � 1
4 ,� � 2.
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Пример 10.9. Решите уравнение 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1. 

Решение. 

Запишем ограничения: 

� � � �,
� � 1, � � ���. 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1;	log� � � log� � � �
log�� � � 4 log�|�|

� �1; 

так как x > 0 то 
2 � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �1; 

log� � � �
log�� � � 4 log� �

� 1 � �;	log� � � � � �log�� � � 4 log� ��
log�� � � 4 log� �

� �; 

log� � � � � log�� � � 4 log� �
log�� � � 4 log� �

� �;	log�
� � � � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �. 

Введем новую переменную: log3 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

�� � �� � �
�� � 4� � �;	��� � �� � � � �,

�� � 4� � �; 	�� � �� � � � �; 

� � � � � � � � �� � 1, �� � � �
� � ��; 

�� � 4� � �; 	��� � 4� � �;	��� � �4,
�� � �.  

так как x > 0, то
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log����� � �
log�� � � log� ��

� �1. 

Решение. 

Запишем ограничения: 

� � � �,
� � 1, � � ���. 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1;	log� � � log� � � �
log�� � � 4 log�|�|

� �1; 

так как x > 0 то 
2 � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �1; 

log� � � �
log�� � � 4 log� �

� 1 � �;	log� � � � � �log�� � � 4 log� ��
log�� � � 4 log� �

� �; 

log� � � � � log�� � � 4 log� �
log�� � � 4 log� �

� �;	log�
� � � � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �. 

Введем новую переменную: log3 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

�� � �� � �
�� � 4� � �;	��� � �� � � � �,

�� � 4� � �; 	�� � �� � � � �; 

� � � � � � � � �� � 1, �� � � �
� � ��; 

�� � 4� � �; 	��� � 4� � �;	��� � �4,
�� � �.  

Введем новую переменную: log
3
 x = t. Решим вспомогательное 

уравнение:
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Ответ: x = 0,25, x = 2. 

Пример 10.9. Решите уравнение 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1. 

Решение. 

Запишем ограничения: 

� � � �,
� � 1, � � ���. 

log����� � �
log�� � � log� ��

� �1;	log� � � log� � � �
log�� � � 4 log�|�|

� �1; 

так как x > 0 то 
2 � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �1; 

log� � � �
log�� � � 4 log� �

� 1 � �;	log� � � � � �log�� � � 4 log� ��
log�� � � 4 log� �

� �; 

log� � � � � log�� � � 4 log� �
log�� � � 4 log� �

� �;	log�
� � � � log� � � �

log�� � � 4 log� �
� �. 

Введем новую переменную: log3 x = t. Решим вспомогательное уравнение: 

�� � �� � �
�� � 4� � �;	��� � �� � � � �,

�� � 4� � �; 	�� � �� � � � �; 

� � � � � � � � �� � 1, �� � � �
� � ��; 

�� � 4� � �; 	��� � 4� � �;	��� � �4,
�� � �.  

Вернемся к переменной х:
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Вернемся к переменной х: 

�log� � � ��,
log� � � 1; ���

� � 3��,
� � 3�; ���

� � 1
3� ,� � 3;

��� �
1
729 ,� � 3.

 

Ответ: � � 3, � � �
���. 

 

Логарифмические неравенства 

Логарифмические неравенства – это неравенства вида log� ���� �
log� ����, где a > 0; a ≠ 1, и неравенства, сводящиеся к этому виду. 

Способы решения логарифмических неравенств основаны на 

монотонности логарифмической функции в зависимости от основания 

логарифма. Функция возрастает, если a > 1 и убывает, если 0 < a < 1. 

Если a > 1, то неравенство log� ���� � log� ���� сводится к решению 

системы �
���� � ����
���� � �
���� � �

, при этом знак неравенства сохраняется. 

Если 0 < a < 1, то неравенство log� ���� � log� ���� сводится к решению 

системы �
���� � ����
���� � �
���� � �

, при этом знак неравенства меняется. 

1. Простейшие логарифмические неравенства log� ���� � �. 

Пример 10.10. Решить неравенство log��2 � �� � 1. 

Решение: 

log��2 � �� � 1;�log��2 � �� � log� 2. 
Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция log2 x – возрастающая: 

�2 � � � 2,
2 � � � �;���

� � �,
� � 2; ��� � � � 2. 

Ответ: x  [0; 2). 

Пример 10.11. Решить неравенство log�
�
�2 � �� � �1. 

Решение: 

log�
�
�2 � �� � log�

�
3. 

Ответ: 
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Методические указания по проведению занятия 
На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 
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Данные уравнения имеют решение, которое можно получить по 
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мы не должны забывать про ограничения, которые накладываются. 
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log��2� � 2� � �;	� 2� � 2 � ��
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25
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� � � � ��;
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� � ��;

	� � �. 
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�
3. 

.

Решение:
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Вернемся к переменной х: 

�log� � � ��,
log� � � 1; ���

� � 3��,
� � 3�; ���

� � 1
3� ,� � 3;

��� �
1
729 ,� � 3.

 

Ответ: � � 3, � � �
���. 

 

Логарифмические неравенства 

Логарифмические неравенства – это неравенства вида log� ���� �
log� ����, где a > 0; a ≠ 1, и неравенства, сводящиеся к этому виду. 

Способы решения логарифмических неравенств основаны на 

монотонности логарифмической функции в зависимости от основания 

логарифма. Функция возрастает, если a > 1 и убывает, если 0 < a < 1. 

Если a > 1, то неравенство log� ���� � log� ���� сводится к решению 

системы �
���� � ����
���� � �
���� � �

, при этом знак неравенства сохраняется. 

Если 0 < a < 1, то неравенство log� ���� � log� ���� сводится к решению 

системы �
���� � ����
���� � �
���� � �

, при этом знак неравенства меняется. 

1. Простейшие логарифмические неравенства log� ���� � �. 

Пример 10.10. Решить неравенство log��2 � �� � 1. 

Решение: 

log��2 � �� � 1;�log��2 � �� � log� 2. 
Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция log2 x – возрастающая: 

�2 � � � 2,
2 � � � �;���

� � �,
� � 2; ��� � � � 2. 

Ответ: x  [0; 2). 

Пример 10.11. Решить неравенство log�
�
�2 � �� � �1. 

Решение: 

log�
�
�2 � �� � log�

�
3. 

Так как основание логарифма 
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Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 

�
� � � � ��
2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
���

� � ���
� � �����
� � ����

2�� � �� � �� � �2 � � � 2� � �;
 

�
� � �����
� � ����

2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

, 

то функция 
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Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 

�
� � � � ��
2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
���

� � ���
� � �����
� � ����

2�� � �� � �� � �2 � � � 2� � �;
 

�
� � �����
� � ����

2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

 – убывающая. Тогда неравенство равносиль-

но системе:
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Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 

�
� � � � ��
2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
���

� � ���
� � �����
� � ����

2�� � �� � �� � �2 � � � 2� � �;
 

�
� � �����
� � ����

2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

Ответ: x ∈ (−∞; −1].
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2. Логарифмические неравенства вида 
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Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 

�
� � � � ��
2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
���

� � ���
� � �����
� � ����

2�� � �� � �� � �2 � � � 2� � �;
 

�
� � �����
� � ����

2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

.

Пример 10.12. Решите неравенство 
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Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 

�
� � � � ��
2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
���

� � ���
� � �����
� � ����

2�� � �� � �� � �2 � � � 2� � �;
 

�
� � �����
� � ����

2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

.

Решение.

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log
3
 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе:
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Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 

�
� � � � ��
2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
���

� � ���
� � �����
� � ����

2�� � �� � �� � �2 � � � 2� � �;
 

�
� � �����
� � ����

2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

Ответ: x ∈ (6; 14).

Пример 10.13. Решите неравенство
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Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 

�
� � � � ��
2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
���

� � ���
� � �����
� � ����

2�� � �� � �� � �2 � � � 2� � �;
 

�
� � �����
� � ����

2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

Решение.

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log
2
 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе:

119 
 

Так как основание логарифма � � �
� � ��, то функция � � log�

�
� – 

убывающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�2 � � � ��
2 � � � �;���

� � ���
� � 2; �� � ��. 

Ответ: x  (−∞; −1]. 

2. Логарифмические неравенства вида log� ���� � log� ����. 
Пример 10.12. Решить неравенство log��2� � �� � log���� � ��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 3 > 1, то функция y = log3 x – 

возрастающая. Тогда неравенство равносильно системе: 

�
2� � � � ��
�� � � � ��

2� � � � �� � �;
���
� � 2�
� � ���
� � �;

�� � � � ��. 

Ответ: x  (6; 14). 

Пример 10.13. Решите неравенство 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��. 
Решение. 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция y = log2 x – 

возрастающая. Тогда неравенство будет равносильно системе: 

log��� � �� � log��2� � �� � log��� � 2��; 
log���� � �� ∙ �2� � ��� � log��� � 2�� ; 
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2� � � � ��
� � 2� � ��

�� � �� ∙ �2� � �� � � � 2�;
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2�� � ��� � �� � �;
��

� � �����
� � ����

2�� � ���� � ���� � �;
��
� � �����
� � ����
�� � �����
� � ��;

��������; ����. 

Ответ: x  (−1; 0,5). 

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, сводящиеся 

к рациональным с помощью введения новой переменной. После решения 

Ответ: x ∈ (−1; 0,5).

3. Еще один вид логарифмических неравенств – неравенства, 

сводящиеся к рациональным с помощью введения новой пере-

менной. После решения неравенства с новой переменной получим 

простейшие логарифмические неравенства.

Пример 10.14. Решите неравенство 

120 
 

неравенства с новой переменной получим простейшие логарифмические 

неравенства. 

Пример 10.14. Решите неравенство log�� � � � � � log� �. 

Решение: 

log�� � �� � � log� �� 
Запишем ограничения x > 0. 

Введем новую переменную log� � � �. Решим вспомогательное 

неравенство: ��� � �� � � � 0. Имеем: 

� � �� � �� � �;��� � �� � � � 0; 

� � �� � 4�� � 2� � 4 � � � 2� � 24 � �;���,� � �� � √�
2� � � � �

2 ;���� � �,
�� � 2; 

�� � 2��� � �� � 0;��� � 2,
� � �� 

Вернемся к исходной переменной x: 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция log2 x – возрастающая: 

�� � 2,
� � �;� �

log� � � 2,
log� � � �;���

�� � 2�,
� � 2�,
� � 0;

��� � � �,
0 � � � 4� 

Ответ: �����0; 4� ∪ ��;���. 
Пример 10.15. Решите неравенство 

�log��� � 4,2� � 2��log��� � 4,2� � �� � 0� 
Решение: 

�log��� � 4,2� � 2��log��� � 4,2� � �� � 0� 
Запишем ограничения: � � 4,2 � 0; �� � �4,2. Введем новую 

переменную: log��� � 4,2� � �. Решим вспомогательное неравенство: �� �
2��� � �� � 0��Имеем: 

 

 

 

 

 

.

Решение:

120 
 

неравенства с новой переменной получим простейшие логарифмические 

неравенства. 

Пример 10.14. Решите неравенство log�� � � � � � log� �. 

Решение: 

log�� � �� � � log� �� 
Запишем ограничения x > 0. 

Введем новую переменную log� � � �. Решим вспомогательное 

неравенство: ��� � �� � � � 0. Имеем: 

� � �� � �� � �;��� � �� � � � 0; 

� � �� � 4�� � 2� � 4 � � � 2� � 24 � �;���,� � �� � √�
2� � � � �

2 ;���� � �,
�� � 2; 

�� � 2��� � �� � 0;��� � 2,
� � �� 

Вернемся к исходной переменной x: 

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция log2 x – возрастающая: 

�� � 2,
� � �;� �

log� � � 2,
log� � � �;���

�� � 2�,
� � 2�,
� � 0;

��� � � �,
0 � � � 4� 

Ответ: �����0; 4� ∪ ��;���. 
Пример 10.15. Решите неравенство 

�log��� � 4,2� � 2��log��� � 4,2� � �� � 0� 
Решение: 

�log��� � 4,2� � 2��log��� � 4,2� � �� � 0� 
Запишем ограничения: � � 4,2 � 0; �� � �4,2. Введем новую 

переменную: log��� � 4,2� � �. Решим вспомогательное неравенство: �� �
2��� � �� � 0��Имеем: 

 

 

 

 

 

Запишем ограничение: x > 0.

Введем новую переменную log
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x = t. Решим вспомогательное 

неравенство: t2 - 5t + 6 > 0. Имеем:
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Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция log
2
 x – воз-

растающая:
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Запишем ограничения: x + 4,2 > 0; x > -4,2. Введем новую  

переменную: log
2 
(x + 4,2) = t. Решим вспомогательное неравенство: 

(t + 2)(t - 3) ≥ 0. Имеем:
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Вернемся к исходной переменной x. 
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�� � ��,
� � �; 		�

�� � ��,
� � �,

� � ��,�;
	��
log��� � �,�� � ��,
log��� � �,�� � �,

� � ��,�;
		��

� � �,� � ���,
� � �,� � ��,
� � ��,�;

 

��
� � �,�� � �,�,
� � � � �,�,
� � ��,�;

		��
� � ��,��,
� � �,�,
� � ��,�.

 

Ответ: �	�	���,�; ��,��� ∪ ��,�;���. 
4. Метод рационализации при решении логарифмических неравенств – 

метод, позволяющий перейти от показательного неравенства к рациональному. 

Как правило, таким методом удобно решать неравенства, в которых переменное 

основание. Итак, неравенство log���� ���� � log���� ���� на своей области 

допустимых значений 

�
�
����� � �
���� � �
���� � �
���� � �

 равносильно совокупности двух систем: 

�
��
� � ���� � �
���� � ����
�� � ���� � �
���� � ����

⇔
�
��
�� ���� � � � �
���� � ���� � �
� ���� � � � �
���� � ���� � �

⇔ ����� � �� ∙ ����� � ����� � �. 

Знак неравенства остается такой же, как в исходном показательном 

неравенстве. 

Пример 10.16. Решите неравенство log������ � ��� � ��� � �. 

Решение. 

Запишем ограничения: 

Вернемся к исходной переменной x.

Так как основание логарифма a = 2 > 1, то функция log
2
 x – воз-

растающая:
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То есть: �	�	���; 3� ∪ �3; 4� ∪ �4; 6� ∪ �6;���. 
Применим формулу рационализации: 

�� � 3 � 1���� � 12� � 36 � 1� � 0. 
�� � 4���� � 12� � 35� � 0; 

�� � 4��� � 5��� � 7� � 0; 

 

 

 

 

С учетом ограничений имеем �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Ответ: �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Пример 10.17. Решите неравенство 

1
log	����� �20

� �1. 

ОДЗ: 

��
�
��

� � 1 � 1
� � 1 � 0�
�� � 0

log	����� �
�� �0

⇒
�
�
�� � 2
� � 1
� � 0�
�� �1

⇒ �
� � 1
� � 2
� � 20

. 

log	�
��
�� � 1� � �1 ⇔ log	�

��
�� � 1� � log	�

��
20
� . 

Применив формулу рационализации, получим: 

� �20 � 1� � �� � 1 � 20
� � � 0 ⇔ � � 20

20 � ��
� � � � 20

� � � 0

⇔ �� � 20��� � 5��� � 4�
� � 0. 

 

 + 

 

- 

+ 
x 7 5 4 

− + − 

20 5 0 

− + −

x 

Ответ: 

122 
 

−4 

�
� � 3 � 0�
� � 3 � 1�

�� � 12� � 36 � 0;
		�

� � 3�
� � 4�

�� � 6�� � 0;
		�
� � 3�
� � 4�
� � 6.

 

То есть: �	�	���; 3� ∪ �3; 4� ∪ �4; 6� ∪ �6;���. 
Применим формулу рационализации: 

�� � 3 � 1���� � 12� � 36 � 1� � 0. 
�� � 4���� � 12� � 35� � 0; 

�� � 4��� � 5��� � 7� � 0; 

 

 

 

 

С учетом ограничений имеем �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Ответ: �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Пример 10.17. Решите неравенство 

1
log	����� �20

� �1. 

ОДЗ: 

��
�
��

� � 1 � 1
� � 1 � 0�
�� � 0

log	����� �
�� �0

⇒
�
�
�� � 2
� � 1
� � 0�
�� �1

⇒ �
� � 1
� � 2
� � 20

. 

log	�
��
�� � 1� � �1 ⇔ log	�

��
�� � 1� � log	�

��
20
� . 

Применив формулу рационализации, получим: 

� �20 � 1� � �� � 1 � 20
� � � 0 ⇔ � � 20

20 � ��
� � � � 20

� � � 0

⇔ �� � 20��� � 5��� � 4�
� � 0. 

 

 + 

 

- 

+ 
x 7 5 4 

− + − 

20 5 0 

− + −

x 

.



~ 115 ~

Пример 10.17. Решите неравенство

122 
 

−4 

�
� � 3 � 0�
� � 3 � 1�

�� � 12� � 36 � 0;
		�

� � 3�
� � 4�

�� � 6�� � 0;
		�
� � 3�
� � 4�
� � 6.

 

То есть: �	�	���; 3� ∪ �3; 4� ∪ �4; 6� ∪ �6;���. 
Применим формулу рационализации: 

�� � 3 � 1���� � 12� � 36 � 1� � 0. 
�� � 4���� � 12� � 35� � 0; 

�� � 4��� � 5��� � 7� � 0; 

 

 

 

 

С учетом ограничений имеем �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Ответ: �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Пример 10.17. Решите неравенство 

1
log	����� �20

� �1. 

ОДЗ: 

��
�
��

� � 1 � 1
� � 1 � 0�
�� � 0

log	����� �
�� �0

⇒
�
�
�� � 2
� � 1
� � 0�
�� �1

⇒ �
� � 1
� � 2
� � 20

. 

log	�
��
�� � 1� � �1 ⇔ log	�

��
�� � 1� � log	�

��
20
� . 

Применив формулу рационализации, получим: 

� �20 � 1� � �� � 1 � 20
� � � 0 ⇔ � � 20

20 � ��
� � � � 20

� � � 0

⇔ �� � 20��� � 5��� � 4�
� � 0. 

 

 + 

 

- 

+ 
x 7 5 4 

− + − 

20 5 0 

− + −

x 

Применив формулу рационализации, получим:
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−4 

�
� � 3 � 0�
� � 3 � 1�

�� � 12� � 36 � 0;
		�

� � 3�
� � 4�

�� � 6�� � 0;
		�
� � 3�
� � 4�
� � 6.

 

То есть: �	�	���; 3� ∪ �3; 4� ∪ �4; 6� ∪ �6;���. 
Применим формулу рационализации: 

�� � 3 � 1���� � 12� � 36 � 1� � 0. 
�� � 4���� � 12� � 35� � 0; 

�� � 4��� � 5��� � 7� � 0; 

 

 

 

 

С учетом ограничений имеем �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Ответ: �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Пример 10.17. Решите неравенство 

1
log	����� �20

� �1. 

ОДЗ: 

��
�
��

� � 1 � 1
� � 1 � 0�
�� � 0

log	����� �
�� �0

⇒
�
�
�� � 2
� � 1
� � 0�
�� �1

⇒ �
� � 1
� � 2
� � 20

. 

log	�
��
�� � 1� � �1 ⇔ log	�

��
�� � 1� � log	�

��
20
� . 

Применив формулу рационализации, получим: 

� �20 � 1� � �� � 1 � 20
� � � 0 ⇔ � � 20

20 � ��
� � � � 20

� � � 0

⇔ �� � 20��� � 5��� � 4�
� � 0. 

 

 + 

 

- 

+ 
x 7 5 4 

− + − 

20 5 0 

− + −

x 
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−4 

�
� � 3 � 0�
� � 3 � 1�

�� � 12� � 36 � 0;
		�

� � 3�
� � 4�

�� � 6�� � 0;
		�
� � 3�
� � 4�
� � 6.

 

То есть: �	�	���; 3� ∪ �3; 4� ∪ �4; 6� ∪ �6;���. 
Применим формулу рационализации: 

�� � 3 � 1���� � 12� � 36 � 1� � 0. 
�� � 4���� � 12� � 35� � 0; 

�� � 4��� � 5��� � 7� � 0; 

 

 

 

 

С учетом ограничений имеем �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Ответ: �	�	�3; 4� ∪ �5; 6� ∪ �6; 7�. 
Пример 10.17. Решите неравенство 

1
log	����� �20

� �1. 

ОДЗ: 

��
�
��

� � 1 � 1
� � 1 � 0�
�� � 0

log	����� �
�� �0

⇒
�
�
�� � 2
� � 1
� � 0�
�� �1

⇒ �
� � 1
� � 2
� � 20

. 

log	�
��
�� � 1� � �1 ⇔ log	�

��
�� � 1� � log	�

��
20
� . 

Применив формулу рационализации, получим: 

� �20 � 1� � �� � 1 � 20
� � � 0 ⇔ � � 20

20 � ��
� � � � 20

� � � 0

⇔ �� � 20��� � 5��� � 4�
� � 0. 

 

 + 

 

- 

+ 
x 7 5 4 

− + − 

20 5 0 

− + −

x 
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�����0; 5� ∪ �20;���. 
С учетом ОДЗ имеем: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 
Ответ: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 

 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите устно простейшие логарифмические уравнения: 

а) log� � � 2; б) log� � � �2; в) log√� � � �; г) log� � � 2; д) log� 5 � 0. 
Задание 2. Решите логарифмические уравнения: 

а) log�
�
��� � �� � 1� � 0; б) log� log� log� � � 0; 

в) log� � ∙ log� � ∙ log� � ∙ log�� � � �
� ∙ log�� �; г) log��� � � 2; 

д) log��� � � log� � � 2 � 0; е) lg� �� � � lg �. 

Задание 3. Решите устно простейшие логарифмические неравенства: 

а) lg � � 1; б) lg � � 2; в) ln � � 0; г) log�
�
� � 0. 

Задание 4. Решите логарифмические неравенства: 

а) log�
�
�2� � �� � ���� ��

���� � ; б) lg�2� � �� � lg�� � 1�; 
в) log�

�
� � log� � � log� � � �1; г) ln��� � ��� � 1; 

д) log� � � log� � � �
�; е) log� �� � �log� ��� � 1 � log� 7; 

ж) �
�����������

� �1. 
 

С учетом ОДЗ имеем: 
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�����0; 5� ∪ �20;���. 
С учетом ОДЗ имеем: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 
Ответ: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 

 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите устно простейшие логарифмические уравнения: 

а) log� � � 2; б) log� � � �2; в) log√� � � �; г) log� � � 2; д) log� 5 � 0. 
Задание 2. Решите логарифмические уравнения: 

а) log�
�
��� � �� � 1� � 0; б) log� log� log� � � 0; 

в) log� � ∙ log� � ∙ log� � ∙ log�� � � �
� ∙ log�� �; г) log��� � � 2; 

д) log��� � � log� � � 2 � 0; е) lg� �� � � lg �. 

Задание 3. Решите устно простейшие логарифмические неравенства: 

а) lg � � 1; б) lg � � 2; в) ln � � 0; г) log�
�
� � 0. 

Задание 4. Решите логарифмические неравенства: 

а) log�
�
�2� � �� � ���� ��

���� � ; б) lg�2� � �� � lg�� � 1�; 
в) log�

�
� � log� � � log� � � �1; г) ln��� � ��� � 1; 

д) log� � � log� � � �
�; е) log� �� � �log� ��� � 1 � log� 7; 

ж) �
�����������

� �1. 
 

.

Ответ: 
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�����0; 5� ∪ �20;���. 
С учетом ОДЗ имеем: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 
Ответ: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 

 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите устно простейшие логарифмические уравнения: 

а) log� � � 2; б) log� � � �2; в) log√� � � �; г) log� � � 2; д) log� 5 � 0. 
Задание 2. Решите логарифмические уравнения: 

а) log�
�
��� � �� � 1� � 0; б) log� log� log� � � 0; 

в) log� � ∙ log� � ∙ log� � ∙ log�� � � �
� ∙ log�� �; г) log��� � � 2; 

д) log��� � � log� � � 2 � 0; е) lg� �� � � lg �. 

Задание 3. Решите устно простейшие логарифмические неравенства: 

а) lg � � 1; б) lg � � 2; в) ln � � 0; г) log�
�
� � 0. 

Задание 4. Решите логарифмические неравенства: 

а) log�
�
�2� � �� � ���� ��

���� � ; б) lg�2� � �� � lg�� � 1�; 
в) log�

�
� � log� � � log� � � �1; г) ln��� � ��� � 1; 

д) log� � � log� � � �
�; е) log� �� � �log� ��� � 1 � log� 7; 

ж) �
�����������

� �1. 
 

.

Методические указания по выполнению  
самостоятельной работы студентов

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует  

изучить представленный выше теоретический материал, разобрать 

и записать решения типовых заданий по теме, изучить рекоменду-

емую литературу.

В случае возникновения затруднений при изучении теорети-

ческого материала и выполнении практических заданий студент  

может получить консультацию у преподавателя.



~ 116 ~

Задание 1. Решите устно простейшие логарифмические урав-

нения:

123 
 

 

�����0; 5� ∪ �20;���. 
С учетом ОДЗ имеем: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 
Ответ: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 

 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите устно простейшие логарифмические уравнения: 

а) log� � � 2; б) log� � � �2; в) log√� � � �; г) log� � � 2; д) log� 5 � 0. 
Задание 2. Решите логарифмические уравнения: 

а) log�
�
��� � �� � 1� � 0; б) log� log� log� � � 0; 

в) log� � ∙ log� � ∙ log� � ∙ log�� � � �
� ∙ log�� �; г) log��� � � 2; 

д) log��� � � log� � � 2 � 0; е) lg� �� � � lg �. 

Задание 3. Решите устно простейшие логарифмические неравенства: 

а) lg � � 1; б) lg � � 2; в) ln � � 0; г) log�
�
� � 0. 

Задание 4. Решите логарифмические неравенства: 

а) log�
�
�2� � �� � ���� ��

���� � ; б) lg�2� � �� � lg�� � 1�; 
в) log�

�
� � log� � � log� � � �1; г) ln��� � ��� � 1; 

д) log� � � log� � � �
�; е) log� �� � �log� ��� � 1 � log� 7; 

ж) �
�����������

� �1. 
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�����0; 5� ∪ �20;���. 
С учетом ОДЗ имеем: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 
Ответ: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 

 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите устно простейшие логарифмические уравнения: 

а) log� � � 2; б) log� � � �2; в) log√� � � �; г) log� � � 2; д) log� 5 � 0. 
Задание 2. Решите логарифмические уравнения: 

а) log�
�
��� � �� � 1� � 0; б) log� log� log� � � 0; 

в) log� � ∙ log� � ∙ log� � ∙ log�� � � �
� ∙ log�� �; г) log��� � � 2; 

д) log��� � � log� � � 2 � 0; е) lg� �� � � lg �. 

Задание 3. Решите устно простейшие логарифмические неравенства: 

а) lg � � 1; б) lg � � 2; в) ln � � 0; г) log�
�
� � 0. 

Задание 4. Решите логарифмические неравенства: 

а) log�
�
�2� � �� � ���� ��

���� � ; б) lg�2� � �� � lg�� � 1�; 
в) log�

�
� � log� � � log� � � �1; г) ln��� � ��� � 1; 

д) log� � � log� � � �
�; е) log� �� � �log� ��� � 1 � log� 7; 

ж) �
�����������

� �1. 
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�����0; 5� ∪ �20;���. 
С учетом ОДЗ имеем: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 
Ответ: �����1; 2� ∪ �2; 5� ∪ �20;���. 

 

Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите устно простейшие логарифмические уравнения: 

а) log� � � 2; б) log� � � �2; в) log√� � � �; г) log� � � 2; д) log� 5 � 0. 
Задание 2. Решите логарифмические уравнения: 

а) log�
�
��� � �� � 1� � 0; б) log� log� log� � � 0; 

в) log� � ∙ log� � ∙ log� � ∙ log�� � � �
� ∙ log�� �; г) log��� � � 2; 
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Контрольные вопросы

1.	Сколько корней имеет уравнение log
a
 x = b? Назовите их.

2.	Как решается уравнение вида log
a
 f(x) = log

a
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Методические указания по проведению занятия 
На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 
Методические материалы к занятию 

Логарифмические уравнения 

1. Уравнения вида log��� �� � �, где � � �� � � �� ���� � �, называют 

простейшими логарифмическими уравнениями. 

Данные уравнения имеют решение, которое можно получить по 

определению логарифма: f(x) = ab. При решении логарифмического уравнения 

мы не должны забывать про ограничения, которые накладываются. 

Пример 10.1. Решите уравнение log��2� � 2� � �. 

Решение: 

log��2� � 2� � �;	� 2� � 2 � ��
2� � 2 � ��;	�

� � ���
� � 25

2 ;	 � �
25
2 . 

Ответ: � � ��
� . 

Пример 10.2. Решите уравнение.	log��� �� � 2. 

Решение: 

log��� �� � 2 ; 

�
� � � � ��
� � � � ��

�� � ��� � ��;
		�

� � ��
� � 2�

|� � �| � �;
	�

� � ��
� � 2�

� � � � � ��
� � � � ��;

	�
� � ��
� � 2�
� � � ��
� � ��;

	� � �. 

Ответ: x = 8. 

2. Логарифмические уравнения вида log� ���� � log� ���� сводятся к 

решению системы: �
���� � ��
���� � ��

���� � ����.
 

Пример 10.3. Решите уравнение log��� � �� � log��� � �� � �. 

Решение: 

(x)?

3.	В чем суть метода решения логарифмических уравнений и нера-

венств, приводящихся к квадратным?

4.	Может ли область допустимых значений логарифмического 

уравнения состоять из всех действительных чисел? Если это воз-

можно, приведите пример.

5.	Может ли область допустимых значений логарифмического 

уравнения не содержать ни одного числа, то есть быть пустым 

множеством? Если это возможно, приведите пример.

6.	Какое правило надо соблюдать при решении логарифмических 

неравенств?
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7.	Для каких логарифмических неравенств можно применить метод 

рационализации? Назовите формулу рационализации.

8.	При решении логарифмического неравенства были получены 

два промежутка, но в ответе записан только один. Почему?

Рекомендуемая литература
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классов средней школы / М. И. Башмаков. – 2-е изд. – Москва, 

1992. – С. 206.
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Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-1472-7.
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В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц // Решение задач  
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Тема 11. Треугольник, четырехугольник, n-угольники. 
Окружность и круг

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Понятие треугольника и его виды. Замечательные точки тре- 

угольника. Высота, биссектриса и медиана треугольника. Сред-

няя линия треугольника.

2.	Признаки равенства треугольников. Признаки подобия треу-

гольников.

3.	Теоремы о замечательных точках и линиях треугольника.

4.	Теоремы, используемые при решении задач на прямоугольный 

треугольник. 

5.	Теорема косинусов, теорема синусов и следствие из нее.

6.	Теоремы о площади треугольника.

7.	Понятия окружности и круга. Касательная к окружности. Тео-

ремы об измерении углов, связанных с окружностью. Теоремы  

о свойствах касательных, секущих и хорд окружности. Теоремы  

о центре вписанной и описанной окружности треугольника.

8.	Понятие четырехугольника и n-угольника. Виды четырехугольни-

ков и их свойства. Теоремы об окружности и четырехугольнике.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

Представим основные теоремы, используемые при решении  

задач по данной теме.

«Теорема 1 (о замечательных точках и линиях треугольника):

– три медианы треугольника пересекаются в одной точке (эта 

точка называется центроидом треугольника) и делятся этой точкой  

в отношении 2 : 1, считая от вершины; три высоты треугольника  
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пересекаются в одной точке (эта точка называется ортоцентром 

треугольника); три биссектрисы треугольника пересекаются в од-

ной точке (эта точка является центром окружности, вписанной  

в данный треугольник); три серединных перпендикуляра к сторонам 

треугольника пересекаются в одной точке (эта точка является цен-

тром окружности, описанной около данного треугольника);

– ортоцентр Н треугольника, его центроид М и центр О опи-

санной окружности лежат на одной прямой (она называется прямой  

Эйлера), причем ОМ : МН = 1 : 2 (рис. 11.1);

– основания высот треугольника, середины его сторон и сере-

дины отрезков, соединяющих ортоцентр треугольника с его верши-

нами, лежат на одной окружности (она называется окружностью 

Эйлера, или окружностью девяти точек) (рис. 11.2): центр этой 

окружности совпадает с серединой отрезка, соединяющего орто-

центр и центр описанной окружности; радиус ее равен половине 

радиуса описанной окружности» [22].
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«Теорема 2 (теорема Менелая). Пусть А1, В1, С1 – три точки, лежащие на 

сторонах соответственно ВС, СА, АВ треугольника АВС или на их 

продолжениях (рис. 11.3). Точки А1, В1, С1 тогда и только тогда лежат на одной 

прямой, если: 
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Теорема 3 (теорема Чевы). Пусть А1, В1, С1 – три точки, лежащие на 

сторонах соответственно ВС, СА, АВ треугольника АВС, или на их 

продолжениях (рис. 11.4, а, б). Для того чтобы прямые АА1, ВВ1, СС1 

пересекались в одной точке, необходимо и достаточно, чтобы: 
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«Теорема 4. Биссектриса внутреннего угла треугольника делит 

противоположную сторону на части, пропорциональные сторонам этого 

треугольника, заключающим данный угол: ВD : DС = АВ : ВС (рис. 11.5). 
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1
, В

1
, С

1
 тогда и только 

тогда лежат на одной прямой, если
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1
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1
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1
 – три точки, лежащие 

на сторонах соответственно ВС, СА, АВ треугольника АВС, или  
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ВВ
1
, СС

1
 пересекались в одной точке, необходимо и достаточно, 

чтобы: 
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«Теорема 4. Биссектриса внутреннего угла треугольника делит 

противоположную сторону на части, пропорциональные сторонам 

этого треугольника, заключающим данный угол: ВD : DС = АВ : ВС 

(рис. 11.5).

Теорема 5. Средние линии треугольника делят его на четыре 

равных треугольника (рис. 11.6).
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Теорема 5. Средние линии треугольника делят его на четыре равных 

треугольника (рис. 11.6). 

 
Рис. 11.5   Рис. 11.6   Рис. 11.7 

 

Теорема 6. Середины сторон выпуклого четырехугольника являются 

вершинами параллелограмма (рис. 11.7). 

Теорема 7 (признак прямоугольного треугольника). Если в треугольнике 

одна из медиан равна половине стороны, к которой она проведена, то этот 

треугольник прямоугольный» [22]. 

«Теорема 8. В прямоугольном треугольнике (рис. 11.8): а) высота, 

проведенная из вершины прямого угла на гипотенузу, является средней 

пропорциональной величиной между проекциями катетов на гипотенузу: CD2 = 

AD ‧ BD; б) каждый катет является средней пропорциональной величиной 

между гипотенузой и проекцией этого катета на гипотенузу: АC2 = AВ ‧ АD; ВC2 

= AВ ‧ BD. 

 
Рис. 11.8 

 

Теорема 9. Если R и r – радиусы соответственно описанной и вписанной 

окружностей прямоугольного треугольника, катеты которого равны a и b, а 

гипотенуза – c, то 
2

,
2

barRcbar 



 » [21]. 

«Теорема 10. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме 

квадратов его сторон. 

                    Рис. 11.5                     Рис. 11.6                   Рис. 11.7

Теорема 6. Середины сторон выпуклого четырехугольника яв-

ляются вершинами параллелограмма (рис. 11.7).

Теорема 7 (признак прямоугольного треугольника). Если в треу-

гольнике одна из медиан равна половине стороны, к которой она 

проведена, то этот треугольник прямоугольный» [22].

«Теорема 8. В прямоугольном треугольнике (рис. 11.8): а) высо-

та, проведенная из вершины прямого угла на гипотенузу, является 

средней пропорциональной величиной между проекциями катетов 

на гипотенузу: CD2 = AD ⋅ BD; б) каждый катет является средней 

пропорциональной величиной между гипотенузой и проекцией 

этого катета на гипотенузу: АC2 = AВ ⋅ АD; ВC2 = AВ ⋅ BD.
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Теорема 11 (теорема синусов). Во всяком треугольнике АВС  

со сторонами ВС = a, СА = b, АВ = с выполняется соотношение:
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где R – радиус описанной окружности. 

Теорема 12 (теорема косинусов). Во всяком треугольнике АВС со 

сторонами ВС = a, СА = b, АВ = с выполняется соотношение: 

a2 = b2 + с2 − 2bс cos A» [22]. 

«Теорема 13 (о площади треугольника): 

– площадь треугольника равна половине произведения основания на 

высоту (рис. 11.9): haS 
2
1

; 

– площадь треугольника равна половине произведения двух его сторон на 

синус угла между ними (рис. 11.10): CabS sin
2
1

 ; 

– площадь треугольника равна половине произведения периметра 

треугольника на радиус вписанной в него окружности (рис. 11.11): 

rсbaS  )(
2
1

; 

– площадь треугольника со сторонами a, b и с вычисляется по формуле 

(формула Герона): 

))()(( cpbpappS  , где 
2

cbap 
 ; 
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Рис. 11.9                        Рис. 11.10                     Рис. 11.11

– площадь треугольника со сторонами a, b и с вычисляется по 

формуле:
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R
abcS
4

 , 

где R – радиус описанной окружности; 

– отношение площадей двух подобных треугольников равно квадрату 

коэффициента подобия этих треугольников; 

– отношение площадей двух треугольников, имеющих общее основание 

(рис. 11.12), равно отношению высот этих треугольников: 

SΔABC : SΔABD = CE : DK; 

– отношение площадей двух треугольников, имеющих равные высоты 

(рис. 11.13), равно отношению оснований этих треугольников: 

SΔAEC : SΔBEC = AE : BE; 

 

 
Рис. 11.12    Рис. 11.13 

 

– отношение площадей двух треугольников, имеющих равный угол, равно 

отношению произведений длин сторон этих треугольников, заключающих этот 

угол: 
MKMP
ACAB

S
S

MPK

ABC




Δ

Δ , ( РМKВАС  )» [21]. 

«Теорема 14 (о площади четырехугольника): 

– площадь выпуклого четырехугольника равна половине произведения 

длин его диагоналей на синус угла между ними (рис. 11.14): φsin
2
1 mnS  ; 

– площадь выпуклого четырехугольника равна половине произведения его 

периметра на радиус вписанного круга (рис. 11.15): 

rdсbaS  )(
2
1

; 

– площадь трапеции равна произведению полусуммы ее оснований на 

высоту (произведению средней линии на высоту); 

где R – радиус описанной окружности;

– отношение площадей двух подобных треугольников равно 

квадрату коэффициента подобия этих треугольников;

– отношение площадей двух треугольников, имеющих общее 

основание (рис. 11.12), равно отношению высот этих треугольни-
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– площадь выпуклого четырехугольника равна половине произведения 

длин его диагоналей на синус угла между ними (рис. 11.14): φsin
2
1 mnS  ; 

– площадь выпуклого четырехугольника равна половине произведения его 

периметра на радиус вписанного круга (рис. 11.15): 
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– площадь трапеции равна произведению полусуммы ее оснований на 

высоту (произведению средней линии на высоту); 
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– площадь выпуклого четырехугольника равна половине про-

изведения его периметра на радиус вписанного круга (рис. 11.15): 
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– площадь параллелограмма равна произведению длин двух его сторон на 

синус угла между ними (рис. 11.16); 
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– площадь ромба равна половине произведения его диагоналей» [22]. 

Приведем примеры решения задач. 

Задача 11.1. «Две медианы треугольника, равные 9 и 12, взаимно 

перпендикулярны. Найдите длину третьей медианы этого треугольника. 

Решение. 

Построение данного треугольника начинаем с проведения двух взаимно 

перпендикулярных прямых. Пусть О – точка их пересечения (рис. 11.17). 
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На одной из этих прямых выбираем точку А и строим точку Р (по разные 

стороны от точки О) так, чтобы выполнялось АО : ОР = 2 : 1. Аналогично на 

другой прямой выбираем точку В и строим точку Н так, чтобы ВО : ОН = 2 : 1. 

Точки А и В принимаем за вершины заданного треугольника и получаем третью 

вершину С = АН ∩ ВР. 

Рис. 11.14            Рис. 11.15            Рис. 11.16
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На одной из этих прямых выбираем точку А и строим точку Р (по 

разные стороны от точки О) так, чтобы выполнялось АО : ОР = 2 : 1.  
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Аналогично на другой прямой выбираем точку В и строим точку Н 

так, чтобы ВО : ОН = 2 : 1. Точки А и В принимаем за вершины за-

данного треугольника и получаем третью вершину С = АН 
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На одной из этих прямых выбираем точку А и строим точку Р (по разные 

стороны от точки О) так, чтобы выполнялось АО : ОР = 2 : 1. Аналогично на 

другой прямой выбираем точку В и строим точку Н так, чтобы ВО : ОН = 2 : 1. 

Точки А и В принимаем за вершины заданного треугольника и получаем третью 

вершину С = АН ∩ ВР.  ВР.

Докажем, что ВН и АР – медианы треугольника АВС. Из соотно-

шений АО : ОР = ВО : ОН = 2 : 1 следует подобие треугольников АОВ 

и РОН с равными вертикальными углами при вершине О. Поэтому 

НР║АВ и НР = 0,5 АВ.

Это означает, что точки Н и Р – середины сторон соответствен-

но АС и ВС треугольника АВС, то есть АР и ВН – его медианы. Теперь 

приступаем к „вычислительному“ этапу решения этой задачи. Пусть 

АР = 9 и ВН = 12 – медианы в ∆АВС. Найдем длину медианы СМ.  

По свойству медиан треугольника имеем: 

АО : ОР = ВО : ОН = 2 : 1
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треугольника имеем: АО : ОР = ВО : ОН = 2 : 1  АО = ;69
3
2

3
2

AP  

812
3
2

3
2

 BHBO . Тогда по теореме Пифагора в прямоугольном ∆АОВ: 

1086 2222  BOAOAB . Так как ОМ – медиана этого треугольника, 

проведенная из вершины прямого угла, то 510
2
1

2
1

 ABOM . Имеем: МО : 

ОС = 1 : 2, значит, СМ = 3МО = 3 ‧ 5 = 15» [17]. 

Ответ: 15. 

Задача 11.2. «Найдите площадь треугольника ABC, если AB = 26 см, AC = 

30 см и длина медианы AM равна 14 см. 

Решение. 

 
Рис. 11.18 

Достроим треугольник АВС до параллелограмма АВDС (рис. 11.18), в 

котором М – середина АD. Тогда АD = 28, по формуле Герона находим 

33614121642 ABDS , что составляет половину площади 

параллелограмма АВDС, которая, в свою очередь, равна удвоенной площади 

треугольника АВС. Значит, S∆АВС = 336 (см2)» [28]. 

Ответ: 336 см2. 

   
D В

С А

М
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, что составляет  
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половину площади параллелограмма АВDС, которая, в свою 

очередь, равна удвоенной площади треугольника АВС. Значит,  

S∆АВС
 = 336 (см2)» [28].

Ответ: 336 см2.

Задача 11.3. «В выпуклом четырехугольнике ABCD длины диа-

гоналей равны 7 и 18. Найдите площадь четырехугольника, зная, 

что длины отрезков, соединяющих середины его противоположных 

сторон, равны.

Решение.
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Задача 11.3. «В выпуклом четырехугольнике ABCD длины диагоналей 

равны 7 и 18. Найдите площадь четырехугольника, зная, что длины отрезков, 

соединяющих середины его противоположных сторон, равны. 

Решение. 

 
Рис. 11.19 

 

Пусть МK и РН – отрезки, соединяющие середины противоположных 

сторон выпуклого четырехугольника ABCD (рис. 11.19), причем МK = РН, АС = 

18, ВD = 7. Имеем: МР║АС, ACMP
2
1

  (как средняя линия ∆АВС); НK║АС, 

ACHK
2
1

  (как средняя линия ∆АDС)  МР║НK, МР = НK  МРKН – 

параллелограмм. А так как МK = РН, то четырехугольник МРKН – 

прямоугольник, стороны которого параллельны диагоналям АС и ВD данного 

четырехугольника ABCD, поэтому АС  ВD. 

Это означает, что 
2
1

ABCDS  63718
2
1

 BDAC  (кв. ед.)» [28]. 

Ответ: 63 кв. ед. 

 

Треугольник, четырехугольник и окружность 

Для решения задач на комбинации треугольника, многоугольника с 

окружностью применяются следующие теоремы. 

«Теорема 15 (об измерении углов, связанных с окружностью): 

– центральный угол измеряется дугой, на которую он опирается (рис. 

11.20); 

Рис. 11.19

Пусть МK и РН – отрезки, соединяющие середины противо-

положных сторон выпуклого четырехугольника ABCD (рис. 11.19), 

причем МK = РН, АС = 18, ВD = 7. Имеем: МР║АС, 
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Треугольник, четырехугольник и окружность

Для решения задач на комбинации треугольника, многоуголь-

ника с окружностью применяются следующие теоремы.

«Теорема 15 (об измерении углов, связанных с окружностью):

– центральный угол измеряется дугой, на которую он опирает-

ся (рис. 11.20);

– вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он 

опирается (рис. 11.20);
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– угол с вершиной внутри круга (рис. 11.21) измеряется полу-

суммой дуг, заключенных между его сторонами и их продолжения-

ми за вершину угла;

– угол с вершиной вне круга (рис. 11.22) измеряется полуразно-

стью дуг, заключенных между его сторонами (предполагается, что 

каждая из сторон угла пересекается с окружностью данного круга);

– угол между касательной и хордой (рис. 11.23) измеряется по-

ловиной дуги, заключенной между ними» [22].
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– вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опирается 
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Рис. 11.20   Рис. 11.21   Рис. 11.22   Рис. 11.23 

 

«Теорема 16 (о свойствах касательных, секущих и хорд окружности): 

– радиус, проведенный в точку касания, перпендикулярен касательной 

(рис. 11.24); 

– если из точки проведены две касательные к окружности, то длины 

отрезков касательных от этой точки до точек касания равны и центр 

окружности лежит на биссектрисе угла между ними (рис. 11.25); 

– если из точки А проведена касательная АВ и секущая АС, то АС ‧ АD = 

AB2 (рис. 11.26); 

– если хорды АВ и СD пересекаются в точке М (рис. 11.27), то МА ‧ МВ = 

МС ‧ МD; 

– если из точки М проведены к окружности две секущие МАВ и МСD 

(рис. 11.28), то МА ‧ МВ = МС ‧ МD» [25]. 
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ны и центр окружности лежит на биссектрисе угла между ними  
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– если из точки А проведена касательная АВ и секущая АС, то  

АС ⋅ АD = AB2 (рис. 11.26);

– если хорды АВ и СD пересекаются в точке М (рис. 11.27), то  

МА ⋅ МВ = МС ⋅ МD;

– если из точки М проведены к окружности две секущие МАВ  

и МСD (рис. 11.28), то МА ⋅ МВ = МС ⋅ МD» [25].
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«Теорема 17 (о центре вписанной и описанной окружности 

треугольника): 

– три биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке (эта точка 

является центром окружности, вписанной в данный треугольник); 

– три серединных перпендикуляра к сторонам треугольника пересекаются 

в одной точке (эта точка является центром окружности, описанной около 

данного треугольника). 

Теорема 18 (об окружности и четырехугольнике): 

– около выпуклого четырехугольника АВСD можно описать окружность 

тогда и только тогда, когда сумма величин его противоположных углов равна 

180°: А + С = В + D = 180°; 

– в выпуклый четырехугольник можно вписать окружность тогда и 

только тогда, когда равны суммы длин его противоположных сторон: a + c = b 

+ d; 

– из всех параллелограммов только около прямоугольника можно описать 

окружность; 

– около трапеции можно описать окружность тогда и только тогда, когда 

она равнобедренная; 

– если для четырех точек А, В, М и K плоскости выполняется одно из 

следующих условий: 

а) АМВ = АKВ и точки М и K расположены по одну сторону от прямой 

АВ; 

                               Рис. 11.27                                           Рис. 11.28

«Теорема 17 (о центре вписанной и описанной окружности треу-

гольника):
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(эта точка является центром окружности, вписанной в данный тре-

угольник);

– три серединных перпендикуляра к сторонам треугольника 

пересекаются в одной точке (эта точка является центром окружно-

сти, описанной около данного треугольника).
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– около выпуклого четырехугольника АВСD можно описать 

окружность тогда и только тогда, когда сумма величин его противо-

положных углов равна 180°: ∠А + ∠С = ∠В + ∠D = 180°;

– в выпуклый четырехугольник можно вписать окружность тог-

да и только тогда, когда равны суммы длин его противоположных 

сторон: a + c = b + d;

– из всех параллелограммов только около прямоугольника 

можно описать окружность;

– около трапеции можно описать окружность тогда и только 

тогда, когда она равнобедренная;

– если для четырех точек А, В, М и K плоскости выполняется 

одно из следующих условий:

а)	∠АМВ = ∠АKВ и точки М и K расположены по одну сторону  

от прямой АВ;

б)	∠АМВ + ∠АKВ = 180° и точки М и K расположены по разные сто-

роны от прямой АВ, то точки А, В, М и K лежат на одной окруж-

ности» [22].

Таким образом, при решении задач по теме «Треугольник, че-

тырехугольник, n-угольники. Окружность и круг» рекомендуется 

использовать табл. 6–9 [21].



~ 128 ~

Таблица 6

Треугольник. Окружность

Содержание 
формулы

Формула
Символы 

(обозначения)

Периметр (P) P = a + b + c;
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Сумма внутренних 
углов 

A + B + C = 180° A, B, C – величины углов 
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a2 = b2 + c2 − 2bc cos A; 
b2 = a2 + c2 − 2ac cos B; 
c2 = a2 + b2 − 2ab cos C; 

bc
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A 2cos
222


  a, b, c – длины сторон; 
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b
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1
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2
1
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2
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2
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BacCabS




 

S = pr; 

R
abcS
4

 ; 

))()(( cpbpappS   
 

a, b, c – длины сторон; 
ha, hb, hc – длины высот; 
A, B, C – величины углов; 
p – полупериметр; 
r – радиус вписанной 
окружности; 
R – радиус описанной 
окружности 

a, b, c – длины сторон;
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Сумма внутренних 
углов
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h

a
, h

b
, h

c
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A, B, C – величины 
углов;
p – полупериметр;
r – радиус вписанной 
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Связь между медианой  
и сторонами
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Связь между медианой 
и сторонами 

4
22 222

2 acbma


  

 

a, b, c – длины сторон; 
ma – длина медианы к 
стороне a; 
m, n – длины отрезков, на 
которые биссектриса угла 
С делит сторону с; 
ha, hb, hc – длины высот; 
r – радиус вписанной 
окружности 

Свойство биссектрисы 
внутреннего угла b

a
n
m
  

 
Связь между высотами 
и радиусом вписанной 
окружности rhhh cba

1111   

 

Таблица 7 

Прямоугольный треугольник. Окружность 
Содержание формулы Формула Символы (обозначения) 

Сумма острых углов A + B = 90° A, B – величины острых 
углов 

Теорема Пифагора a2 + b2 = c2 a, b – длины катетов; 
c – длина гипотенузы; 
hс – длина высоты; 
a1, b1 – длины проекций 
катетов на гипотенузу; 
r – радиус вписанной 
окружности; 
R – радиус описанной 
окружности 

Метрические соотношения hc
2 = a1 ‧ b1; 

a2 = c ‧ a1, b2 = c ‧ b1 

Зависимость между 
сторонами, радиусами 
вписанной и описанной 
окружностей 

;
2
cR   ;

2
cbar 

  

;
2

22 babar 
  

)(
2
1 barR   

 

Площадь (S) 

 

abS
2
1

  

 

a, b – длины катетов 

 
Таблица 8 

Правильный треугольник. Окружность 
Содержание формулы Формула Символы (обозначения) 

Периметр (P) P = 3a a – длина стороны 
Величина угла A = B = C = 60° A, B, C – величины углов 

Зависимость между 
высотой и стороной 

 

2
3ah   

 

h – длина высоты; 
a – длина стороны; 
R – радиус описанной 
окружности; 

a, b, c – длины сторон;
m

a
 – длина медианы 

к стороне a;
m, n – длины отрез-
ков, на которые бис-
сектриса угла С делит 
сторону с;
h

a
, h

b
, h

c
 – длины 

высот;
r – радиус вписанной 
окружности

Свойство биссектрисы 
внутреннего угла
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h – длина высоты; 
a – длина стороны; 
R – радиус описанной 
окружности; 

h – длина высоты;
a – длина стороны;
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окружности;
r – радиус вписанной 
окружности
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Зависимость между 
стороной, радиусами 
вписанной и описанной 
окружностей 

3Ra  ; R = 2r; 

3
3aR  ; 

6
3ar   

r – радиус вписанной 
окружности 

Выражение площади (S) 
через: сторону, радиус 
описанной окружности, 
радиус вписанной 
окружности 

 

4
32aS  ; 

4
33 2RS  ; 

33 2rS   
 

a − длина стороны, 
R − радиус описанной 
окружности, 
r − радиус вписанной 
окружности 

 
Таблица 9 

Окружность и круг 
Содержание формулы Формула Символы (обозначения ) 

Длина окружности (С) С = 2πR С – длина окружности; 
R – радиус окружности 

Длина дуги (l) 
180
πRnl  ; l = φR 

С – длина окружности; 
R – радиус окружности; 
n – градусная мера дуги; 
φ – градусная мера дуги; 
R – радиус круга; 
d – диаметр; 
a – длина стороны; 
b – основание сегмента; 
h – высота сегмента 

Площадь круга (S) S = πR2; 
4

π 2dS   

 

Площадь сектора (S) 
360

π 2nRS   

Площадь сегмента (S) 
Δ

360
π 2

SnRS  ; 

bhS
3
2

  

 

Приведем примеры решения задач. 

Задача 11.4. В прямоугольный треугольник, периметр которого равен 15, 

вписана окружность радиуса 1. Найдите стороны этого треугольника. 

Решение. 

Выражение площади 
(S) через: сторону, ра-
диус описанной окруж-
ности, радиус вписан-
ной окружности
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4
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a − длина стороны, 
R − радиус описанной 
окружности, 
r − радиус вписанной 
окружности 
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Приведем примеры решения задач. 

Задача 11.4. В прямоугольный треугольник, периметр которого равен 15, 

вписана окружность радиуса 1. Найдите стороны этого треугольника. 

Решение. 

a – длина стороны;
R – радиус описанной 
окружности;
r – радиус вписанной 
окружности



~ 130 ~

Таблица 9

Окружность и круг

Содержание 
формулы

Формула
Символы 

(обозначения)

Длина окружности (С) С = 2πR С – длина окружности;
R – радиус окружности
n – градусная мера дуги;
φ – радианная мера дуги;
R – радиус круга;
d – диаметр;
b – основание сегмента;
h – высота сегмента

Длина дуги (l)
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Приведем примеры решения задач. 

Задача 11.4. В прямоугольный треугольник, периметр которого равен 15, 

вписана окружность радиуса 1. Найдите стороны этого треугольника. 

Решение. 

Площадь сектора (S)
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Зависимость между 
стороной, радиусами 
вписанной и описанной 
окружностей 

3Ra  ; R = 2r; 

3
3aR  ; 

6
3ar   

r – радиус вписанной 
окружности 

Выражение площади (S) 
через: сторону, радиус 
описанной окружности, 
радиус вписанной 
окружности 

 

4
32aS  ; 

4
33 2RS  ; 

33 2rS   
 

a − длина стороны, 
R − радиус описанной 
окружности, 
r − радиус вписанной 
окружности 
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Решение. 

Приведем примеры решения задач.

Задача 11.4. В прямоугольный треугольник, периметр которо-

го равен 15, вписана окружность радиуса 1. Найдите стороны этого 

треугольника.

Решение.
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Рис. 11.29 

Пусть в прямоугольный треугольник АВС вписана окружность с центром 

О и радиусом r (рис. 11.29). Обозначим: АВ = c, ВС = a, АС = b. Так как c = (a − 

1) + (b − 1), то a + b + c = a + b + (a − 1) + (b − 1) = 15  a + b = 8,5. 

Имеем: 

115
2
1)(

2
1

2
1

Δ  rcbabaS ABC , 

откуда a ‧ b = 15. Таким образом, a + b = 8,5 и a ‧ b = 15, поэтому значения a и b 

являются корнями квадратного уравнения: 

0301720155,8 22  tttt . 

Находим: t1 = 2,5, t2 = 6. Значит, a = 2,5; b = 6. Тогда c = 15 − (a + b) = 15 − 

8,5 = 6,5. 

Ответ: АВ = 6,5; ВС = 2,5; АС = 6. 

Задача 11.5. В окружность радиуса 32,5 см вписан треугольник, две 

стороны которого равны 25 и 39 см. Найдите третью сторону треугольника. 

Решение. 
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Рис. 11.29

Пусть в прямоугольный треугольник АВС вписана окружность  

с центром О и радиусом r (рис. 11.29). Обозначим: АВ = c, ВС = a,  

АС = b. Так как c = (a − 1) + (b − 1), то a + b + c = a + b + (a − 1) + (b − 1) = 

= 15 ⇒ a + b = 8,5.
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Имеем:
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откуда a ⋅ b = 15. Таким образом, a + b = 8,5 и a ⋅ b = 15, поэтому 

значения a и b являются корнями квадратного уравнения:
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Находим: t
1
 = 2,5, t

2
 = 6. Значит, a = 2,5; b = 6. 

Тогда c = 15 − (a + b) = 15 − 8,5 = 6,5.

Ответ: АВ = 6,5; ВС = 2,5; АС = 6.

Задача 11.5. В окружность радиуса 32,5 см вписан треугольник, 

две стороны которого равны 25 и 39 см. Найдите третью сторону 

треугольника.

Решение.
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Рис. 11.30

Пусть в ΔАВС известно (рис. 11.30): АВ = 25 см, ВС = 39 см. Най-

дем длину стороны АС. Вычислим сначала высоту ВН:
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Рис. 11.30 

 

Пусть в ΔАВС известно (рис. 11.30): АВ = 25 см, ВС = 39 см. Найдем 

длину стороны АС. Вычислим сначала высоту ВН: 

ВH = 15
5,322

3925
2







R
BCAB . 

В ΔАВН и ΔВСН: 

201525 2222  BHABAH ; 

361539 2222  BHBCCH . 

Тогда: АС = АН + НС = 20 + 36 = 56 (см). 

Ответ: 56 см. 

Задача 11.6. В прямоугольную трапецию с основаниями а и b вписана 

окружность. Найдите площадь этой трапеции. 

Решение. 

 
Рис. 11.31 

 

Пусть окружность с центром О и радиусом R, вписанная в 

прямоугольную трапецию АВСD, касается ее оснований АD = а и ВС = b в 

точках Н и Р, а боковых сторон АВ и СD – в точках М и K соответственно (рис. 

11.31). Тогда: О  РН; ОМ = ВР = АН = R; РН = 2R, (О – середина высоты РН 

трапеции); РС = b − R, НD = а − R. Так как центр окружности, вписанной в 

трапецию, – точка пересечения биссектрис углов трапеции; сумма внутренних 

односторонних углов трапеции при ее основаниях равна 180°, тогда центр О 

окружности, вписанной в трапецию, – вершина прямого угла прямоугольного 

В ΔАВН и ΔВСН:
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Задача 11.6. В прямоугольную трапецию с основаниями а и b 

вписана окружность. Найдите площадь этой трапеции.

Решение.

140 
 

Рис. 11.30 

 

Пусть в ΔАВС известно (рис. 11.30): АВ = 25 см, ВС = 39 см. Найдем 

длину стороны АС. Вычислим сначала высоту ВН: 

ВH = 15
5,322

3925
2







R
BCAB . 

В ΔАВН и ΔВСН: 

201525 2222  BHABAH ; 

361539 2222  BHBCCH . 

Тогда: АС = АН + НС = 20 + 36 = 56 (см). 

Ответ: 56 см. 

Задача 11.6. В прямоугольную трапецию с основаниями а и b вписана 

окружность. Найдите площадь этой трапеции. 

Решение. 

 
Рис. 11.31 

 

Пусть окружность с центром О и радиусом R, вписанная в 

прямоугольную трапецию АВСD, касается ее оснований АD = а и ВС = b в 

точках Н и Р, а боковых сторон АВ и СD – в точках М и K соответственно (рис. 

11.31). Тогда: О  РН; ОМ = ВР = АН = R; РН = 2R, (О – середина высоты РН 

трапеции); РС = b − R, НD = а − R. Так как центр окружности, вписанной в 

трапецию, – точка пересечения биссектрис углов трапеции; сумма внутренних 

односторонних углов трапеции при ее основаниях равна 180°, тогда центр О 

окружности, вписанной в трапецию, – вершина прямого угла прямоугольного 

Рис. 11.31

Пусть окружность с центром О и радиусом R, вписанная в пря- 

моугольную трапецию АВСD, касается ее оснований АD = а  

и ВС = b в точках Н и Р, а боковых сторон АВ и СD – в точках М  

и K соответственно (рис. 11.31). Тогда: О ∈ РН; ОМ = ВР = АН = R;  

РН = 2R (О – середина высоты РН трапеции); РС = b − R,  

НD = а − R. Так как центр окружности, вписанной в трапецию, – 

точка пересечения биссектрис углов трапеции; сумма внутренних 

односторонних углов трапеции при ее основаниях равна 180°, тогда 

центр О окружности, вписанной в трапецию, – вершина прямого 

угла прямоугольного треугольника СОD. Значит, в этом треуголь-

нике на основании свойства высоты, проведенной из вершины 

прямого угла на гипотенузу, имеем: ОK2 = СK ‧ KD (ОK ⊥ СD, как 

радиус, проведенный в точку касания).

На основании свойства отрезков касательных, проведенных  

к окружности из данной точки, находим: 

СK = РС = b − R, KD = НD = а − R. 

Тогда 

R2 = (b − R) ⋅ (а − R) = аb − R(а + b) + R2 
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треугольника СОD. Значит, в этом треугольнике на основании свойства 

высоты, проведенной из вершины прямого угла на гипотенузу, имеем: ОK2 = 

СK ‧ KD (ОK  СD, как радиус, проведенный в точку касания). 

На основании свойства отрезков касательных, проведенных к окружности 

из данной точки, находим: СK = РС = b − R, KD = НD = а − R. Тогда: R2 = (b − 

R)∙‧ (а − R) = аb − R(а + b) + R2  R = 
ba

ab


. Sтрап = 0,5(ВС + АD) ‧ РН = 0,5(b + 

+ а) 2 
ba

ab


= аb (кв. ед.). 

Ответ: аb кв. ед. 

Задача 11.7. Основания равнобедренной трапеции, в которую можно 

вписать окружность, равны 1 и 3. Найдите радиус окружности, описанной 

около этой трапеции. 

Решение. 
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Решение.
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треугольника СОD. Значит, в этом треугольнике на основании свойства 
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СK ‧ KD (ОK  СD, как радиус, проведенный в точку касания). 

На основании свойства отрезков касательных, проведенных к окружности 

из данной точки, находим: СK = РС = b − R, KD = НD = а − R. Тогда: R2 = (b − 
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значит, НD = АD − АН = 3 − 2 = 1. Тогда в прямоугольном треугольнике 

СНD имеем: СD = 2НD ⇒ ∠HCD = 30°, значит, ∠CDH = 60°.

В прямоугольных треугольниках СНD и АСН находим соответ-

ственно: 
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прямоугольном треугольнике СНD имеем: СD = 2НD  HCD = 30°, значит, 

CDH = 60°. 

В прямоугольных треугольниках СНD и АСН находим соответственно: 

СН2 = СD2 − НD2 = 4 − 1 = 3; 73422  CHAHAC . Трапеция АВСD 

– равнобедренная, поэтому окружность ω1, описанная около этой трапеции, 

совпадает с окружностью, описанной около ΔАСD. Значит, искомый радиус R 

найдем по теореме синусов в ∆АСD: 
3
21

2
32:7

60sin2














ACR . 

Ответ: 
3
21 . 

 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы 

студентов 
Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. В равнобедренном треугольнике основание равно 10 см, а боковая 

сторона равна 13 см. Найдите радиус окружности, вписанной в этот 

треугольник. 

Задание 2. Найдите сторону равностороннего треугольника, если радиус 

описанной около него окружности равен 10 см. 

Задание 3. Около прямоугольного треугольника АВС с прямым углом С 

описана окружность. Найдите радиус этой окружности, если АС = 18 см, угол В 

равен 30°. 

.

Трапеция АВСD – равнобедренная, поэтому окружность ω
1
, 

описанная около этой трапеции, совпадает с окружностью, опи-
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.

Методические указания по выполнению  
самостоятельной работы студентов

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует  

изучить представленный выше теоретический материал, разобрать 

и записать решения типовых заданий по теме, изучить рекоменду-

емую литературу.
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В случае возникновения затруднений при изучении теоретиче-

ского материала и выполнении практических заданий студент мо-

жет получить консультацию у преподавателя.

Задание 1. В равнобедренном треугольнике основание равно 

10 см, а боковая сторона равна 13 см. Найдите радиус окружности, 

вписанной в этот треугольник.

Задание 2. Найдите сторону равностороннего треугольника, 

если радиус описанной около него окружности равен 10 см.

Задание 3. Около прямоугольного треугольника АВС с прямым 

углом С описана окружность. Найдите радиус этой окружности, 

если АС = 18 см, угол В равен 30°.

Задание 4. Диагонали четырехугольника равны 16 и 20 см и пере-

секаются под углом в 30°. Найдите площадь этого четырехугольника.

Задание 5. В треугольнике MNK известны длины двух сторон: 

3 и 4 см, а также угол между ними 30°. Найдите третью сторону  

и радиус описанной окружности около этого треугольника.

Задание 6. Сумма двух противоположных сторон описанного 

четырехугольника равна 12 см, а радиус вписанной в него окружно-

сти равен 5 см. Найдите площадь четырехугольника.

Задание 7. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием 

ВС высота АD равна 8 см. Найдите площадь треугольника АВС,  

если медиана DM треугольника АDC равна 8 см.

Задание 8. Стороны АВ и ВС прямоугольника АВСD равны 

соответственно 6 и 8 см. Прямая, проходящая через вершину С  

и перпендикулярная к прямой BD, пересекает сторону AD в точ- 

ке М, а диагональ BD – в точке K. Найдите площадь четырехуголь-

ника АВKМ.

Задание 9* (из ЕГЭ). В треугольнике ABC угол ABC тупой, H – 

точка пересечения продолжений высот, угол AHC равен 60°.

Докажите, что угол АВС равен 120°. Найдите BH, если АС = 7  

и ВС = 8.



~ 135 ~

Контрольные вопросы

1.	Что такое треугольник? Какие треугольники вы знаете?

2.	Назовите основные формулы нахождения площади треугольника.

3.	Что такое высота, биссектриса и медиана треугольника?

4.	Какие признаки равенства и подобия треугольников вы знаете?

5.	Что такое средняя линия треугольника? Какими свойствами она 

обладает?

6.	Какая фигура называется четырехугольником (квадратом, пря-

моугольником, ромбом, параллелограммом, трапецией). Пере-

числите их свойства.

7.	Какие формулы нахождения площади четырехугольника (ква-

драта, прямоугольника, ромба, параллелограмма, трапеции)  

вы знаете? 

8.	Что такое средняя линия трапеции? Какими свойствами она 

обладает?

9.	Сформулируйте теорему косинусов, теорему синусов и следствие 

из нее.

10.	Где лежит центр окружности, вписанной в треугольник? Где ле-

жит центр окружности, описанной около треугольника?

11.	Как можно найти площадь треугольника, зная радиус вписанной 

в него окружности, радиус описанной около нее окружности?

12.	Какие формулы надо знать при решении задач на правильный 

треугольник?

13.	Какие теоремы используются при решении задач на прямоу-

гольный треугольник?

14.	Назовите теоремы, которые применяются при решении задач  

на измерение углов, связанных с окружностью; на свойства ка-

сательных, секущих и хорд окружности.

15.	Когда можно описать окружность около четырехугольника, 

вписать окружность в четырехугольник?
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Тема 12. Основные понятия и формулы  
для вычисления площадей и объемов многогранников  

и тел вращения

Форма проведения: практическое занятие.

Вопросы для обсуждения

1.	Понятие многогранника и его виды. Вычисление площадей  

и объемов многогранников.

2.	Цилиндр и его свойства. Площади боковой и полной поверхно-

стей цилиндра. Построение изображения правильной призмы, 

вписанной в цилиндр.

3.	Конус и его свойства. Площади боковой и полной поверхностей 

конуса. Построение изображения правильной призмы, вписан-

ной в конус.

4.	Понятия шара и сферы. Метрические соотношения для шара 

(сферы).

5.	Соотношения, используемые при решении задач на комбинации 

сферы с кубом и прямоугольным параллелепипедом.

Методические указания по проведению занятия

На практическом занятии студенты повторяют основные по-

нятия и теоретические сведения по теме, выполняют практические 

задания под руководством преподавателя, отвечают на контроль-

ные вопросы.

Методические материалы к занятию

При решении задач по данной теме рекомендуется использо-

вать табл. 10–11 [27].

Далее подробнее рассмотрим основные понятия и формулы  

по теме «Фигуры вращения. Вычисление площадей и объемов  

тел вращения», которая вызывает наибольшие затруднения у школь-

ников.
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Таблица 10

Многогранники. Вычисление площадей  
и объемов многогранников

Содержание 
формулы

Формула
Символы 

(обозначения)

Площадь поверхности 
куба (S)

S = 6а2 a – длина ребра куба

Площадь боковой 
поверхности прямой 
призмы (S

бок
)

S
бок

 = P ⋅ h
P – периметр основания;
h – высота (длина боково-
го ребра)

Площадь боковой 
поверхности наклон-
ной призмы (S

бок
)

S
бок

 = P ⋅ l
P – периметр перпенди-
кулярного сечения;
l – длина бокового ребра

Площадь боковой 
поверхности прямого 
параллелепипеда (S

бок
)

S
бок

 = P ⋅ l
P – периметр основания;
l – длина бокового ребра

Площадь боковой 
поверхности правиль-
ной пирамиды (S

бок
)
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3. Конус и его свойства. Площади боковой и полной поверхностей конуса. 

Построение изображения правильной призмы, вписанной в конус. 

4. Понятия шара и сферы. Метрические соотношения для шара (сферы). 

5. Соотношения, используемые при решении задач на комбинации сферы с 

кубом и прямоугольным параллелепипедом. 

 

Методические указания по проведению занятия 
На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме занятия, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 
Методические материалы к занятию 

При решении задач по данной теме рекомендуется использовать табл. 10–

11 [27]. 
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Содержание формулы Формула Символы (обозначения) 

Площадь поверхности 
куба (S) S = 6а2 a – длина ребра куба 

Площадь боковой 
поверхности прямой 
призмы (Sбок) 

Sбок = P ‧ h 
P – периметр основания, 
h – высота (длина бокового 
ребра) 

Площадь боковой 
поверхности наклонной 
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Площадь боковой 
поверхности прямого 
параллелепипеда (Sбок) 

Sбок = P ‧ l P – периметр основания 
l – длина бокового ребра 

Площадь боковой 
поверхности правильной 
пирамиды (Sбок) 

aPS 
2
1

бок  

φcosбок
QS   

P – периметр основания, 
a – апофема, 
Q – площадь основания, 
φ – величина двугранного, 
угла при стороне основания 

Площадь боковой 
поверхности правильной 
усеченной пирамиды 
(Sбок) 

hPPS 



2

1
бок  P, P1 – периметры оснований, 

h – апофема 

P – периметр основания;
a – апофема;
Q – площадь основания;
φ – величина двугранного 
угла при стороне 
основания

Площадь боковой 
поверхности правиль-
ной усеченной пира-
миды (S

бок
)
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3. Конус и его свойства. Площади боковой и полной поверхностей конуса. 

Построение изображения правильной призмы, вписанной в конус. 

4. Понятия шара и сферы. Метрические соотношения для шара (сферы). 

5. Соотношения, используемые при решении задач на комбинации сферы с 

кубом и прямоугольным параллелепипедом. 

 

Методические указания по проведению занятия 
На практическом занятии студенты повторяют основные понятия и 

теоретические сведения по теме занятия, выполняют практические задания под 

руководством преподавателя, отвечают на контрольные вопросы. 

 
Методические материалы к занятию 

При решении задач по данной теме рекомендуется использовать табл. 10–

11 [27]. 

 

Таблица 10 

Многогранники. Вычисление площадей и объемов многогранников 
Содержание формулы Формула Символы (обозначения) 

Площадь поверхности 
куба (S) S = 6а2 a – длина ребра куба 

Площадь боковой 
поверхности прямой 
призмы (Sбок) 

Sбок = P ‧ h 
P – периметр основания, 
h – высота (длина бокового 
ребра) 

Площадь боковой 
поверхности наклонной 
призмы (Sбок) 

Sбок = P ‧ l 
P − периметр 
перпендикулярного сечения, 
l – длина бокового ребра 

Площадь боковой 
поверхности прямого 
параллелепипеда (Sбок) 

Sбок = P ‧ l P – периметр основания 
l – длина бокового ребра 

Площадь боковой 
поверхности правильной 
пирамиды (Sбок) 

aPS 
2
1

бок  

φcosбок
QS   

P – периметр основания, 
a – апофема, 
Q – площадь основания, 
φ – величина двугранного, 
угла при стороне основания 

Площадь боковой 
поверхности правильной 
усеченной пирамиды 
(Sбок) 

hPPS 



2

1
бок  P, P1 – периметры оснований, 

h – апофема 

P, P
1
 – периметры 

оснований;
h – апофема

Объем куба (V) V = a3 a – длина ребра куба

Объем прямоугольного 
параллелепипеда (V)

V = abc
a, b, с – измерения парал-
лелепипеда

Объем призмы (парал-
лелепипеда) (V)

V = S
осн

 ⋅ h;
V = Q ⋅ l

S
осн

 – площадь основания;
h – высота;
Q – площадь перпендику-
лярного сечения;
l – длина бокового ребра

Объем пирамиды (V)
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Объем куба (V) V = a3 a – длина ребра куба 
Объем прямоугольного 
параллелепипеда (V) V = abc a, b, с – измерения 

параллелепипеда 

Объем призмы 
(параллелепипеда) (V) 

V = Sосн ‧ h; 
V = Q ‧ l 

Sосн – площадь основания, 
h – высота, 
Q – площадь 
перпендикулярного сечения, 
l – длина бокового ребра 

Объем пирамиды (V) hSV  осн3
1

 Sосн – площадь основания, 
h – высота 

Объем усеченной 
пирамиды (V) 

)(
3
1

2211 QQQQhV 

 

Q1, Q2 – площади оснований, 
h – высота 

Отношение объемов 
тетраэдров ABCD и 
A1B1C1D1, имеющих 
равные трехгранные 
углы с вершинами A и A1 



1111 DCBA

ABCD
V
V

 

111111 DACABA
ADACAB



  

VABCD и 1111 DCBAV  – объемы 
тетраэдров ABCD и A1B1C1D1 

Таблица 11 

Фигуры вращения 
Содержание формулы Формула Символы (обозначения) 

Площадь боковой 
поверхности цилиндра 
(Sбок) 

Sбок = 2R ‧ h R – радиус основания, 
h – высота 

Площадь полной 
поверхности цилиндра 
(Sполн) 

Sполн = 2R(h + R) R – радиус основания, 
h – высота 

Площадь боковой 
поверхности конуса (Sбок) Sбок = Rl R – радиус основания, 

l – длина образующей 
Площадь полной 
поверхности конуса (Sполн) Sполн = R(l + R) R – радиус основания, 

l – длина образующей 
Площадь боковой 
поверхности усеченного 
конуса (Sбок) 

Sбок = l(R + r) R, r – радиусы оснований, 
l – длина образующей 

Площадь сферы (S) S = 4R2 R – радиус сферы 

Площадь сегментной 
поверхности (S) S = 2R ‧ H 

R – радиус сферы, 
H – высота сегментной 
поверхности 

Площадь шарового пояса 
(S) S = 2R ‧ H R – радиус шара, 

Н – высота шарового пояса 

Площадь поверхности 
шарового сектора (S) 

)22(π 2hRhhRS 
 

R – радиус шара, 
h – высота шарового 
сегмента 

Объем цилиндра (V) V = R2 ‧ H R – радиус основания, 
Н – высота 

S
осн

 – площадь основания;
h – высота

Объем усеченной 
пирамиды (V)
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(Sбок) 
Объем куба (V) V = a3 a – длина ребра куба 
Объем прямоугольного 
параллелепипеда (V) V = abc a, b, с – измерения 

параллелепипеда 

Объем призмы 
(параллелепипеда) (V) 

V = Sосн ‧ h; 
V = Q ‧ l 

Sосн – площадь 
основания, 
h – высота, 
Q – площадь 
перпендикулярного 
сечения, 
l – длина бокового ребра 

Объем пирамиды (V) hSV  осн3
1

 
Sосн – площадь 
основания, 
h – высота 

Объем усеченной 
пирамиды (V) )(

3
1

2211 QQQQhV   
Q1, Q2 – площади 
оснований, 
h – высота 

Отношение объемов 
тетраэдров ABCD и 
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равные трехгранные 
углы с вершинами A и A1 



1111 DCBA

ABCD
V
V

 

111111 DACABA
ADACAB

  

VABCD и 1111 DCBAV  – 
объемы тетраэдров 
ABCD и A1B1C1D1 
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l – длина образующей 
Площадь полной 
поверхности конуса (Sполн) Sполн = R(l + R) R – радиус основания, 

l – длина образующей 
Площадь боковой 
поверхности усеченного 
конуса (Sбок) 

Sбок = l(R + r) R, r – радиусы оснований, 
l – длина образующей 

Площадь сферы (S) S = 4R2 R – радиус сферы 

Площадь сегментной 
поверхности (S) S = 2R ‧ H 

R – радиус сферы, 
H – высота сегментной 
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Площадь шарового пояса 
(S) S = 2R ‧ H R – радиус шара, 

Н – высота шарового пояса 

Площадь поверхности 
шарового сектора (S) 

)22(π 2hRhhRS 
 

R – радиус шара, 
h – высота шарового 
сегмента 

Q
1
, Q

2
 – площади 

оснований;
h – высота
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Содержание 
формулы

Формула
Символы 

(обозначения)

Отношение объемов 
тетраэдров ABCD 
и A

1
B

1
C

1
D

1
, имеющих 

равные трехгранные 
углы с вершинами 
A и A

1
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Объем куба (V) V = a3 a – длина ребра куба 
Объем прямоугольного 
параллелепипеда (V) V = abc a, b, с – измерения 

параллелепипеда 

Объем призмы 
(параллелепипеда) (V) 

V = Sосн ‧ h; 
V = Q ‧ l 

Sосн – площадь основания, 
h – высота, 
Q – площадь 
перпендикулярного сечения, 
l – длина бокового ребра 

Объем пирамиды (V) hSV  осн3
1

 Sосн – площадь основания, 
h – высота 

Объем усеченной 
пирамиды (V) 

)(
3
1

2211 QQQQhV 
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углы с вершинами A и A1 



1111 DCBA

ABCD
V
V
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


  

VABCD и 1111 DCBAV  – объемы 
тетраэдров ABCD и A1B1C1D1 
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Содержание формулы Формула Символы (обозначения) 

Площадь боковой 
поверхности цилиндра 
(Sбок) 

Sбок = 2R ‧ h R – радиус основания, 
h – высота 

Площадь полной 
поверхности цилиндра 
(Sполн) 

Sполн = 2R(h + R) R – радиус основания, 
h – высота 

Площадь боковой 
поверхности конуса (Sбок) Sбок = Rl R – радиус основания, 

l – длина образующей 
Площадь полной 
поверхности конуса (Sполн) Sполн = R(l + R) R – радиус основания, 

l – длина образующей 
Площадь боковой 
поверхности усеченного 
конуса (Sбок) 

Sбок = l(R + r) R, r – радиусы оснований, 
l – длина образующей 

Площадь сферы (S) S = 4R2 R – радиус сферы 

Площадь сегментной 
поверхности (S) S = 2R ‧ H 

R – радиус сферы, 
H – высота сегментной 
поверхности 

Площадь шарового пояса 
(S) S = 2R ‧ H R – радиус шара, 

Н – высота шарового пояса 

Площадь поверхности 
шарового сектора (S) 

)22(π 2hRhhRS 
 

R – радиус шара, 
h – высота шарового 
сегмента 

Объем цилиндра (V) V = R2 ‧ H R – радиус основания, 
Н – высота 

V
ABCD

 и V
A1B1C1D1

 – объемы 

тетраэдров ABCD 
и A

1
B

1
C

1
D

1

Таблица 11

Фигуры вращения

Содержание 
формулы

Формула
Символы 

(обозначения)

Площадь боковой 
поверхности цилиндра 
(S

бок
)

S
бок

 = 2πR ⋅ h
R – радиус основания;
h – высота

Площадь полной 
поверхности цилиндра 
(S

полн
)

S
полн

 = 2πR(h + R)
R – радиус основания;
h – высота

Площадь боковой по-
верхности конуса (S

бок
) S

бок
 = πRl

R – радиус основания;
l – длина образующей

Площадь полной по-
верхности конуса (S

полн
)

S
полн

 = πR(l + R)
R – радиус основания;
l – длина образующей

Площадь боковой по-
верхности усеченного 
конуса (S

бок
)

S
бок

 = πl(R + r)
R, r – радиусы 
оснований;
l – длина образующей

Площадь сферы (S) S = 4πR2 R – радиус сферы

Площадь сегментной 
поверхности (S) S = 2πR ⋅ H

R – радиус сферы;
H – высота сегментной 
поверхности

Площадь шарового 
пояса (S) S = 2πR ⋅ H

R – радиус шара;
Н – высота шарового 
пояса

Площадь поверхности 
шарового сектора (S)
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Объем куба (V) V = a3 a – длина ребра куба 
Объем прямоугольного 
параллелепипеда (V) V = abc a, b, с – измерения 

параллелепипеда 

Объем призмы 
(параллелепипеда) (V) 

V = Sосн ‧ h; 
V = Q ‧ l 

Sосн – площадь основания, 
h – высота, 
Q – площадь 
перпендикулярного сечения, 
l – длина бокового ребра 

Объем пирамиды (V) hSV  осн3
1

 Sосн – площадь основания, 
h – высота 

Объем усеченной 
пирамиды (V) 

)(
3
1

2211 QQQQhV 

 

Q1, Q2 – площади оснований, 
h – высота 

Отношение объемов 
тетраэдров ABCD и 
A1B1C1D1, имеющих 
равные трехгранные 
углы с вершинами A и A1 



1111 DCBA

ABCD
V
V

 

111111 DACABA
ADACAB



  

VABCD и 1111 DCBAV  – объемы 
тетраэдров ABCD и A1B1C1D1 

Таблица 11 

Фигуры вращения 
Содержание формулы Формула Символы (обозначения) 

Площадь боковой 
поверхности цилиндра 
(Sбок) 

Sбок = 2R ‧ h R – радиус основания, 
h – высота 

Площадь полной 
поверхности цилиндра 
(Sполн) 

Sполн = 2R(h + R) R – радиус основания, 
h – высота 

Площадь боковой 
поверхности конуса (Sбок) Sбок = Rl R – радиус основания, 

l – длина образующей 
Площадь полной 
поверхности конуса (Sполн) Sполн = R(l + R) R – радиус основания, 

l – длина образующей 
Площадь боковой 
поверхности усеченного 
конуса (Sбок) 

Sбок = l(R + r) R, r – радиусы оснований, 
l – длина образующей 

Площадь сферы (S) S = 4R2 R – радиус сферы 

Площадь сегментной 
поверхности (S) S = 2R ‧ H 

R – радиус сферы, 
H – высота сегментной 
поверхности 

Площадь шарового пояса 
(S) S = 2R ‧ H R – радиус шара, 

Н – высота шарового пояса 

Площадь поверхности 
шарового сектора (S) 

)22(π 2hRhhRS 
 

R – радиус шара, 
h – высота шарового 
сегмента 

Объем цилиндра (V) V = R2 ‧ H R – радиус основания, 
Н – высота 

R – радиус шара;
h – высота шарового 
сегмента

Объем цилиндра (V)
V = πR2 ⋅ H R – радиус основания;

Н – высота

Окончание табл. 10
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Содержание 
формулы

Формула
Символы 

(обозначения)

Объем конуса (V)
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Объем конуса (V) HRV  2π
3
1

 R – радиус основания, 
Н – высота 

Объем усеченного конуса 
(V) )(π

3
1 22 RrRrHV  R, r – радиусы оснований, 

Н – высота 

Объем шара (V) 3π
3
4 RV  ; 3π

6
1 dV   R – радиус шара, 

d – диаметр шара 

Объем шарового слоя (V) )33(
6

π 22
2

2
1 HrrHV 

r1, r2 – радиусы оснований 
шарового слоя, 
Н – высота 

Объем шарового сегмента 
(V) 







 

3
π 2 HRHV  

)3(
6

π 22 HrHV   

R – радиус шара, 
H – высота, 
r – радиус основания 
шарового сегмента 

Объем шарового сектора 
(V) HRV  2π

3
2

 R – радиус шара, 
Н – высота 

 

Далее подробнее рассмотрим основные понятия и формулы по теме 

«Фигуры вращения. Вычисление площадей и объемов тел вращения», которая 

вызывает наибольшие затруднения у школьников. 

Цилиндр и его свойства 

Определение. «Тело, которое образуется при вращении прямоугольника 

вокруг прямой, содержащей его сторону, называется цилиндром. 

Напомним, что любое сечение цилиндра, перпендикулярное его оси, есть 

круг, а такое же сечение боковой поверхности цилиндра – окружность; центры 

этих окружностей и кругов – точки пересечения секущих плоскостей и оси 

цилиндра. Осевым сечением цилиндра является прямоугольник, стороны 

которого равны диаметру основания и образующей цилиндра. Цилиндр, осевое 

сечение которого – квадрат, называют равносторонним цилиндром. 

Для построения изображения правильной призмы, вписанной в цилиндр, 

следует: 1) построить изображение цилиндра; 2) построить изображение 

правильного многоугольника, вписанного в верхнее основание цилиндра; 3) 

через вершины построенного многоугольника провести образующие цилиндра; 

4) в нижнем основании цилиндра последовательно соединить штриховыми 

линиями концы этих образующих; 5) выделить видимые и невидимые линии 

R – радиус основания;
Н – высота

Объем усеченного 
конуса (V)
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Объем конуса (V) HRV  2π
3
1

 R – радиус основания, 
Н – высота 

Объем усеченного конуса 
(V) )(π

3
1 22 RrRrHV  R, r – радиусы оснований, 

Н – высота 

Объем шара (V) 3π
3
4 RV  ; 3π

6
1 dV   R – радиус шара, 

d – диаметр шара 

Объем шарового слоя (V) )33(
6

π 22
2

2
1 HrrHV 

r1, r2 – радиусы оснований 
шарового слоя, 
Н – высота 

Объем шарового сегмента 
(V) 







 

3
π 2 HRHV  

)3(
6

π 22 HrHV   

R – радиус шара, 
H – высота, 
r – радиус основания 
шарового сегмента 

Объем шарового сектора 
(V) HRV  2π

3
2

 R – радиус шара, 
Н – высота 

 

Далее подробнее рассмотрим основные понятия и формулы по теме 

«Фигуры вращения. Вычисление площадей и объемов тел вращения», которая 

вызывает наибольшие затруднения у школьников. 

Цилиндр и его свойства 

Определение. «Тело, которое образуется при вращении прямоугольника 

вокруг прямой, содержащей его сторону, называется цилиндром. 

Напомним, что любое сечение цилиндра, перпендикулярное его оси, есть 

круг, а такое же сечение боковой поверхности цилиндра – окружность; центры 

этих окружностей и кругов – точки пересечения секущих плоскостей и оси 

цилиндра. Осевым сечением цилиндра является прямоугольник, стороны 

которого равны диаметру основания и образующей цилиндра. Цилиндр, осевое 

сечение которого – квадрат, называют равносторонним цилиндром. 

Для построения изображения правильной призмы, вписанной в цилиндр, 

следует: 1) построить изображение цилиндра; 2) построить изображение 

правильного многоугольника, вписанного в верхнее основание цилиндра; 3) 

через вершины построенного многоугольника провести образующие цилиндра; 

4) в нижнем основании цилиндра последовательно соединить штриховыми 

линиями концы этих образующих; 5) выделить видимые и невидимые линии 

R, r – радиусы 
оснований;
Н – высота

Объем шара (V)
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Объем конуса (V) HRV  2π
3
1

 R – радиус основания, 
Н – высота 

Объем усеченного конуса 
(V) )(π

3
1 22 RrRrHV  R, r – радиусы оснований, 

Н – высота 

Объем шара (V) 3π
3
4 RV  ; 3π

6
1 dV   R – радиус шара, 

d – диаметр шара 

Объем шарового слоя (V) )33(
6

π 22
2

2
1 HrrHV 

r1, r2 – радиусы оснований 
шарового слоя, 
Н – высота 

Объем шарового сегмента 
(V) 







 

3
π 2 HRHV  

)3(
6

π 22 HrHV   

R – радиус шара, 
H – высота, 
r – радиус основания 
шарового сегмента 

Объем шарового сектора 
(V) HRV  2π

3
2

 R – радиус шара, 
Н – высота 

 

Далее подробнее рассмотрим основные понятия и формулы по теме 

«Фигуры вращения. Вычисление площадей и объемов тел вращения», которая 

вызывает наибольшие затруднения у школьников. 

Цилиндр и его свойства 

Определение. «Тело, которое образуется при вращении прямоугольника 

вокруг прямой, содержащей его сторону, называется цилиндром. 

Напомним, что любое сечение цилиндра, перпендикулярное его оси, есть 

круг, а такое же сечение боковой поверхности цилиндра – окружность; центры 

этих окружностей и кругов – точки пересечения секущих плоскостей и оси 

цилиндра. Осевым сечением цилиндра является прямоугольник, стороны 

которого равны диаметру основания и образующей цилиндра. Цилиндр, осевое 

сечение которого – квадрат, называют равносторонним цилиндром. 

Для построения изображения правильной призмы, вписанной в цилиндр, 

следует: 1) построить изображение цилиндра; 2) построить изображение 

правильного многоугольника, вписанного в верхнее основание цилиндра; 3) 

через вершины построенного многоугольника провести образующие цилиндра; 

4) в нижнем основании цилиндра последовательно соединить штриховыми 

линиями концы этих образующих; 5) выделить видимые и невидимые линии 

R – радиус шара;
d – диаметр шара

Объем шарового 
слоя (V)
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Объем конуса (V) HRV  2π
3
1

 R – радиус основания, 
Н – высота 

Объем усеченного конуса 
(V) )(π

3
1 22 RrRrHV  R, r – радиусы оснований, 

Н – высота 

Объем шара (V) 3π
3
4 RV  ; 3π

6
1 dV   R – радиус шара, 

d – диаметр шара 

Объем шарового слоя (V) )33(
6

π 22
2

2
1 HrrHV 

r1, r2 – радиусы оснований 
шарового слоя, 
Н – высота 

Объем шарового сегмента 
(V) 







 

3
π 2 HRHV  

)3(
6

π 22 HrHV   

R – радиус шара, 
H – высота, 
r – радиус основания 
шарового сегмента 

Объем шарового сектора 
(V) HRV  2π

3
2

 R – радиус шара, 
Н – высота 

 

Далее подробнее рассмотрим основные понятия и формулы по теме 

«Фигуры вращения. Вычисление площадей и объемов тел вращения», которая 

вызывает наибольшие затруднения у школьников. 

Цилиндр и его свойства 

Определение. «Тело, которое образуется при вращении прямоугольника 

вокруг прямой, содержащей его сторону, называется цилиндром. 

Напомним, что любое сечение цилиндра, перпендикулярное его оси, есть 

круг, а такое же сечение боковой поверхности цилиндра – окружность; центры 

этих окружностей и кругов – точки пересечения секущих плоскостей и оси 

цилиндра. Осевым сечением цилиндра является прямоугольник, стороны 

которого равны диаметру основания и образующей цилиндра. Цилиндр, осевое 

сечение которого – квадрат, называют равносторонним цилиндром. 

Для построения изображения правильной призмы, вписанной в цилиндр, 

следует: 1) построить изображение цилиндра; 2) построить изображение 

правильного многоугольника, вписанного в верхнее основание цилиндра; 3) 

через вершины построенного многоугольника провести образующие цилиндра; 

4) в нижнем основании цилиндра последовательно соединить штриховыми 

линиями концы этих образующих; 5) выделить видимые и невидимые линии 

r
1
, r

2
 – радиусы основа-

ний шарового слоя;
Н – высота

Объем шарового 
сегмента (V)
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Объем конуса (V) HRV  2π
3
1

 R – радиус основания, 
Н – высота 

Объем усеченного конуса 
(V) )(π

3
1 22 RrRrHV  R, r – радиусы оснований, 

Н – высота 

Объем шара (V) 3π
3
4 RV  ; 3π

6
1 dV   R – радиус шара, 

d – диаметр шара 

Объем шарового слоя (V) )33(
6

π 22
2

2
1 HrrHV 

r1, r2 – радиусы оснований 
шарового слоя, 
Н – высота 

Объем шарового сегмента 
(V) 







 

3
π 2 HRHV  

)3(
6

π 22 HrHV   

R – радиус шара, 
H – высота, 
r – радиус основания 
шарового сегмента 

Объем шарового сектора 
(V) HRV  2π

3
2

 R – радиус шара, 
Н – высота 

 

Далее подробнее рассмотрим основные понятия и формулы по теме 

«Фигуры вращения. Вычисление площадей и объемов тел вращения», которая 

вызывает наибольшие затруднения у школьников. 

Цилиндр и его свойства 

Определение. «Тело, которое образуется при вращении прямоугольника 

вокруг прямой, содержащей его сторону, называется цилиндром. 

Напомним, что любое сечение цилиндра, перпендикулярное его оси, есть 

круг, а такое же сечение боковой поверхности цилиндра – окружность; центры 

этих окружностей и кругов – точки пересечения секущих плоскостей и оси 

цилиндра. Осевым сечением цилиндра является прямоугольник, стороны 

которого равны диаметру основания и образующей цилиндра. Цилиндр, осевое 

сечение которого – квадрат, называют равносторонним цилиндром. 

Для построения изображения правильной призмы, вписанной в цилиндр, 

следует: 1) построить изображение цилиндра; 2) построить изображение 

правильного многоугольника, вписанного в верхнее основание цилиндра; 3) 

через вершины построенного многоугольника провести образующие цилиндра; 

4) в нижнем основании цилиндра последовательно соединить штриховыми 

линиями концы этих образующих; 5) выделить видимые и невидимые линии 

R – радиус шара;
H – высота;
r – радиус основания 
шарового сегмента

Объем шарового 
сектора (V)
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Объем конуса (V) HRV  2π
3
1

 R – радиус основания, 
Н – высота 

Объем усеченного конуса 
(V) )(π

3
1 22 RrRrHV  R, r – радиусы оснований, 

Н – высота 

Объем шара (V) 3π
3
4 RV  ; 3π

6
1 dV   R – радиус шара, 

d – диаметр шара 

Объем шарового слоя (V) )33(
6

π 22
2

2
1 HrrHV 

r1, r2 – радиусы оснований 
шарового слоя, 
Н – высота 

Объем шарового сегмента 
(V) 







 

3
π 2 HRHV  

)3(
6

π 22 HrHV   

R – радиус шара, 
H – высота, 
r – радиус основания 
шарового сегмента 

Объем шарового сектора 
(V) HRV  2π

3
2

 R – радиус шара, 
Н – высота 

 

Далее подробнее рассмотрим основные понятия и формулы по теме 

«Фигуры вращения. Вычисление площадей и объемов тел вращения», которая 

вызывает наибольшие затруднения у школьников. 

Цилиндр и его свойства 

Определение. «Тело, которое образуется при вращении прямоугольника 

вокруг прямой, содержащей его сторону, называется цилиндром. 

Напомним, что любое сечение цилиндра, перпендикулярное его оси, есть 

круг, а такое же сечение боковой поверхности цилиндра – окружность; центры 

этих окружностей и кругов – точки пересечения секущих плоскостей и оси 

цилиндра. Осевым сечением цилиндра является прямоугольник, стороны 

которого равны диаметру основания и образующей цилиндра. Цилиндр, осевое 

сечение которого – квадрат, называют равносторонним цилиндром. 

Для построения изображения правильной призмы, вписанной в цилиндр, 

следует: 1) построить изображение цилиндра; 2) построить изображение 

правильного многоугольника, вписанного в верхнее основание цилиндра; 3) 

через вершины построенного многоугольника провести образующие цилиндра; 

4) в нижнем основании цилиндра последовательно соединить штриховыми 

линиями концы этих образующих; 5) выделить видимые и невидимые линии 

R – радиус шара;
Н – высота

Цилиндр и его свойства

Определение. «Тело, которое образуется при вращении прямо- 

угольника вокруг прямой, содержащей его сторону, называется  

цилиндром.

Напомним, что любое сечение цилиндра, перпендикулярное его 
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нии цилиндра последовательно соединить штриховыми линиями 

концы этих образующих; 5) выделить видимые и невидимые линии 

(отрезки) изображаемых фигур» [25].

Площади боковой и полной поверхностей цилиндра вычисляют-

ся по формулам: S
бок

 = 2πRh; S
полн

 = 2πR(R + h); объем цилиндра –  

V
цил

 = π ⋅ R2 ⋅ h.

Приведем понятие призмы, вписанной в цилиндр, и рассмотрим 

решение соответствующей задачи.

Определение. «Призма называется вписанной в цилиндр, если ос-

нования призмы вписаны в основания цилиндра. Отметим, что ци-

линдр в этом случае называют описанным около призмы.

Боковые ребра призмы соединяют соответственные вершины 

ее оснований, вписанных в основания цилиндра. Эти вершины 

лежат на окружностях оснований цилиндра. Образующие цилин-

дра соединяют соответственные точки окружностей его оснований  

и параллельны боковым ребрам призмы. Следовательно, боковые 

ребра вписанной в цилиндр призмы – образующие цилиндра» [26].

Задача 12.1. «Около правильной четырехугольной пирамиды, 

каждое ребро которой равно 10, описан цилиндр так, что все вер-

шины пирамиды находятся на окружностях оснований цилиндра. 

Найдите объем и площадь боковой поверхности цилиндра.

Решение.

Пусть вершина Р данной пирамиды РАВСD лежит на окружно-

сти нижнего основания описанного около этой пирамиды цилин-

дра, центрами оснований которого служат точки О и О
1
 (рис. 12.1).
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Так как каждое ребро пирамиды равно 10, то в правильном 

∆АВР находим
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середина K отрезка НМ является серединой высоты ОО1 цилиндра. Так как 

плоскость МРН перпендикулярна плоскости основания цилиндра и проходит 

через центр О его основания, то высота ОО1 цилиндра лежит в этой плоскости, 

и ОО1 = 2ОK. Находим ОK. В прямоугольном ∆НОK имеем: ОK = 

22 OHHK   = = 
3
65

3
50

3
2525  . Поэтому 

3
610

3
6521 OO . Тогда 

площадь боковой поверхности цилиндра равна 

3
2π200

3
610

3
310π2π2 1  OOR  (кв. ед.), его объем равен 

9
6π1000

3
610

3
310ππ

2

1
2 








 OOR  (куб. ед.)» [25]. 

Ответ: 
3

2π200  (кв. ед.), 
9

6π1000  (куб. ед.). 

Конус и его свойства 

Определение. «Конус – это тело, которое образуется при вращении 

прямоугольного треугольника вокруг прямой, содержащей его катет. Отрезок 

оси вращения, заключенный внутри конуса, называется осью конуса. 

Поверхность, полученная при вращении гипотенузы, называется боковой 

Ответ: 
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Так как каждое ребро пирамиды равно 10, то в правильном ∆АВР 
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Если точки Н и М – середины противоположных сторон соответственно 

АВ и CD квадрата АВСD (основания данной пирамиды), то МН = 10, причем 

середина K отрезка НМ является серединой высоты ОО1 цилиндра. Так как 

плоскость МРН перпендикулярна плоскости основания цилиндра и проходит 

через центр О его основания, то высота ОО1 цилиндра лежит в этой плоскости, 

и ОО1 = 2ОK. Находим ОK. В прямоугольном ∆НОK имеем: ОK = 

22 OHHK   = = 
3
65
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50
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2525  . Поэтому 
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6521 OO . Тогда 

площадь боковой поверхности цилиндра равна 

3
2π200
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610
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310π2π2 1  OOR  (кв. ед.), его объем равен 
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6π1000

3
610
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310ππ

2

1
2 








 OOR  (куб. ед.)» [25]. 

Ответ: 
3

2π200  (кв. ед.), 
9

6π1000  (куб. ед.). 

Конус и его свойства 

Определение. «Конус – это тело, которое образуется при вращении 

прямоугольного треугольника вокруг прямой, содержащей его катет. Отрезок 

оси вращения, заключенный внутри конуса, называется осью конуса. 

Поверхность, полученная при вращении гипотенузы, называется боковой 

.

Конус и его свойства

Определение. «Конус – это тело, которое образуется при 

вращении прямоугольного треугольника вокруг прямой, содержа-

щей его катет. Отрезок оси вращения, заключенный внутри конуса, 

называется осью конуса.

Поверхность, полученная при вращении гипотенузы, называ-

ется боковой поверхностью конуса, а ее площадь – площадью боко-
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вой поверхности конуса. Объединение боковой поверхности конуса  

и его основания называется полной поверхностью конуса, а ее пло-

щадь называется площадью полной поверхности конуса или, коро-

че, площадью поверхности конуса.

Напомним, что: а) все осевые сечения конуса – равные равно-

бедренные треугольники; б) угол при вершине любого из этих тре-

угольников называют углом при вершине осевого сечения конуса;  

в) конус, в осевом сечении которого правильный треугольник,  

называется равносторонним; г) если секущая плоскость проходит 

через вершину конуса (но не содержит его ось) и пересекает осно-

вание конуса, то в сечении конуса этой плоскостью также получа-

ется равнобедренный треугольник.
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поверхностью конуса, а ее площадь – площадью боковой поверхности конуса. 

Объединение боковой поверхности конуса и его основания называется полной 

поверхностью конуса, а ее площадь называется площадью полной поверхности 

конуса или, короче, площадью поверхности конуса. 

Напомним, что: а) все осевые сечения конуса – равные равнобедренные 

треугольники; б) угол при вершине любого из этих треугольников называют 

углом при вершине осевого сечения конуса; в) конус, в осевом сечении 

которого правильный треугольник, называется равносторонним; г) если 

секущая плоскость проходит через вершину конуса (но не содержит его ось) и 

пересекает основание конуса, то в сечении конуса этой плоскостью также 

получается равнобедренный треугольник. 

 
Рис. 12.2 

 

Для изображения конуса достаточно построить: 1) эллипс, 

изображающий окружность основания конуса; 2) центр О этого эллипса (рис. 

12.2. – Ред.); 3) отрезок ОР, перпендикулярный плоскости основания и 

изображающий высоту конуса; 4) касательные прямые РА и РВ из точки Р к 

эллипсу (А и В – точки касания; касательные РА и РВ проводят с помощью 

линейки на глаз). При этом необходимо обратить особое внимание на 

следующий важный факт: отрезок АВ, соединяющий точки касания 

образующих РА и РВ к эллипсу, ни в коем случае не является диаметром 

эллипса, т. е. отрезок АВ не содержит центра О эллипса. Следовательно, АВР 

 не осевое сечение конуса. Осевым же сечением конуса является АСР, где 

отрезок АС проходит через центр О эллипса (при этом образующая РС не 

Рис. 12.2

Для изображения конуса достаточно построить: 1) эллипс, изо-

бражающий окружность основания конуса; 2) центр О этого эллип-

са (рис. 12.2); 3) отрезок ОР, перпендикулярный плоскости осно-

вания и изображающий высоту конуса; 4) касательные прямые РА  

и РВ из точки Р к эллипсу (А и В – точки касания; касательные РА 

и РВ проводят с помощью линейки на глаз). При этом необходи-

мо обратить особое внимание на следующий важный факт: отрезок 

АВ, соединяющий точки касания образующих РА и РВ к эллипсу, ни  

в коем случае не является диаметром эллипса, то есть отрезок АВ  

не содержит центра О эллипса. Следовательно, ∆АВР – не осевое 

сечение конуса. Осевым же сечением конуса является ∆АСР, где от-

резок АС проходит через центр О эллипса (при этом образующая РС 

не является касательной к эллипсу). Для достижения наглядности 

изображения невидимую часть эллипса изображают штрихами.
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Площадь боковой поверхности конуса находится как площадь  

ее развертки и вычисляется по формуле

S
бок

 = π ⋅ R ⋅ l» [27].

Рассмотрим понятие правильной пирамиды, вписанной в конус. 

Отметим, что «для построения изображения правильной пирами-

ды, вписанной в конус, следует: 1) построить изображение конуса;  

2) построить изображение правильного многоугольника, вписан-

ного в основание конуса; 3) через вершины построенного многоу-

гольника провести образующие конуса – боковые ребра пирамиды; 

4) выделить видимые и невидимые линии изображенных фигур. 

При этом высота этой правильной пирамиды проходит через центр 

окружности, описанной около ее основания, и расположена на 

прямой пересечения биссекторных плоскостей двугранных углов 

при ее боковых ребрах» [25].

Объем конуса вычисляется по формуле
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является касательной к эллипсу). Для достижения наглядности изображения 

невидимую часть эллипса изображают штрихами. 

Площадь боковой поверхности конуса находится как площадь ее 

развертки и вычисляется по формуле: 

Sбок =  ‧ R ‧ l» [27]. 

Рассмотрим понятие правильной пирамиды, вписанной в конус. Отметим, 

что «для построения изображения правильной пирамиды, вписанной в конус, 

следует: 1) построить изображение конуса; 2) построить изображение 

правильного многоугольника, вписанного в основание конуса; 3) через 

вершины построенного многоугольника провести образующие конуса – 

боковые ребра пирамиды; 4) выделить видимые и невидимые линии 

изображенных фигур. При этом высота этой правильной пирамиды проходит 

через центр окружности, описанной около ее основания, и расположена на 

прямой пересечения биссекторных плоскостей двугранных углов при ее 

боковых ребрах» [25]. 

Объем конуса вычисляется по формуле 

.π
3
1 2

конуса hRV   

Шар. Сфера 

Определения. «Шаром называется множество всех точек пространства, 

находящихся от данной точки на расстоянии, не большем данного R(R > 0). Эта 

точка называется центром шара, а данное расстояние R – радиусом шара. 

Сферой называется множество всех точек пространства, находящихся от 

данной точки на расстоянии, равном данному R. Данные точка и расстояние R 

называются соответственно центром и радиусом сферы. <…> 

Радиусом шара называют также всякий отрезок, соединяющий центр 

шара с точкой шаровой поверхности. Отрезок, соединяющий две точки 

шаровой поверхности и проходящий через центр шара, называется диаметром 

шара. Концы любого диаметра шара называются диаметрально 

противоположными точками шара. Отрезок, соединяющий две любые точки 

Шар. Сфера

Определения. «Шаром называется множество всех точек про-

странства, находящихся от данной точки на расстоянии, не боль-

шем данного R(R > 0). Эта точка называется центром шара, а дан-

ное расстояние R – радиусом шара.

Сферой называется множество всех точек пространства, находя-

щихся от данной точки на расстоянии, равном данному R. Данные 

точка и расстояние R называются соответственно центром и радиу-

сом сферы. <…>

Радиусом шара называют также всякий отрезок, соединяющий 

центр шара с точкой шаровой поверхности. Отрезок, соединяющий 

две точки шаровой поверхности и проходящий через центр шара, 

называется диаметром шара. Концы любого диаметра шара назы-

ваются диаметрально противоположными точками шара. Отрезок, 

соединяющий две любые точки шаровой поверхности и не явля-

ющийся диаметром шара, называют хордой шара (сферы)… Шар – 

тело вращения, сфера – поверхность вращения. <…>
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Сечением шара плоскостью, перпендикулярной его оси враще-

ния l и пересекающей шар, является круг, а сечением сферы такой 

плоскостью – окружность этого круга; центр круга (окружности) 

есть точка пересечения секущей плоскости с осью l.

Плоскость, проходящая через центр шара (сферы), называется 

диаметральной плоскостью шара (сферы). Сечением шара диаметраль-

ной плоскостью является круг, радиус которого равен радиусу шара. 

Такой круг называется большим кругом, а его окружность – большой 

окружностью; большая окружность является пересечением сферы  

и ее диаметральной плоскости. <…> Отметим, что если сечение сфе-

ры диаметральной плоскостью изображено в виде эллипса, то концы 

диаметра сферы, перпендикулярного этой плоскости, находятся  

не на окружности (абрисе), „изображающей“ сферу, а внутри круга 

этой окружности, причем положение концов этого диаметра зави-

сит от формы эллипса» [27].

Необходимо знать, что:

1. «если расстояние d от центра шара (сферы) до данной плоскости:

–– меньше радиуса R шара (сферы), то пересечением шара (сферы) 

с плоскостью является круг (окружность). Центром этого круга 

(этой окружности) является основание перпендикуляра, прове-

денного из центра шара (сферы) на данную плоскость, или сам 

центр шара (сферы), если плоскость проходит через этот центр. 

Для радиуса r сечения выполняется: 

152 
 

шаровой поверхности и не являющийся диаметром шара, называют хордой 

шара (сферы)… Шар – тело вращения, сфера – поверхность вращения. <…> 

Сечением шара плоскостью, перпендикулярной его оси вращения l и 

пересекающей шар, является круг, а сечением сферы такой плоскостью – 

окружность этого круга; центр круга (окружности) есть точка пересечения 

секущей плоскости с осью l. 

Плоскость, проходящая через центр шара (сферы), называется 

диаметральной плоскостью шара (сферы). Сечением шара диаметральной 

плоскостью является круг, радиус которого равен радиусу шара. Такой круг 

называется большим кругом, а его окружность – большой окружностью; 

большая окружность является пересечением сферы и ее диаметральной 

плоскости. <…> Отметим, что если сечение сферы диаметральной плоскостью 

изображено в виде эллипса, то концы диаметра сферы, перпендикулярного этой 

плоскости, находятся не на окружности (абрисе), „изображающей“ сферу, а 

внутри круга этой окружности, причем положение концов этого диаметра 

зависит от формы эллипса» [27]. 

Необходимо знать, что: 

1. «если расстояние d от центра шара (сферы) до данной плоскости: 

– меньше радиуса R шара (сферы), то пересечением шара (сферы) с 

плоскостью является круг (окружность). Центром этого круга (этой 

окружности) является основание перпендикуляра, проведенного из центра шара 

(сферы) на данную плоскость, или сам центр шара (сферы), если плоскость 

проходит через этот центр. Для радиуса r сечения выполняется: 
22 dRr  ; 

– равно радиусу R шара (сферы), то плоскость имеет с шаром (сферой) 

только одну общую точку и является касательной к сфере в этой точке; 

2) если расстояние от центра шара (сферы) до данной плоскости больше 

радиуса R шара (сферы), то плоскость не имеет с шаром (сферой) общих точек; 

3) для шара (сферы) выполняются следующие метрические соотношения: 

;

–– равно радиусу R шара (сферы), то плоскость имеет с шаром (сфе-

рой) только одну общую точку и является касательной к сфере  

в этой точке;

2) если расстояние от центра шара (сферы) до данной плоскости 

больше радиуса R шара (сферы), то плоскость не имеет с шаром (сфе-

рой) общих точек;

3) для шара (сферы) выполняются следующие метрические соот-

ношения:

–– диаметр шара (сферы), делящий его хорду пополам, перпендику-

лярен этой хорде;

–– отрезки всех касательных прямых, проведенных к шару из одной 

расположенной вне шара точки, равны между собой (они образу-
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ют поверхность конуса с вершиной в данной точке, а точки каса-

ния этих прямых – окружность основания этого конуса);

–– произведение длин отрезков хорд шара, проходящих через одну  

и ту же внутреннюю точку шара, есть величина постоянная (рав-

ная R2 − a2, где R – радиус шара, а – расстояние от центра шара  

до данной точки);

–– если из одной и той же точки вне шара проведены к нему секущая 

и касательная, то произведение длины отрезка всей секущей на 

длину отрезка ее внешней части равно квадрату длины отрезка 

касательной (и равно а2 − R2, где R – радиус шара, а – расстояние 

от центра шара до данной точки)» [25].

Задача 12.2. «Сфера радиуса r касается двух взаимно перпенди-

кулярных плоскостей. Найдите радиус наименьшей сферы, касаю-

щейся этих двух плоскостей и данной сферы.

Решение.

Пусть точка А – центр данной сферы радиуса r, касающейся двух 

взаимно перпендикулярных плоскостей, точка В – центр наимень-

шей сферы, касающейся этих двух плоскостей и данной сферы,  

С – точка касания этих сфер. Центры А и В принадлежат биссектору 

данного двугранного угла.
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– диаметр шара (сферы), делящий его хорду пополам, перпендикулярен 

этой хорде; 

– отрезки всех касательных прямых, проведенных к шару из одной 
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Случай 1. Пусть С – точка касания сфер. Тогда: АО = 3R , АВ = 3r , ОС 
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Случай 2. Пусть K – точка касания сфер. Тогда: АО = 3R , АВ = 3r , ОK 

= R, BK = r. Так как ОВ = ОK + ВK = ОА − АВ, то RrrR  33  или 
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Задача 12.4. «Сфера c центром Н радиуса 6 касается всех сторон квадрата 

АВСD. Чему равно расстояние от центра сферы до плоскости квадрата, если его 

сторона равна 6? 

Решение. 

Так как сфера касается всех сторон квадрата АВСD, то ее пересечением с 

плоскостью квадрата является окружность с центром О = АС ∩ ВD (рис. 12.4), 

вписанная в этот квадрат, при этом ОН  (АВС). Тогда точками касания сферы 

со сторонами квадрата являются середины его сторон – точки касания 

вписанной в квадрат окружности. 

 
Рис. 12.4 

 

Пусть точка K – середина стороны ВС данного квадрата, значит, K – точка 

касания сферы с этой стороной. 
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Решение.

Так как сфера касается всех сторон квадрата АВСD, то ее пере-

сечением с плоскостью квадрата является окружность с центром  

О = АС 
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сторона равна 6? 

Решение. 

Так как сфера касается всех сторон квадрата АВСD, то ее пересечением с 

плоскостью квадрата является окружность с центром О = АС ∩ ВD (рис. 12.4), 

вписанная в этот квадрат, при этом ОН  (АВС). Тогда точками касания сферы 

со сторонами квадрата являются середины его сторон – точки касания 

вписанной в квадрат окружности. 
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Пусть точка K – середина стороны ВС данного квадрата, значит, K – точка 

касания сферы с этой стороной. 
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Пусть точка K – середина стороны ВС данного квадрата, значит, 

K – точка касания сферы с этой стороной.

Так как касательная к окружности перпендикулярна ее радиусу, 

проведенному в точку касания, то ОK ⊥ ВС, откуда НK ⊥ ВС (по 

теореме о трех перпендикулярах), при этом НK = 6 – радиус сферы,  

ОK = 3 – радиус окружности сечения сферы. В прямоугольном 

ΔНОK находим искомое расстояние:
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Пусть АK, ВТ – медианы правильного треугольника АВС  

(рис. 12.5); О = АK 
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 ВТ. Так как сфера касается всех сторон пра-

вильного треугольника АВС, то ее пересечением с плоскостью этого 

треугольника является окружность с центром в точке О, вписанная 

в него, при этом ОН ⊥ (АВС). Значит, точки касания сферы со сто-

ронами треугольника – середины его сторон – точки касания впи-

санной в треугольник окружности.
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6)32()62( 2222  OKOHHK . 

Ответ: 6» [17]. 

Задача 12.6. «Сфера c центром Н касается всех сторон правильного 

шестиугольника АВСDEF. Чему равен радиус сферы, если расстояние от ее 

центра до плоскости шестиугольника равно 64 , а сторона шестиугольника 

равна 8? 

Решение. 

Так как сфера касается всех сторон правильного шестиугольника 

АВСDEF, то ее пересечением с плоскостью этого шестиугольника является 

окружность с центром О = FС ∩ ВЕ (рис. 12.6), вписанная в этот 

шестиугольник, при этом ОН  (АВС). Тогда точками касания сферы со 

сторонами шестиугольника являются середины его сторон – точки касания 

вписанной в шестиугольник окружности. 

 
Рис. 12.6 

 

Пусть точка K – середина стороны ВС шестиугольника АВСDEF, значит, 

K – точка касания сферы с этой стороной, а отрезок НК – радиус сферы. Так как 

ОН = 64  – расстояние от центра сферы до плоскости шестиугольника, ОK = 

34  – радиус окружности сечения сферы, то в прямоугольном ΔНОK находим 

радиус НK сферы: 12)34()64( 2222  OKOHHK . 

Ответ: 12» [17]. 
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а сторона шестиугольника равна 8?

Решение.

Так как сфера касается всех сторон правильного шестиугольни-

ка АВСDEF, то ее пересечением с плоскостью этого шестиугольника 

является окружность с центром О = FС 
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Случай 1. Пусть С – точка касания сфер. Тогда: АО = 3R , АВ = 3r , ОС 

= R, BC = r. Так как ОВ = ОС + ВС = АB − OA, то 33 Rr   = r + R или 
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Случай 2. Пусть K – точка касания сфер. Тогда: АО = 3R , АВ = 3r , ОK 
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Задача 12.4. «Сфера c центром Н радиуса 6 касается всех сторон квадрата 
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Задача 12.7. «АВСDА
1
В

1
С

1
D

1
 – куб с ребром 12. Сфера с цент- 

ром О касается всех ребер этого куба. Найдите: а) положение цен- 

тра О сферы; б) радиус сферы; в) расстояния от центра сферы  

до вершины, грани и ребра куба.

Решение.

Сфера с центром О касается всех ребер куба АВСDА
1
В

1
С

1
D

1
,  

поэтому ее пересечением с гранями куба являются равные окруж-

ности, вписанные в его грани – равные квадраты (рис. 12.7). Зна-

чит, центр О сферы равноудален от всех граней куба, следователь-

но, совпадает с его центром – точкой пересечения диагоналей куба.
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М – точка касания этой окружности с ребром ВВ1.Тогда: МН = 6 – радиус этой 

окружности; ОН  (В1ВС), 6
2
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 ABOH  – расстояние от центра О сферы до 

грани куба. 

Радиус ОМ сферы (М – точка касания сферы с ребром куба, значит, точка 

сферы) находим в прямоугольном ΔОМН: 

2666 2222  MHOHOM . Так как ОМ  ВВ1 (по теореме о трех 

перпендикулярах), то 26OM  – расстояние от центра сферы до ребра куба. 

Расстояние ОВ от центра сферы до вершины данного куба равно 

половине его диагонали ВD1, то есть равно 36
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Рис. 12.7

Пусть точка Н – центр окружности пересечения сферы с гра-

нью ВСС
1
В

1
, М – точка касания этой окружности с ребром ВВ

1
.Тог-

да: МН = 6 – радиус этой окружности; ОН ⊥ (В
1
ВС), 
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расстояние от центра О сферы до грани куба.

Радиус ОМ сферы (М – точка касания сферы с ребром куба, зна-

чит, точка сферы) находим в прямоугольном ΔОМН: 
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Так как ОМ ⊥ ВВ
1
 (по теореме о трех перпендикулярах), то 
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Ответ: центр сферы – центр куба; 
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всех граней куба, следовательно, совпадает с его центром – точкой пересечения 
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Задача 12.8. «В куб АВСDА
1
В

1
С

1
D

1
 помещены два касающиеся 

друг друга равных шара. При этом первый шар касается всех граней 

куба, содержащих вершину А, второй – всех граней куба, содержа-

щих вершину С. Найдите радиусы этих шаров, если ребро куба рав-

но 17» [26].

Решение.
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Рис. 12.8

Обозначим: R – радиус данных шаров ω
1
 и ω

2
. Пусть точки  

Т ∈ АС
1
 и K ∈ СА

1
 – их центры; Н и М – точки касания данных ша-

ров с гранью АВСD куба (рис. 12.8), тогда KМ ⊥ (АВС), ТН ⊥ (АВС) 

(как радиусы, проведенные в точки касания). Так как (АА
1
С) ⊥ (АВС)  

(по признаку перпендикулярности двух плоскостей) и K ∈ (АА
1
С),  

Т ∈ (АА
1
С), то Н ∈ АС и М ∈ АС, где АС = (АА

1
С) 
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Случай 1. Пусть С – точка касания сфер. Тогда: АО = 3R , АВ = 3r , ОС 

= R, BC = r. Так как ОВ = ОС + ВС = АB − OA, то 33 Rr   = r + R или 

)13()13(  rR , откуда ).32(
13

)13(





 rrR  

Случай 2. Пусть K – точка касания сфер. Тогда: АО = 3R , АВ = 3r , ОK 

= R, BK = r. Так как ОВ = ОK + ВK = ОА − АВ, то RrrR  33  или 

)13()13(  rR , откуда ).32(
13
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




 rrR  

Ответ: ;)32( r  .)32( r  

Задача 12.4. «Сфера c центром Н радиуса 6 касается всех сторон квадрата 

АВСD. Чему равно расстояние от центра сферы до плоскости квадрата, если его 

сторона равна 6? 

Решение. 

Так как сфера касается всех сторон квадрата АВСD, то ее пересечением с 

плоскостью квадрата является окружность с центром О = АС ∩ ВD (рис. 12.4), 

вписанная в этот квадрат, при этом ОН  (АВС). Тогда точками касания сферы 

со сторонами квадрата являются середины его сторон – точки касания 

вписанной в квадрат окружности. 

 
Рис. 12.4 

 

Пусть точка K – середина стороны ВС данного квадрата, значит, K – точка 

касания сферы с этой стороной. 
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при этом МН = KТ = 2R (расстояние между центрами данных ка-

сающихся шаров). Ввиду того, что 
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Рис. 12.8 

 

Обозначим: R – радиус данных шаров ω1 и ω2. Пусть точки Т  АС1 и K  

СА1 – их центры; Н и М – точки касания данных шаров с гранью АВСD куба 

(рис. 12.8), тогда KМ  (АВС), ТН  (АВС) (как радиусы, проведенные в точки 

касания). Так как (АА1С)  (АВС) (по признаку перпендикулярности двух 

плоскостей) и K  (АА1С), Т  (АА1С), то Н  АС и М  АС, где АС = (АА1С) ∩ 

(АВС). Тогда АН + НМ + МС = АС = 217 , при этом МН = KТ = 2R (расстояние 

между центрами данных касающихся шаров). Ввиду того, что АТ = СK = 3R , 

ТН = KМ = R, то АН = МС = 2R . Значит: 217222  RR , откуда 
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Методические указания по выполнению  
самостоятельной работы студентов

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует  

изучить представленный выше теоретический материал, разобрать 

и записать решения типовых заданий по теме, изучить рекоменду-

емую литературу.

В случае возникновения затруднений при изучении теоретиче-

ского материала и выполнении практических заданий студент мо-

жет получить консультацию у преподавателя.

Задание 1. Решите задачи на площади поверхностей.

1.	Площадь осевого сечения конуса равна 0,6 см2. Высота конуса 

равна 1,2 см. Вычислите площадь полной поверхности конуса.

2.	Высота цилиндра на 12 см больше его радиуса, а площадь полной 

поверхности равна 288π см2. Найдите радиус основания и высоту 

цилиндра.

3.	В правильной треугольной пирамиде SABC точка L – середина 

ребра АС, S – вершина. Известно, что BC = 6, а SL = 5. Найдите 

площадь боковой поверхности пирамиды.

4.	Боковую поверхность равностороннего цилиндра (осевое сече-

ние – квадрат) с высотой 4 см разрезали по образующей. Найдите 

площадь полученной развертки.

5.	Вычислите радиус круга, площадь которого равна площади сфе-

ры радиуса 5 м.

Задание 2. Найдите объем:

а)	прямоугольного параллелепипеда со сторонами 
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Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите задачи на площади поверхностей. 

1. Площадь осевого сечения конуса равна 0,6 см2. Высота конуса равна 1,2 см. 

Вычислите площадь полной поверхности конуса. 

2. Высота цилиндра на 12 см больше его радиуса, а площадь полной 

поверхности равна 288π см2. Найдите радиус основания и высоту цилиндра. 

3. В правильной треугольной пирамиде SABC точка L – середина ребра АС, S – 

вершина. Известно, что BC = 6, а SL = 5. Найдите площадь боковой 

поверхности пирамиды. 

4. Боковую поверхность равностороннего цилиндра (осевое сечение – квадрат) 

с высотой 4 см разрезали по образующей. Найдите площадь полученной 

развертки. 

5. Вычислите радиус круга, площадь которого равна площади сферы радиуса 5 

м. 

Задание 2. Найдите объем: 

а) прямоугольного параллелепипеда со сторонами 96,0;5;
3
13 ; 

б) цилиндра, если высота цилиндра равна 3 см, а диагональ осевого сечения 

41 ; 

в) правильной треугольной призмы с ребром 6 см, высота которой равна 8 см; 

г) конуса, если его образующая равна 13 см, а площадь осевого сечения равна 

60 см2. 

б)	цилиндра, если высота цилиндра равна 3 см, а диагональ осевого 

сечения 
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Методические указания по выполнению самостоятельной работы 
студентов 

Для выполнения заданий самостоятельной работы следует изучить 

представленный выше теоретический материал, разобрать и записать решения 

типовых заданий по теме, изучить рекомендуемую литературу. 

В случае возникновения затруднений при изучении теоретического 

материала и выполнении практических заданий студент может получить 

консультацию у преподавателя. 

Задание 1. Решите задачи на площади поверхностей. 

1. Площадь осевого сечения конуса равна 0,6 см2. Высота конуса равна 1,2 см. 

Вычислите площадь полной поверхности конуса. 

2. Высота цилиндра на 12 см больше его радиуса, а площадь полной 

поверхности равна 288π см2. Найдите радиус основания и высоту цилиндра. 

3. В правильной треугольной пирамиде SABC точка L – середина ребра АС, S – 

вершина. Известно, что BC = 6, а SL = 5. Найдите площадь боковой 

поверхности пирамиды. 

4. Боковую поверхность равностороннего цилиндра (осевое сечение – квадрат) 

с высотой 4 см разрезали по образующей. Найдите площадь полученной 

развертки. 

5. Вычислите радиус круга, площадь которого равна площади сферы радиуса 5 

м. 

Задание 2. Найдите объем: 

а) прямоугольного параллелепипеда со сторонами 96,0;5;
3
13 ; 

б) цилиндра, если высота цилиндра равна 3 см, а диагональ осевого сечения 

41 ; 

в) правильной треугольной призмы с ребром 6 см, высота которой равна 8 см; 

г) конуса, если его образующая равна 13 см, а площадь осевого сечения равна 

60 см2. 

;

в)	правильной треугольной призмы с ребром 6 см, высота которой 

равна 8 см;

г)	конуса, если его образующая равна 13 см, а площадь осевого се-

чения равна 60 см2.

Задание 3. Высота SH треугольной пирамиды SABC падает  

на середину стороны AB, ABC – правильный треугольник со сторо-

ной 6. Найдите объем пирамиды, если 
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Задание 3. Высота SH треугольной пирамиды SABC падает на середину стороны 

AB, ABC – правильный треугольник со стороной 6. Найдите объем пирамиды, 

если 30SC . 

Задание 4. Прямоугольный треугольник вращается вокруг гипотенузы, равной 

25 см2. Найдите площадь поверхности тела вращения, если его объем равен 

1200π см3. 

Контрольные вопросы 
1. Что такое параллелепипед? Какой параллелепипед называется 

прямоугольным? Что такое линейные размеры прямоугольного 

параллелепипеда? 

2. Что такое призма, основания призмы, боковые грани, ребра, высота? 

3. Какая призма называется правильной? Какая призма называется прямой, 

наклонной? 

4. Что такое боковая поверхность призмы, полная поверхность призмы? 

5. Что такое пирамида, основание пирамиды, боковые грани, ребра, высота? 

Какая пирамида называется правильной? Что такое апофема правильной 

пирамиды? 

6. Как связаны площади подобных тел и периметры подобных тел с 

коэффициентом подобия? 

7. Чему равен объем прямоугольного параллелепипеда? 

8. Какое тело вращения называется цилиндром? Что является его осевым 

сечением? Какой цилиндр называют равносторонним? 

9. Что общего при нахождении объема любого параллелепипеда, любой призмы 

и цилиндра? 

10. Какое тело вращения называется конусом? Что такое боковая поверхность 

конуса, полная поверхность конуса? Что называют образующей конуса? 

11. Что общего при нахождении объема любой пирамиды и конуса? 

12. Докажите, что объемы подобных тел относятся как кубы соответствующих 

линейных размеров. 

.
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Задание 4. Прямоугольный треугольник вращается вокруг ги-

потенузы, равной 25 см2. Найдите площадь поверхности тела вра-

щения, если его объем равен 1200π см3.

Контрольные вопросы

1.	Что такое параллелепипед? Какой параллелепипед называется 

прямоугольным? Что такое линейные размеры прямоугольного 

параллелепипеда?

2.	Что такое призма, основания призмы, боковые грани, ребра,  

высота?

3.	Какая призма называется правильной? Какая призма называется 

прямой, наклонной?

4.	Что такое боковая поверхность призмы, полная поверхность 

призмы?

5.	Что такое пирамида, основание пирамиды, боковые грани, ре-

бра, высота? Какая пирамида называется правильной? Что такое 

апофема правильной пирамиды?

6.	Как связаны площади подобных тел и периметры подобных тел  

с коэффициентом подобия?

7.	Чему равен объем прямоугольного параллелепипеда?

8.	Какое тело вращения называется цилиндром? Что является его 

осевым сечением? Какой цилиндр называют равносторонним?

9.	Что общего при нахождении объема любого параллелепипеда, 

любой призмы и цилиндра?

10.	Какое тело вращения называется конусом? Что такое боковая 

поверхность конуса, полная поверхность конуса? Что называют 

образующей конуса?

11.	Что общего при нахождении объема любой пирамиды и конуса?

12.	Докажите, что объемы подобных тел относятся как кубы соот-

ветствующих линейных размеров.

13.	Чем отличается шар от сферы? Какие метрические соотноше-

ния выполняются для шара, сферы?

14.	Какие соотношения часто используют при решении задач на ком-

бинации сферы с кубом и прямоугольным параллелепипедом?

15.	Что такое шаровой сектор, шаровой сегмент?
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Рекомендуемая литература

1.	Кытманов, А. М. Стереометрия / А. М. Кытманов, Е. К. Лей-

нартас, С. Г. Мысливец // Математика : адаптационный курс : 

 учеб. пособие / А. М. Кытманов, Е. К. Лейнартас, С. Г. Мыс-

ливец. – Санкт-Петербург [и др.], 2022. – Глава 17. – С. 255. – 

URL: e.lanbook.com/book/211088 (дата обращения: 10.12.2024). –  

Режим доступа: по подписке. – ISBN 978-5-8114-1472-7.

2.	Стереометрия / В. В. Гарбарук, В. И. Родин, И. М. Соловьева,  

М. А. Шварц // Решение задач по математике : адаптивный курс 

для студентов технических вузов : учеб. пособие / В. В. Гарбарук, 

В. И. Родин, И. М. Соловьева, М. А. Шварц. – Санкт-Петербург 

[и др.], 2017. – С. 521–559. – URL: e.lanbook.com/book/99281 

(дата обращения: 10.12.2024). – Режим доступа: по подписке. – 

ISBN 978-5-8114-2618-8.
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2. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ  
ПО ВЫПОЛНЕНИЮ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ 

РАБОТЫ

Для выполнения заданий следует изучить представленный выше 

теоретический материал по указанным темам пособия, а также ре-

комендуемую литературу. В пособии описаны основные теоретиче-

ские сведения и приведены решения типовых заданий по каждой 

теме. В случае возникновения затруднений при изучении теорети-

ческого материала и выполнении практических заданий студент  

может получить консультацию у преподавателя.

В ходе подготовки к практическим занятиям студенту следует 

изучить конспекты лекций и рекомендуемую литературу, учесть ре-

комендации преподавателя.

На практических занятиях студенты решают задачи под руко-

водством преподавателя. Практические занятия посвящены изуче-

нию наиболее важных и сложных тем учебной дисциплины и слу-

жат для закрепления изученного материала.

Важным критерием усвоения теории является умение решать 

задачи на пройденный материал. При решении задач нужно обо-

сновать каждый этап решения, исходя из теоретических положений 

изучаемого курса. Если студент видит несколько путей решения, то 

он должен сравнить их и выбрать самый рациональный. Решение за-

дач и примеров следует излагать подробно, вычисления располагать  

в строгом порядке, отделяя вспомогательные вычисления от основ-

ных. Полученный ответ следует проверять способами, вытекающи-

ми из существа данной задачи. Решение задач определенного типа 

нужно продолжать до приобретения твердых навыков в решении.

По данному курсу предусмотрено пять контрольных работ  

по нескольким вариантам.

По завершении изучения тем «Тождественные преобразования 

выражений. Степень. Основные тождества. Формулы сокращенного 

умножения», «Алгебраические уравнения. Квадратные уравнения. 

Формулы Виета. Простейшие уравнения и неравенства с модулем», 

«Понятие функции. Линейная и квадратичная функции. Построе-
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ние графиков функций. Область определения и множество значе-

ний функции» проводится промежуточный контроль в виде кон-

трольной работы № 1 по теме «Тождественные преобразования. 

Уравнения и неравенства» (20 баллов).

По завершении изучения тем «Определение синуса, косинуса, 

тангенса и котангенса в прямоугольном треугольнике», «Тригономе-

трические функции произвольного угла, их свойства и элементар-

ные тригонометрические тождества» проводится промежуточный 

контроль в виде контрольной работы № 2 по теме «Тригонометри-

ческие функции» (20 баллов).

По завершении изучения тем «Тригонометрические уравне-

ния», «Тригонометрические неравенства» проводится промежуточ-

ный контроль в виде контрольной работы № 3 по теме «Тригономе-

трические уравнения и неравенства» (15 баллов).

По завершении изучения тем «Показательная функция. Лога-

рифм. Логарифмическая функция. Область определения», «Пока-

зательные уравнения и неравенства», «Логарифмические уравне-

ния и неравенства» проводится промежуточный контроль в виде 

контрольной работы № 4 по теме «Показательные и логарифмиче-

ские уравнения и неравенства» (20 баллов).

По завершении изучения тем «Треугольник, четырехугольник, 

n-угольники. Окружность и круг», «Основные понятия и формулы 

для вычисления площадей и объемов многогранников и тел враще-

ния» проводится промежуточный контроль в виде контрольной ра-

боты № 5 по теме «Основные задачи планиметрии и стереометрии» 

(15 баллов).

Решения заданий контрольных работ должны быть написаны 

аккуратным, разборчивым почерком, рисунки выполнены с помо-

щью карандаша и линейки. При выполнении контрольных работ не 

допускается использование калькуляторов и мобильных устройств.

Контрольные работы № 1, 2, 4 (по 20 баллов) состоят из 10 за-

даний. Каждое задание оценивается в 2 балла, если прослеживает-

ся четкое усвоение студентом материала темы, даны полные, раз-

вернутые ответы на все поставленные вопросы в объеме от 80 %  

и выше; 1,5 балла выставляется студенту, если задание выполнено 

в объеме от 60 до 79 %; 1 балл выставляется студенту, если задание 
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выполнено в объеме от 40 до 59 %; 0,5 балла выставляется студенту, 

если задание выполнено в объеме от 20 до 39 %; 0 баллов выставля-

ется студенту, если задание выполнено в объеме менее 19 %.

Контрольные работы № 3 и 5 (по 15 баллов) состоят из 10 зада-

ний. Каждое задание оценивается в 1,5 балла, если прослеживается 

четкое усвоение студентом материала темы, даны полные, развер-

нутые ответы на все поставленные вопросы в объеме от 80 % и выше;  

1 балл выставляется студенту, если задание выполнено в объеме  

от 60 до 79 %; 0,5 балла выставляется студенту, если задание выпол-

нено в объеме от 40 до 59 %; 0 баллов выставляется студенту, если 

задание выполнено в объеме менее 40 %.

В курсе предусмотрены бонусные баллы (20 баллов) за работу  

на практических занятиях.

Приведем примерные варианты контрольных работ.

Примерный вариант контрольной работы № 1 
по теме «Тождественные преобразования.  

Уравнения и неравенства»

1.	Найдите значение выражения
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поставленные вопросы в объеме от 80 % и выше; 1,5 балла выставляется 

студенту, если задание выполнено в объеме от 60 до 79 %; 1 балл выставляется 

студенту, если задание выполнено в объеме от 40 до 59 %; 0,5 балла 

выставляется студенту, если задание выполнено в объеме от 20 до 39 %; 0 

баллов выставляется студенту, если задание выполнено в объеме менее 19 %. 

Контрольные работы № 3 и 5 (по 15 баллов) состоят из 10 заданий. 

Каждое задание оценивается в 1,5 балла, если прослеживается четкое усвоение 

студентом материала темы; даны полные, развернутые ответы на все 

поставленные вопросы в объеме от 80 % и выше; 1 балл выставляется студенту, 

если задание выполнено в объеме от 60 до 79 %; 0,5 балла выставляется 

студенту, если задание выполнено в объеме от 40 до 59 %; 0 баллов 

выставляется студенту, если задание выполнено в объеме менее 40 %. 

В курсе предусмотрены бонусные баллы (20 баллов) за работу на 

практических занятиях. 

Приведем примерные варианты контрольных работ. 

 
Примерный вариант контрольной работы № 1 

по теме «Тождественные преобразования. Уравнения и неравенства» 
1. Найдите значение выражения 

�7�� ∙ 9���
��

63� . 
2. Упростите выражение 

� 1
2� � 1 �

1
2� � 1 ∙

��� � 1
3� � 2 � �

25 � ��
�� � � . 

3. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе: 
2

√7 � √5 �
3

2√2 � 1. 
4. Решите уравнение 

2.	Упростите выражение
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студентом материала темы; даны полные, развернутые ответы на все 

поставленные вопросы в объеме от 80 % и выше; 1 балл выставляется студенту, 

если задание выполнено в объеме от 60 до 79 %; 0,5 балла выставляется 

студенту, если задание выполнено в объеме от 40 до 59 %; 0 баллов 

выставляется студенту, если задание выполнено в объеме менее 40 %. 

В курсе предусмотрены бонусные баллы (20 баллов) за работу на 

практических занятиях. 

Приведем примерные варианты контрольных работ. 

 
Примерный вариант контрольной работы № 1 

по теме «Тождественные преобразования. Уравнения и неравенства» 
1. Найдите значение выражения 

�7�� ∙ 9���
��

63� . 
2. Упростите выражение 

� 1
2� � 1 �

1
2� � 1 ∙

��� � 1
3� � 2 � �

25 � ��
�� � � . 

3. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе: 
2

√7 � √5 �
3

2√2 � 1. 
4. Решите уравнение 

3.	Избавьтесь от иррациональности в знаменателе:
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поставленные вопросы в объеме от 80 % и выше; 1,5 балла выставляется 

студенту, если задание выполнено в объеме от 60 до 79 %; 1 балл выставляется 

студенту, если задание выполнено в объеме от 40 до 59 %; 0,5 балла 

выставляется студенту, если задание выполнено в объеме от 20 до 39 %; 0 

баллов выставляется студенту, если задание выполнено в объеме менее 19 %. 

Контрольные работы № 3 и 5 (по 15 баллов) состоят из 10 заданий. 

Каждое задание оценивается в 1,5 балла, если прослеживается четкое усвоение 

студентом материала темы; даны полные, развернутые ответы на все 

поставленные вопросы в объеме от 80 % и выше; 1 балл выставляется студенту, 

если задание выполнено в объеме от 60 до 79 %; 0,5 балла выставляется 

студенту, если задание выполнено в объеме от 40 до 59 %; 0 баллов 

выставляется студенту, если задание выполнено в объеме менее 40 %. 

В курсе предусмотрены бонусные баллы (20 баллов) за работу на 

практических занятиях. 

Приведем примерные варианты контрольных работ. 

 
Примерный вариант контрольной работы № 1 

по теме «Тождественные преобразования. Уравнения и неравенства» 
1. Найдите значение выражения 

�7�� ∙ 9���
��

63� . 
2. Упростите выражение 

� 1
2� � 1 �

1
2� � 1 ∙

��� � 1
3� � 2 � �

25 � ��
�� � � . 

3. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе: 
2

√7 � √5 �
3

2√2 � 1. 
4. Решите уравнение 4.	Решите уравнение
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�� � 2��
2 � 18

�� � 2�� � � �� � 2
2 � 3

� � 2� � 1� 

и найдите его корни, принадлежащие отрезку ��2� 2�. 
5. Решите уравнение |�� � 1| � |�� � � � 1|. 

6. Решите неравенство �√�� � �� � 2. 

7. Решите неравенство 

�� � ��� � 28�� � 2� � 1�
� � � � 2� 

8. Решите неравенство √� � 3 � √3� � 2 � √� � 2. 

9. Постройте график функции � � |�� � � � �| � � или � � �
2� � 3� � � ��
3� � � � � 2�
��� � �� � � 2�

 

10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

	 и найдите его корни, принадлежащие отрезку [-2; 2].

5.	Решите уравнение |x2 - 1| = |x2 - x + 1|.

6.	Решите неравенство 
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2� � 3� � � ��
3� � � � � 2�
��� � �� � � 2�

 

10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

.

7.	Решите неравенство

166 
 

�� � 2��
2 � 18

�� � 2�� � � �� � 2
2 � 3

� � 2� � 1� 

и найдите его корни, принадлежащие отрезку ��2� 2�. 
5. Решите уравнение |�� � 1| � |�� � � � 1|. 

6. Решите неравенство �√�� � �� � 2. 

7. Решите неравенство 

�� � ��� � 28�� � 2� � 1�
� � � � 2� 

8. Решите неравенство √� � 3 � √3� � 2 � √� � 2. 

9. Постройте график функции � � |�� � � � �| � � или � � �
2� � 3� � � ��
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10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 



~ 158 ~

8.	Решите неравенство 
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10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

.

9.	Постройте график функции 
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10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

 или 
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10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

10.	Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки  

на 2 %. На сколько процентов десять таких же рубашек дороже 

куртки?

Примерный вариант контрольной работы № 2  
по теме «Тригонометрические функции»

1.	В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, 
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10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 
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1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

.  

Найдите высоту AH.

2.	Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс 

острого угла равен 
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2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 
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. Найдите высоту трапеции.

3.	Найдите cos α, если 
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1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

 и 
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�� � 2��
2 � 18

�� � 2�� � � �� � 2
2 � 3

� � 2� � 1� 

и найдите его корни, принадлежащие отрезку ��2� 2�. 
5. Решите уравнение |�� � 1| � |�� � � � 1|. 

6. Решите неравенство �√�� � �� � 2. 

7. Решите неравенство 

�� � ��� � 28�� � 2� � 1�
� � � � 2� 

8. Решите неравенство √� � 3 � √3� � 2 � √� � 2. 

9. Постройте график функции � � |�� � � � �| � � или � � �
2� � 3� � � ��
3� � � � � 2�
��� � �� � � 2�

 

10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

.

4.	Пусть 
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�� � 2��
2 � 18

�� � 2�� � � �� � 2
2 � 3

� � 2� � 1� 

и найдите его корни, принадлежащие отрезку ��2� 2�. 
5. Решите уравнение |�� � 1| � |�� � � � 1|. 

6. Решите неравенство �√�� � �� � 2. 

7. Решите неравенство 

�� � ��� � 28�� � 2� � 1�
� � � � 2� 

8. Решите неравенство √� � 3 � √3� � 2 � √� � 2. 

9. Постройте график функции � � |�� � � � �| � � или � � �
2� � 3� � � ��
3� � � � � 2�
��� � �� � � 2�

 

10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 

 Вычислите
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�� � 2��
2 � 18

�� � 2�� � � �� � 2
2 � 3

� � 2� � 1� 

и найдите его корни, принадлежащие отрезку ��2� 2�. 
5. Решите уравнение |�� � 1| � |�� � � � 1|. 

6. Решите неравенство �√�� � �� � 2. 

7. Решите неравенство 

�� � ��� � 28�� � 2� � 1�
� � � � 2� 

8. Решите неравенство √� � 3 � √3� � 2 � √� � 2. 

9. Постройте график функции � � |�� � � � �| � � или � � �
2� � 3� � � ��
3� � � � � 2�
��� � �� � � 2�

 

10. Решите задачу. Семь одинаковых рубашек дешевле куртки на 2 %. На 

сколько процентов десять таких же рубашек дороже куртки? 

 

Примерный вариант контрольной работы № 2 по теме 
«Тригонометрические функции» 

1. В треугольнике АВС известно, что АС = ВС, АВ = 16, ������ � √�
� . Найдите 

высоту AH. 

2. Основания равнобедренной трапеции равны 78 и 60. Тангенс острого угла 

равен ��. Найдите высоту трапеции. 

3. Найдите cos α, если ����� � �√��
��  и � � �������� 

4. Пусть ��� � � ��� � � �
�. Вычислите 

���� � � ��� �
��� � � ��� ��� 

5. Найдите значение выражения 5.	Найдите значение выражения
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4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

6.	Найдите значение выражения
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4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

7.	Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику 

D(y), E(y), T.

8. Упростите:
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4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

9. Найдите период функции y = sin 3x + 2 cos 5x.

10. Докажите тождество
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4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 
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Примерный вариант контрольной работы № 3  
по теме «Тригонометрические уравнения и неравенства»

1.	Вычислите: 

167 
 

4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

2.	Найдите корни уравнения 

167 
 

4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

. В ответ запишите наи-

больший отрицательный корень.

3.	Решите уравнение 

167 
 

4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

.

4.	Решите уравнение 

167 
 

4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

.

5.	Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному 

промежутку:
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4√2	sin 7π8 ∙ cos 7π8 . 
6. Найдите значение выражения 

√32	cos� 13π8 � √8. 
7. Постройте график функции y = 2 sin 3x. Найдите по графику D(y), E(y), T. 

8. Упростите: 

tg�270∘ � α� ∙ sin 130° ∙ cos 320° ∙ sin 270°
ctg�180° � α� ∙ cos 50° ∙ sin 220° ∙ cos 360°. 

9. Найдите период функции � � sin 3� � 2 cos 5�. 

10. Докажите тождество 

tg�α
1 � tg�α ∙

1 � ctg�α
ctg�α � tg�α. 

 

Примерный вариант контрольной работы № 3 по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства» 

1. Вычислите: arcsin (�√�
� ) + arctg (�√�

� ) + arccos	�� √�
� � + arcctg (�√3). 

2. Найдите корни уравнения: tg ��� � �1. В ответ запишите наибольший 

отрицательный корень. 

3. Решите уравнение sin 2� � √3 cos � � 0. 

4. Решите уравнение tg ��� � 2�� � 1. 

5. Решите уравнение и найдите решения, принадлежащие данному промежутку: 

4	cos�	� � 4	cos�	� � 1 � 0, � � �3π2 ; 5π2 �. 

6. Решите уравнение: tg	� � 2	cos ���� � 2��. 

7. Найдите решение однородное уравнение: 5	sin�	� � 3 sin � ∙ cos � � 4 � 0. 

8. Решите неравенство sin	3� � 0. 

9. Найдите решение совокупности неравенств: � cos � �
�
� ,ctg	� � �1. 

6.	Решите уравнение 
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10. Решите уравнение arcsin2 x + 13 arcsin x + 12 = 0.

Примерный вариант контрольной работы № 4  
по теме «Показательные и логарифмические уравнения  

и неравенства»

1.	Вычислите:
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10. Решите уравнение: arcsin�	� � 13 arcsin � � 12 � �. 
 

Примерный вариант контрольной работы № 4 по теме «Показательные и 

логарифмические уравнения и неравенства» 
1. Вычислите: 

		log�	18log��	2 �	 	log�	9log��	2. 
2. Найдите log�	9, если log��	18 � �. 
3. Решите уравнение log��� � 2� � �1. 
4. Решите уравнение 2� � �� � 3�. 
5. При каких значениях a уравнение ln	� � � � � имеет хотя бы один корень? 

6. Решите уравнение log��	� � 3	log�	� � 2 � �. 
7. Решите уравнение 2 ∙ 4� � � ∙ �� � 3 ∙ 9� � �. 
8. Решите неравенство 

lg	1��
lg	� � 2. 

9. Изобразите множество точек, координаты которых удовлетворяют 

неравенству: log��� � �� � 1. 

10. Решите неравенство 3��� � 3��� � 3� � 21. 
 

Примерный вариант контрольной работы № 5 по теме «Основные задачи 

планиметрии и стереометрии» 
 

1. Катеты прямоугольного треугольника равны 15 и 20. Найдите высоту, 

проведенную к гипотенузе. 

2. Биссектриса угла A параллелограмма ABCD пересекает сторону BC в точке K. 

Найдите периметр параллелограмма, если BK = 5, CK = 14. 

3. Прямая, параллельная стороне AC треугольника ABC, пересекает стороны AB 

и BC в точках M и N соответственно. Найдите BN, если MN = 11, AС = 44, NС = 

18. 

2.	Найдите log
8 
9, если log

12 
18 = a.

3.	Решите уравнение log
x 
(x - 2) = -1.

4.	Решите уравнение 2x + 7x = 32.

5.	При каких значениях a уравнение ln x = x + a имеет хотя бы один 

корень?

6.	Решите уравнение 
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9.	Изобразите множество точек, координаты которых удовлетворя-

ют неравенству log
2 
(x + y) < 1.

10. Решите неравенство 3x+2 - 3x+1 + 3x ≤ 21.

Примерный вариант контрольной работы № 5  
по теме «Основные задачи планиметрии и стереометрии»

1.	Катеты прямоугольного треугольника равны 15 и 20. Найдите 

высоту, проведенную к гипотенузе.

2.	Биссектриса угла A параллелограмма ABCD пересекает сторону 

BC в точке K. Найдите периметр параллелограмма, если BK = 5,  

CK = 14.

3.	Прямая, параллельная стороне AC треугольника ABC, пересекает 

стороны AB и BC в точках M и N соответственно. Найдите BN, 

если MN = 11, AС = 44, NС = 18.

4.	Отрезки AB и CD являются хордами окружности. Найдите 

расстояние от центра окружности до хорды CD, если AB = 30,  

CD = 40, а расстояние от центра окружности до хорды AB равно 20.

5.	Найдите боковую сторону AB трапеции ABCD, если углы ABC  

и BCD равны соответственно 60° и 135°, а CD = 24.

6.	Площадь поверхности куба равна 18. Найдите его диагональ.

7.	В сосуд, имеющий форму правильной треугольной призмы, на-

лили воду. Уровень воды достигает 80 см. На какой высоте будет 

находиться уровень воды, если ее перелить в другой такой же со-

суд, у которого сторона основания в 4 раза больше, чем у первого?

8.	Радиус основания цилиндра равен 2, высота равна 3. Найдите 

площадь боковой поверхности цилиндра.

9.	Во сколько раз уменьшится объем конуса, если его высота умень-

шится в 3 раза, а радиус основания останется прежним?

10.	Площадь грани прямоугольного параллелепипеда равна 12.  

Ребро, перпендикулярное этой грани, равно 4. Найдите объем 

параллелепипеда.

При подготовке к итоговому тестированию студент должен 

повторно изучить конспекты лекций, а также теоретический ма-

териал в данном пособии и рекомендуемую литературу, просмо-

треть решения основных типов задач, решенных самостоятельно  

и на практических занятиях.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Курс предоставляет возможность формирования у студентов 

систематизированных знаний, умений и навыков в области эле-

ментарной математики, создания необходимой теоретической базы  

по основным разделам курса школьной математики, что является 

основой успешного освоения ими курса высшей математики.

В содержание курса включены следующие разделы: «Тожде-

ственные преобразования», «Степень», «Алгебраические уравне-

ния», «Неравенства», «Уравнения и неравенства с модулем», «Поня-

тие функции и ее виды», «Показательные уравнения и неравенства», 

«Логарифмические уравнения и неравенства», «Тригонометриче-

ские уравнения и неравенства», «Планиметрия», «Стереометрия»  

и другие.

В результате прохождения курса студенты повторят основные 

понятия школьного курса математики, овладеют методами эле-

ментарной математики, необходимыми для обучения математике  

в вузе и решения профессиональных задач.
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ
1.	Что такое тождество?

2.	Какие формулы чаще всего используют при выполнении тожде-

ственных преобразований выражений?

3.	Перечислите основные свойства степеней.

4.	Какие свойства корней n-й степени вы знаете?

5.	Какие виды тождественных преобразований рациональных  

и иррациональных выражений использовались вами при выпол-

нении заданий?

6.	Что такое уравнение, корень уравнения? Что значит решить 

уравнение?

7.	Какими способами решаются иррациональные уравнения?

8.	Что такое модуль числа?

9.	Какие способы решения уравнений, содержащих переменную 

под знаком модуля, вы знаете?

10.	На чем может быть основано решение неравенств, содержащих 

переменную под знаком модуля?

11.	Дайте определение понятия функции.

12.	Что такое область определения функции, область значений 

функции? Как они обозначаются?

13.	Сформулируйте определение графика функции.

14.	Какие свойства функций известны вам из школьного курса 

математики?

15.	Приведите правила построения графиков функций, содержащих 

знак модуля.

16.	Какой треугольник называется прямоугольным? Что такое катет 

и гипотенуза?

17.	Что такое синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов 

прямоугольного треугольника?

18.	Назовите основное тригонометрическое тождество.

19.	Чему равны sin 30°, cos 45°, tg 60°, ctg 45°?

20.	Сформулируйте теорему Пифагора.

21.	Каковы область определения и множество значений синуса  

и косинуса (тангенса и котангенса)?

22.	Как меняются знаки синуса и косинуса (тангенса и котангенса)?
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23.	Значение tg x вам известно. Достаточно ли этого, чтобы найти 

значения других тригонометрических функций?

24.	Приведите формулы двойных углов синуса и косинуса.

25.	Какое вы знаете правило для запоминания формул приведения?

26.	Какие функции называются обратными тригонометрическими 

функциями? Дайте определения.

27.	Какие значения принимают арксинус и арктангенс? Арккосинус 

и арккотангенс?

28.	Сколько решений имеют простейшие уравнения sin x = a,  

cos x = a, tg x = a, ctg x = a?

29.	Как, зная одно решение простейшего тригонометрического 

уравнения, найти все его решения?

30.	Назовите решения уравнений частных случаев для синуса и ко-

синуса.

31.	Где находится ось синусов (косинусов, тангенсов и котангенсов)?

32.	При решении неравенства sin x ≥ 0,5 какую часть оси ОY нужно 

заштриховать: выше точки 0,5 или ниже этой точки?

33.	При решении неравенства ctg x > 1 какую часть оси котангенсов 

нужно заштриховать: правее точки 1 или левее этой точки?

34.	При решении неравенства с тангенсом (котангенсом) точки, со-

ответствующие каким углам, нужно выколоть? Почему?

35.	Какой период нужно добавить к концам промежутка в неравен-

стве с синусом (косинусом)?

36.	Дайте определение показательной функции. Приведите пример.

37.	Каковы область определения и множество значений показа-

тельной функции?

38.	В чем состоит основное логарифмическое тождество?

39.	Перечислите свойства логарифмов.

40.	Какие общие свойства есть у показательной и логарифмической 

функций? В чем отличия?

41.	При каких b показательное уравнение ax = b имеет корень?

42.	Сколько корней имеет уравнение ax = b?

43.	Как решаются однородные показательные уравнения и нера-

венства?

44.	Какое правило надо соблюдать при решении показательных  

неравенств?
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45.	Для каких показательных неравенств можно применить метод 

рационализации? Назовите формулу рационализации.

46.	Сколько корней имеет уравнение log
a
 x = b? Назовите их.

47.	Как решается уравнение вида log
a
 f(x) = log

a
 g(x)?

48.	Какое правило надо соблюдать при решении логарифмических 

неравенств?

49.	Для каких логарифмических неравенств можно применить ме-

тод рационализации? Назовите формулу рационализации.

50.	При решении логарифмического неравенства было получено 

два промежутка, но в ответе записан только один. Почему?

51.	Что такое треугольник? Какие треугольники вы знаете?

52.	Назовите основные формулы нахождения площади треуголь-

ника.

53.	Какие фигуры называются четырехугольником, квадратом, 

прямоугольником, ромбом, параллелограммом, трапецией?  

Перечислите их свойства.

54.	Какие формулы нахождения площади четырехугольника (ква-

драта, прямоугольника, ромба, параллелограмма, трапеции)  

вы знаете?

55.	Когда можно описать окружность около четырехугольника, 

вписать окружность в четырехугольник?

56.	Что такое призма? Дайте определения параллелепипеда, прямо-

угольного параллелепипеда, правильной призмы, куба.

57.	Что такое пирамида? Какая пирамида называется правильной? 

Тетраэдр является правильной пирамидой? А наоборот?

58.	По каким формулам можно найти площадь боковой поверхно-

сти, полной поверхности и объем призмы? Во сколько раз объем 

пирамиды меньше объема призмы с тем же основанием?

59.	Какие тела вращения вы знаете? Дайте определения.

60.	Как найти площадь поверхности и объем цилиндра (конуса), 

объем шара и площадь поверхности сферы?
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ГЛОССАРИЙ
Апофема пирамиды – высота боковой грани правильной пира-

миды, проведенная из ее вершины.

Высота пирамиды – перпендикуляр, опущенный из вершины 
пирамиды на плоскость основания.

График функции y = f(x) – множество всех точек координат-
ной плоскости с координатами (x; f(x)), абсциссы которых равны 
значениям аргумента, а ординаты – соответствующим значениям 
функции.

Многогранник – это такое тело, поверхность которого состоит  
из конечного числа плоских многоугольников.

Образующие конуса – отрезки, соединяющие вершину конуса  
с точками окружности основания.

Пирамида – многогранник, который состоит из плоского мно-
гоугольника (основания пирамиды), точки, не лежащей в плоско-
сти основания (вершины пирамиды), и всех отрезков, соединяю-
щих вершину пирамиды с точками основания.

Правильный многогранник – выпуклый многогранник, у кото-
рого его грани являются правильными многоугольниками с одним  
и тем же числом сторон и в каждой вершине многогранника схо-
дится одно и то же число ребер.

Призма – многогранник, который состоит из двух плоских 
многоугольников, лежащих в разных плоскостях и совмещаемых 
параллельным переносом, и всех отрезков, соединяющих соответ-
ствующие точки этих многоугольников.

Функция, определенная на множестве X со значениями в множе-
стве Y, – это соответствие, по которому каждому элементу x множе-
ства X сопоставляется единственный элемент y множества Y.

Шаровой сегмент – часть шара, отсекаемая от него плоскостью.

Шаровой сектор – фигура, состоящая из всех отрезков, соеди-
няющих точки сферического сегмента с центром сферы.
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Приложение

Историческая справка к темам 11–12

Более 2000 лет назад под геометрией подразумевалась лишь ев-

клидова геометрия.

Геометрия (греческое, в переводе с латинского – «измеряю 

землю») – наука о пространстве, точнее наука о формах, размерах  

и границах тех частей пространства, которые в нем занимают дей-

ствительные тела.

В настоящее время различают геометрии: элементарную, ана-

литическую, дифференциальную, проективную, начертательную, 

топологию и т. д. Кроме того, геометрия может быть евклидовой  

и неевклидовой.

Предметом элементарной («школьной») геометрии является  

изучение евклидовых свойств фигур. Эту геометрию и называют  

евклидовой или элементарной геометрией. Первым источником,  

дошедшим до наших дней и содержащим изложение аксиоматическо-

го построения элементарной геометрии, являлись «Начала» древне-

греческого математика Евклида Александрийского (конец IV – нача- 

ло III в. до н. э.), имя которого и носит элементарная геометрия. 

«Начала» содержат 13 томов. Изложение геометрии Евклид на-

чинает с определения основных геометрических объектов: точка, 

прямая, плоскость. Затем он вводит аксиомы и постулаты – пред-

ложения, принимаемые без доказательства. Затем следуют теоре-

мы плоской и пространственной геометрии (планиметрии и сте-

реометрии). При этом каждая теорема доказывалась на основании 

введенных ранее определений, аксиом (постулатов) и ранее дока-

занных теорем. Эта форма изложения геометрии была названа де-

дуктивным методом. Полную же, независимую и непротиворечивую 

систему аксиом евклидовой геометрии изложил великий немецкий 

математик Давид Гильберт (1862–1943) в своей книге, ее русский 

перевод «Основания геометрии» вышел в Москве в 1948 году.

В своих «Началах» Евклид приводит пять постулатов. Если 

первые четыре постулата не вызывали сомнений, то пятый посту-

лат отличался от остальных сложностью формулировки. Аксио-

ма параллельности Евклида: на плоскости через точку, взятую вне 
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данной прямой, можно провести не более одной прямой, которая  

не пересекает данную, то есть параллельна ей. «Начала» разбивают-

ся на две части – абсолютная геометрия («геометрия без пятого по-

стулата») и евклидова геометрия («геометрия с пятым постулатом»). 

На протяжении двух тысячелетий проблема пятого постулата вол-

новала умы многих ученых, начиная с Птолемея (II в.) и заканчивая 

автором классического курса элементарной геометрии Лежандром 

(1752–1833). Но «невозможное» сделал великий русский ученый, 

профессор, ректор Казанского университета Николай Иванович 

Лобачевский (01.12.1792–24.02.1856). Он открыл новую геометрию, 

которая оказалась такой же логически безупречной и верной, как 

геометрия Евклида. Геометрия Лобачевского (он назвал ее «вооб-

ражаемой») носит название неевклидовой геометрии. Стоит отме-

тить, что все предложения абсолютной геометрии справедливы как  

в геометрии Евклида, так и в геометрии Лобачевского. Аксиома па-

раллельности Лобачевского: на плоскости через точку, взятую вне 

данной прямой, можно провести по крайней мере две прямые, ко-

торые не пересекают данную, то есть параллельны ей. Лобачевский 

обратился к методу доказательства от противного, допустив, что 

пятый постулат неверен. 23 февраля 1826 года Н.И. Лобачевский на 

заседании физико-математического факультета Казанского уни-

верситета сделал доклад «Краткое изложение основ геометрии со 

строгим доказательством теоремы о параллельных». Это был, по 

выражению профессора А.П. Котельникова, день рождения неев-

клидовой геометрии.

К неевклидовой геометрии совершенно независимо друг от 

друга и от идей Лобачевского пришли еще два ученых: великий 

немецкий математик («король» математики) Карл Фридрих Гаусс 

(30.04.1777–23.02.1855) и гениальный венгерский математик Янош 

Больяи (1802–1860). Однако Appendix Больяи был издан лишь  

в 1832 году, через три года после выхода статьи «О началах геоме-

трии» Н.И. Лобачевского, а исследования Гаусса стали достоянием 

гласности лишь после его смерти, так как он не решился публично 

выступить в защиту новой геометрии. Только в 60-х годах XIX столе-

тия, когда была опубликована переписка Гаусса с друзьями, ученые 
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узнали, что Гаусс полностью разделял идеи Лобачевского и Больяи 

о неевклидовой геометрии и сам пришел к тем же идеям. Обратите 

внимание! Помощник учителя математики Гаусса и впоследствии 

его друг М.Ф. Бартельс работал с 1808 г. в Казанском университете 

профессором, где он у себя дома занимался с юным Лобачевским. 

Фаркаш Больяи, отец Яноша Больяи, был однокурсником Гаусса  

и также учился у Бартельса.

Открытие геометрии Лобачевского имело огромное значение 

как для развития геометрии (появились новые неевклидовы геоме-

трии, в первую очередь Римана), так и для развития других есте-

ственно-научных дисциплин, способствующих более глубокому  

пониманию окружающего нас материального мира.

С 01.12.2024 в день рождения Н.И. Лобачевского в нашей 

стране отмечается еще один профессиональный праздник – День  

математика.
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