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Ëåêöèÿ 1

Ïðÿìûå, îáðàòíûå, êîððåêòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è

Ïîíÿòèå î êîððåêòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÌÔ). Êîððåêòíîñòü

ïî Àäàìàðó. Ïðèìåð íåêîððåêòíîé çàäà÷è: ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà.

Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è ÌÔ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Ïðèìåð ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-

ëîæåíèé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ: ïðîåêòèðîâàíèå ïëàíàðíûõ âîëíîâîäîâ ñ çàäàííûìè ìîäàìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè.

Â äàííîì êóðñå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûé êëàññ çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàçûâàåìûõ îáðàòíûìè çàäà÷àìè. Âíà÷àëå îïðåäåëèì
íåêîòîðûå èñõîäíûå ïîíÿòèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àêàäåìèêà Â.Ñ. Âëàäè-
ìèðîâà) � ýòî òåîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ïîýòîìó
äàííûé êóðñ âõîäèò â íàáîð äèñöèïëèí, îòíîñÿùèõñÿ ê òåìå ¾Ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿. Îñíîâíîé ïðåäìåò èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè � êðàåâûå çàäà÷è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
(×ÄÓ). Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à Êîøè
äëÿ 2D âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò ìàëûå îòêëîíåíèÿ u(t, x)
òî÷êè áåñêîíå÷íîé îäíîìåðíîé ñðåäû (íàïðèìåð, ñòðóíû) ñ êîîðäèíàòîé x â
ìîìåíò âðåìåíè t:

∂2u

∂x2
− 1

v2
∂2u

∂t2
= 0, x ∈ (−∞,∞), v = const. (1.1)

Êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à � çàäà÷à

6



Êîøè: íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

u(0, x) = ϕ(x), (1.2)

∂u(t, x)

∂t

∣∣∣
t=0

= ω(x). (1.3)

Ôóíêöèè ϕ(x) è ω(x) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè è íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè Êîøè. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ϕ(x) ∈ C2(R), ω(x) ∈ C1(R). Èç ôèçè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé (îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé ïðè |x| → ∞) òðåáóåòñÿ òàêæå âûïîë-
íåíèå óñëîâèé

lim
|x|→∞

|x|nϕ(x) = 0, lim
|x|→∞

|x|nω(x) = 0, ∀n = 0, 1, 2, . . .

Òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÿâíî, ðåøåíèå äàåòñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Äàëàì-
áåðà:

u(t, x) =
1

2

[
ϕ(x+ vt) + ϕ(x− vt)

]
+

1

2v

∫ x+vt

x−vt
ω(z)dz .

Áîëüøèíñòâî êðàåâûõ çàäà÷ ÿâíîãî ðåøåíèÿ íå èìåþò; äëÿ èõ ðåøåíèÿ
íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü òå èëè èíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äðóãîé âàæíûé êëàññ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � èçáðàííûå âîïðîñû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Âàæíåéøåå ñâîéñòâî, êîòîðûì äîëæíà îáëàäàòü ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à, �
ýòî êîððåêòíîñòü. Èìåííî äëÿ êîððåêòíûõ çàäà÷ âîçìîæíî íàéòè òî÷íîå
èëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîäõîäÿùåå äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðàêòè÷åñêîãî
ïðèìåíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Êðàåâàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé ïî Àäàìàðó, åñ-
ëè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è: 1) ñóùåñòâóåò; 2) åäèíñòâåííî; 3) óñòîé÷èâî.

Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ â ñàìîì îáùåì ñìûñëå ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå: ¾ìà-
ëûì¿ èçìåíåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è îòâå÷àåò ¾ìàëîå¿ èçìåíåíèå
ðåøåíèÿ. Ïîíÿòèå ¾ìàëîå¿ ñòðîãî áóäåò îïðåäåëåíî ïîçæå, êîãäà áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû ìåòðè÷åñêèå è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì, ÷òî ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî
òàêèå (êîððåêòíûå) çàäà÷è: âåäü íà÷àëüíûå äàííûå, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿ-
þòñÿ îïûòíûì ïóòåì è òî÷íî íèêîãäà íå èçâåñòíû. Ïîýòîìó, åñëè çàäà÷à íå
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé (íàïðèìåð, íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè), ìû
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ñòàëêèâàåìñÿ ñ òàêèì ÿâëåíèåì: ðàçëè÷íûå èçìåðåíèÿ (îäíèõ è òåõ æå!) íà-
÷àëüíûõ äàííûõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà ìàëóþ èçìåðèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü
ïðèáîðà, ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðåøåíèÿì, îòëè÷àþùèìñÿ äðóã îò äðóãà ñêîëü
óãîäíî ñèëüíî.

Ïàðàäîêñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü çàäà÷, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíûìè â ñìûñëå Àäàìàðà.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè, çàäàííîé ïðè-
áëèæåííî.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü íàì íàäî íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ϕ(x), êîòî-
ðàÿ çàäàíà íà îòðåçêå [a, b] ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ δϕ(x), òàêîé, ÷òî
|δϕ(x)| ≤ ϵ.

Íàïðèìåð, âîçìîæåí âàðèàíò, êîãäà δϕ(x) = ϵ sinωx. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
ïîãðåøíîñòü ïðîèçâîäíîé δϕ ′(x) ñîñòàâèò

δϕ ′(x) = ϵ ω cosωx.

Ìû âèäèì, ÷òî, êàêîâî áû íè áûëî ìàëîå ÷èñëî ϵ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïî-
âûøåíèþ òî÷íîñòè ¾èçìåðåíèÿ¿ ôóíêöèè ϕ(x)), ïîãðåøíîñòü â îïðåäåëåíèè
ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå
ïàðàìåòðà ω.

Áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð íåêîððåêòíîé çàäà÷è � èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), x, y ∈ [a, b], (1.4)

ãäå ϕ(y) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à èçâåñòíûå ôóíêöèè f(x) è K(x, y) �
íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Áóäåì îöåíèâàòü ïîãðåøíîñòè δϕ è δf âåëè÷èí ϕ è f â ðàâíîìåðíîé ìåò-
ðèêå:

ρ∞(f1, f2) = sup |f1(x)− f2(x)|, x ∈ [a, b]. (1.5)

Ïóñòü, íàïðèìåð, ïîãðåøíîñòü δϕ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ϕ(x) çàäàåòñÿ âû-
ðàæåíèåì δϕ(x) = A sinωx; òîãäà, â ñèëó (1.4), ïîãðåøíîñòü èçâåñòíîé (íà-
ïðèìåð, èç èçìåðåíèé) ôóíêöèè f(x) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

δf(x) = A

∫ b

a

K(x, y) sin(ωy)dy.
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Èç òåîðèè èíòåãðàëîâ Ôóðüå èçâåñòíî, ÷òî ïðè âñÿêîì x èíòåãðàë â ïðà-
âîé ÷àñòè äàííîãî âûðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ω → ∞. Ïðè ñäåëàííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè K(x, y) ñòðåìëåíèå ê íóëþ ðàâ-
íîìåðíîå, òàê ÷òî, ñêîëü áû íè áûëî âåëèêî ÷èñëî A, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü
÷èñëî ω òàê, ÷òî max |δf(x)| < ϵ, ãäå ϵ � ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî.
Îäíàêî ïðè ýòîì èìååì max δϕ(x) = A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ïðèìå-
ðå óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè èçìåðåíèé (ò. å. óìåíüøåíèå ÷èñëà ϵ) íå ïðèâîäèò ê
ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.

Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è. Ñòðîãî ãîâîðÿ, óíèâåðñàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ
òîãî, êàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, à êàêàÿ � îáðàòíîé, íåò. Ýòî çàâèñèò îò
êîíêðåòíîé ïðîáëåìû. Âîçìîæíà, íàïðèìåð, òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ: ïðÿìîé
íàçûâàþò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ñëåäñòâèÿ ïî âûçûâàþùåé åãî ïðè÷èíå, îáðàò-
íîé � îïðåäåëåíèÿ ïðè÷èíû ïî ñëåäñòâèþ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1.3. Íàïðèìåð, äàí òîíêèé îäíîðîäíûé òåïëîïðîâîäÿùèé ñòåð-
æåíü, íàãðåòûé (íåðàâíîìåðíî) ïðè t = 0 äî òåìïåðàòóðû φ(x). Ïðÿìàÿ
çàäà÷à: íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû φ

T
(x) â ìîìåíò âðåìåíè t = T .

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû φ(x) ïî
ôóíêöèè φ

T
(x).

Ìû ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ. Ðàññìîòðèì â êà-
÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé
îñè. Ê íåé ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî âîçâðàùàòüñÿ â õîäå äàííîãî êóðñà.

Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü íàì äàí îïåðàòîð Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

L̂ = − d2

dx2
+ u(x), u(x) ∈ S,

êàê îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà L2(R) (S � ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà). Ïðÿìàÿ çà-
äà÷à â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: äàí îïåðàòîð (ò. å. ôàêòè÷åñêè
êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ u(x)), íàéòè äàííûå ðàññåÿíèÿ (ñïåêòð) äàííîãî
îïåðàòîðà. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: äàíû äàííûå ðàññåÿíèÿ,
íàéòè ôóíêöèþ u(x).

Ïîä ñïåêòðîì ïîíèìàåòñÿ ïîëíûé íàáîð äàííûõ ðàññåÿíèÿ îïåðàòîðà, êî-
òîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü

(r(k); λ1, b1, . . . , λN , bN).
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Ðèñ. 1: Ñõåìà ïëàíàðíîãî âîëíîâîäà

Çäåñü ÷èñëà λi, (i = 1, . . . , N) � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà L̂ â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(R); îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí áóäóò äàíû ïîçæå.

Çàìåòèì, ÷òî èìåííî îáðàòíàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ:
äàííûå ðàññåÿíèÿ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ òåìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå èçìå-
ðèìû ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàííûå ðàññåÿíèÿ ìîãóò áûòü
çàäàíû êàê íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê óñòðîéñòâó, îïèñûâàåìîìó
óðàâíåíèåì Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàêàÿ
ôóíêöèÿ u(x) ê òàêèì äàííûì ðàññåÿíèÿ ïðèâîäèò.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ çàäà÷ó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ
è ïðèâîäÿùóþ ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ: ðàñïðîñòðàíåíèå
èçëó÷åíèÿ â ïëàíàðíîì ñâåòîâîäå. Òàêîé ñâåòîâîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõ-
ñëîéíóþ ñòðóêòóðó, öåíòðàëüíûé (ñðåäíèé) ñëîé êîòîðîé èìååò (äîñòàòî÷íî
ìàëóþ) òîëùèíó 2l è ïåðåìåííûé, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
n2(x). Ñõåìàòè÷íî òàêàÿ ñòðóêòóðà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Êîîðäèíàòà x âûáðàíà âäîëü íîðìàëè ê ïëîñêîñòÿì, ÿâëÿþùèìñÿ ãðàíè-
öåé ìåæäó ñëîÿìè; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþò äàííóþ êîîð-
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äèíàòíóþ îñü â òî÷êàõ x = ±l. Êðàéíèå ñëîè, îêàéìëÿþùèå äàííûé ñëîé,
èìåþò òîëùèíó d >> l è ïîñòîÿííûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n1, ïðè÷åì
n1 ≤ minn2(x). Ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ ÷àñòîòû ω , êàê èçâåñòíî, ìîæåò
áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

(∆ + k2)u(r) = 0, k = ωn/c, (1.6)

ãäå n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Ïðèìå-
íÿÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Øòóðìà � Ëè-
óâèëëÿ L̂ψ = λψ, â êîòîðîì

u(x) = −ω
2

c2
(
n22(x)− n21

)
, |x| ≤ ℓ, u(x) ≡ 0, |x| > ℓ.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ çäåñü èìåþò ÿñíûé ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë: ýòî äëèíû âîëí òåõ âîëíîâîäíûõ ìîä (ò. å. ÷àñòíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà), êîòîðûå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî äàííîé ïëàíàð-
íîé âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðå. Êàê ïðàâèëî, â òîì èëè èíîì óñòðîéñòâå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïîäîáíûõ âîëíîâîäîâ òðåáóþòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííûå íàáîðû
òàêèõ äëèí âîëí. Ïîýòîìó îáðàòíàÿ çàäà÷à, â ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, çäåñü
çâó÷èò òàê: êàêóþ çàâèñèìîñòü n2(x) ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ öåíòðàëüíîãî
ñëîÿ íàäî ñôîðìèðîâàòü, ÷òîáû äàííûé âîëíîâîä ïðèâîäèë ê çàäàííîìó íà-
áîðó âîëíîâîäíûõ ìîä? Äðóãîé ïðèìåð � ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Îïåðàòîð L̂ â ýòîì ñëó÷àå èãðà-
åò ðîëü ãàìèëüòîíèàíà (îïåðàòîðà ýíåðãèè) êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû,
äâèæóùåéñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëà u(x). Îáðàòíàÿ çàäà÷à çäåñü � ýòî íàõîæäå-
íèå ïîòåíöèàëà u(x) ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ (r(k);λ1, b1, . . . , λN , bN), êîòîðûå
è ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿåìûìè íà îïûòå âåëè÷èíàìè.

Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è êîìïüþ-
òåðíîé òîìîãðàôèè. Òåðìèíîì ¾òîìîãðàôèÿ¿ â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå îáú-
åäèíåíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ âíóòðåííèõ îáëàñòåé íåïðîçðà÷-
íûõ òåë. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, äàþùèå ïîñëîé-
íîå èçîáðàæåíèå îáúåêòà, ò. å. íåêèé åãî åãî ¾ñðåç¿ â çàäàííîé ïëîñêîñòè.
Òàêîé ñðåç ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ìû ñêàíèðóåì îáúåêò â ýòîé ïëîñêîñòè, íàïðè-
ìåð, óçêèì ðåíòãåíîâñêèì ïó÷êîì ïîä ðàçíûìè óãëàìè è ñ ðàçíûõ ïîçèöèé.
Êàêóþ èíôîðìàöèþ ïðè ýòîì ìû ìîæåì ïîëó÷èòü? Ïóñòü íåêîòîðûé ðåíò-
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ãåíîâñêèé ïó÷îê ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü çàäàííîé îñè 0X. Íà îòðåçêå [a, b]
ïó÷îê âñòðå÷àåò ïðåïÿòñòâèå, âíóòðåííèå òî÷êè êîòîðîãî õàðàêòåðèçóþòñÿ
êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ µ(x). Ïåðåìåííûé êî-
ýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòó-
ðû ïðåïÿòñòâèÿ. Òàê, èçâåñòíî, ÷òî âñå òêàíè æèâîãî îðãàíèçìà ïî-ðàçíîìó
ïîãëîùàþò ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå, êàæäàÿ òêàíü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì
êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ µ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Áóãåðà � Áýðà

Iout = Iin exp

(
−
∫ b

a

µ(x)dx

)
,

ãäå Iin è Iout � èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà íà âõîäå è âûõîäå ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì
îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè âåëè÷èíû µ(x), íåñóùåé èíôîð-
ìàöèþ î ñòðóêòóðå îáúåêòà, ïî åå èíòåãðàëó � â äàííîì ñëó÷àå èçìåðèìîé
âåëè÷èíå− ln(Iout/Iin). Â èòîãå ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó âàðèàíòó ôîðìóëèðîâ-
êè ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è òîìîãðàôèè: íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ
g(x, y), íàçûâàåìóþ èçîáðàæåíèåì, ïî ôóíêöèè g̃(R, θ), íàçûâàåìîé òåíüþ.
Òåíü ñâÿçàíà ñ èçîáðàæåíèåì èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì:

g̃(R, θ) =

∫
L(R,θ)

g(x, y)dl,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîé L(R, θ), çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì

x cos θ + y sin θ = R, R ∈ (−∞,∞), θ ∈ [0, π).

Íà ôóíêöèè g(x, y) è g̃(R, θ) íàêëàäûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ìû
ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàäà÷è òîìîãðàôèè áîëåå ïîäðîáíî â êîíöå êóðñà.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Êàêîå ìåñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà çàíèìàåò â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè?

2. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè?

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

4. Êàêèå êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íàçûâàþòñÿ êîððåêòíûìè ïî Àäàìàðó?

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû çàäà÷, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîððåêòíûìè ïî Àäàìàðó.

6. ßâëÿåòñÿ ëè çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî
ðîäà êîððåêòíîé ïî Àäàìàðó?
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7. Êàêèå çàäà÷è ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìûìè, à êàêèå � îáðàòíûìè?

8. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷.

9. Ñôîðìóëèðóéòå ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ.

10. Ñôîðìóëèðóéòå îáðàòíóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ.

11. Çàïèøèòå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà.

12. ×òî òàêîå ïëàíàðíûé ñâåòîâîä?

13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è, ïðèâîäÿùåé ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ.

14. ×òî òàêîå òîìîãðàôèÿ?

15. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à òîìîãðàôèè?

Ëèòåðàòóðà: [1, 2, 17].
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Ëåêöèÿ 2

Ìåòðè÷åñêèå è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ ìåòðèê. Ñõîäèìîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êî-

øè. Ïîëíîòà. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ïîëíûõ è íåïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðû. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè íîðìàìè â îäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì

â Rn. Î âàæíîñòè ïðàâèëüíîãî âûáîðà íîðìû ôóíêöèè â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, êîòîðûå áó-
äóò íåîáõîäèìû íàì â äàëüíåéøåì ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òåõ
èëè èíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, áóäåì îãðàíè÷èâàòü-
ñÿ ëèøü îïðåäåëåíèÿìè, à óòâåðæäåíèÿ áóäåì ïðèâîäèòü áåç äîêàçàòåëüñòâ �
àïåëëèðóÿ ê òîìó ôàêòó, ÷òî ìíîãèå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîíÿòèé óæå èçó-
÷àëèñü â èíûõ êóðñàõ. Ðåøàÿ ÷èñëåííî çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ, ìû âñåãäà ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ïîíèìàåì, êàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
¾áëèçêèì¿ ê èñêîìîìó, à êàêîå � íåò. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ¾áëèçîñòè¿ îäíîé
òî÷êè, âåêòîðà èëè ôóíêöèè ê äðóãîìó òàêîìó æå îáúåêòó òðåáóåò ââåäåíèÿ
òàêîãî ïîíÿòèÿ, êàê ìåòðèêà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x, y, z, . . . ïðîèç-
âîëüíîé ïðèðîäû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà âåùå-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ρ(x, y), x, y ∈ X, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
∀ x, y, z ∈ X:

1. ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

2. ρ(x, y) = ρ(y, x);

3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

Åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, òî îíà íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, à ìíîæåñòâî
X � ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîñòðàíñòâî R3, òî÷êè êîòîðîãî r1,
r2, . . . çàäàíû óïîðÿäî÷åííûìè òðîéêàìè ÷èñåë x, y, z. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ρ(r1, r2) =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïåðå÷èñ-
ëåííûì âûøå àêñèîìàì ìåòðèêè. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìåòðèêà
ñîâïàäàåò ñ ¾áûòîâûì¿ ïîíÿòèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ñóùåñòâóåì ìû è âñå îêðóæàþùèå íàñ ïðåäìåòû.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè ìåòðèêè â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ
èçâåñòíûì óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà íå ìîæåò áûòü
áîëüøå ñóììû äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí, ïîýòîìó è â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííîå
íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.

Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn, òî÷êè êîòîðîãî r1, r2, . . . çàäàíû
óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè ÷èñåë (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn), . . . . Êðîìå î÷åâèä-
íîãî îáîáùåíèÿ ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ðàñòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò òàêæå áûòü çàäàíî ôîð-
ìóëîé

ρ(r1, r2) =

(
n∑
i=1

(xi − yi)
p

)1/p

.

Çäåñü p �ëþáîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî p ≥ 1.

Âûïîëíåíèå ñâîéñòâ 1 è 2 ìåòðèêè çäåñü òàêæå î÷åâèäíû. Äîêàçàòåëüñòâî
ñâîéñòâà 3 áîëåå ñëîæíî, çäåñü ìû åãî ïðèâîäèòü íå áóäåì.

Ïðèìåð 2.3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C[a, b] âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé,
íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b]. Ìåòðèêà çäåñü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ρ∞(f1, f2) = sup
x∈[a,b]

|f1(x)− f2(x)|, f1(x), f2(x) ∈ C[a, b].

Òîò ôàêò, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ìåòðèêè, ïðîâå-
ðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè. Ïóñòü X �
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ(·, ·), à xi ∈ X , i = 1, 2, . . . , � íåêîòî-
ðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî) ýëåìåíòîâ ýòî-
ãî ìíîæåñòâà. Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó
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a ∈ X, åñëè ∀ ϵ > 0 ∃N = N(ϵ) òàêîå, ÷òî ρ(xn, a) < ϵ, êàê òîëüêî âûïîëíÿ-
åòñÿ n > N .

Êàæäàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Êîøè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ X, i = 1, 2, . . . , ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X ñ ìåòðèêîé ρ(·, ·) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè ∀ ϵ > 0
∃N = N(ϵ), òàêîå, ÷òî ρ(xn, xm) < ϵ äëÿ ëþáûõ n,m > N .

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî: ïðîèçâîëüíî âçÿòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè
ñõîäèòüñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàíà. Ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ âñå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Êîøè ñõîäÿòñÿ, íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè.

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè âàæíîñòü òàêèõ, êàçàëîñü áû, äîñòàòî÷-
íî àáñòðàêòíûõ ïîíÿòèé, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Íà ïðàêòèêå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xi ∈ X � ýòî íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëÿåìûõ ýëå-
ìåíòîâ (ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð), êîòîðàÿ ïîëó-
÷àåòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè íåêîòîðîãî àëãîðèòìà. Íîìåð ýëåìåíòà ìîæíî ñâÿçàòü
ñ òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, è ò. ä. Ýëåìåíò a � ýòî èñêî-
ìûé ýëåìåíò (òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ). Îäíàêî ýëåìåíò a íàì íåèçâåñòåí.
Îòñþäà, åñëè ïðîñòðàíñòâî X (ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì,
ìîæíî ñäåëàòü íåóòåøèòåëüíûé äëÿ âû÷èñëèòåëÿ âûâîä: ìû íå çíàåì, áóäåò
ëè ñõîäèòüñÿ íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ïðè óâåëè÷åíèè i (ò. å. ïðè ïîâû-
øåíèè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ a. Âåäü òî÷íîå ðåøåíèå
íàì íåèçâåñòíî è ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ìû íå ìîæåì. Îäíàêî,
íå çíàÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ, âñåãäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷àåìàÿ
â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé xi ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Åñëè ýòî òàê è ïðîñòðàíñòâî X ïîëíîå, òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xi ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó a, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü
èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è.

Ïðèìåð 2.4. Âåùåñòâåííàÿ îñü R. Íà âåùåñòâåííîé îñè ëþáàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ (êðèòåðèé Êîøè), òàê ÷òî R � ïîëíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 2.5. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Äàííîå ïðîñòðàíñòâî íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè

xn =

(
1 +

1

n

)n
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ýëåìåíòîâ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà (ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) ñõîäèòñÿ ê èððàöè-
îíàëüíîìó ÷èñëó � îñíîâàíèþ íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ e.

Áîëåå óçêèì ïî îòíîøåíèþ ê êëàññó ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ
êëàññ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü äàëåå V � ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, x, y, . . . � åãî ýëåìåíòû (âåêòîðû) è ÷èñëî λ ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå V îïðåäåëåíà âåùå-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ∥ · ∥, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ∥x∥ ≥ 0, ïðè÷åì ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;

2. ∥λx∥ = |λ| · ∥x∥;

3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ∥·∥ íàçûâàåòñÿ íîðìîé, à ïðîñòðàíñòâî V � íîðìèðî-
âàííûì ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì R àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 2.6. Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn. Íîðìà âåêòîðîâ
r ∈ Rn, èìåþùèõ êîîðäèíàòû xi, i = 1, . . . , n, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∥r∥ =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2.

Ïðèìåð 2.7. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [a, b]. Íîðìà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òàê:

∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, f(x) ∈ C[a, b].

Ïðèìåð 2.8. Ïðîñòðàíñòâî L2(R) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé âåùå-
ñòâåííîé îñè R è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx < ∞.

Â ýòîì ñëó÷àå íîðìó ìîæíî îïðåäåëèòü âûðàæåíèåì

∥f∥2 =

(∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx

)1/2

.
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Çàìåòèì, íîðìó ∥ · ∥2 ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå â ïðîñòðàíñòâå L2([a, b]).
Ëþáîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì. Äåéñòâèòåëü-

íî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàíà íîðìà
∥ · ∥, òî ôóíêöèÿ

ρ(x, y) = ∥x− y∥, x, y ∈ V,

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ìåòðèêè. Êàê ïðàâèëî, äàëåå ìû áóäåì èìåòü
äåëî ëèøü ñ íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ðàññìàòðèâàÿ êàêîå-ëèáî êîíêðåòíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî V , âàæ-
íî çàìåòèòü, ÷òî íîðìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðèêà îïðåäåëÿþòñÿ íå åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì. Òàê, íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå Rn íîðìó ìîæíî îïðåäå-
ëèòü òàê:

∥r∥1 =
n∑
i=1

|xi|.

Â ñëó÷àå n = 2 (ïëîñêîñòü) ìåòðèêó, ïîðîæäåííóþ äàííîé íîðìîé, íàçûâàþò
¾ìåòðèêîé ãîðîäñêèõ êâàðòàëîâ¿. Òàêîå íàçâàíèå èíòóèòèâíî ïîíÿòíî. Â ãî-
ðîäå (ò. å. íà ïëîñêîñòè, îòäåëüíûå ïðÿìîóãîëüíûå îáëàñòè êîòîðîé � äîìà �
íåäîñòóïíû äëÿ ïåðåìåùåíèÿ) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè À è Â öåëåñîîáðàç-
íî èçìåðÿòü âäîëü óëèö è ïðîåçäîâ, îáðàçóþùèõ íåêîòîðóþ ïðÿìîóãîëüíóþ
ñåòêó, à íå ïî ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè À è Â.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ âñå íîðìû ÿâëÿþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáûõ äâóõ íîðì ∥ · ∥1, ∥ · ∥,
çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå V , ñóùåñòâóþò (íå çàâèñÿùèå îò x) êîíñòàíòû c > 0,
C > 0, òàêèå, ÷òî

c∥x∥1 ≤ ∥x∥ ≤ C∥x∥1, ∀ x ∈ V.

Òàê, äëÿ ââåäåííûõ âûøå íîðì ∥x∥1 è ∥x∥ ïðîñòðàíñòâà Rn èìååì c = 1/n,
C = 1 (ïðîâåðèòü!).

Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îçíà÷àåò, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóþùåå: ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ â îäíîé íîðìå, áó-
äåò ñõîäèòüñÿ è â äðóãîé. Ýòî íå òàê â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ:
ðàçëè÷íûå íîðìû òàì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó (ôóíêöèî-
íàëüíàÿ, íàïðèìåð) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ â îäíîé íîðìå, â äðóãîé
íîðìå â ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Ýòî ïîä÷åðêèâàåò âàæ-
íîñòü ðàññìîòðåííûõ ïîíÿòèé ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �
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âûáîð ¾ïðàâèëüíîé¿, ò. å. îòâå÷àþùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, íîðìû ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿùåãîñÿ àëãîðèòìà. Íîðìû, â
êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ìåíüøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàçûâàþò áîëåå ñèëüíûìè, à
íîðìû, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäèòñÿ áîëüøå, � áîëåå ñëàáûìè.

Ïðèìåð 2.9. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C([a, b]). Îïðåäåëèì â äàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå íîðìû ∥f∥1 è ∥f∥∞:

∥f∥1 =

∫ b

a

|f(x)|dx, ∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ∈ C([a, b]), ýëåìåíòû êîòîðîé îïðå-
äåëåíû òàê (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < −1, b > 1) :

fn(x) = ±nx+ 1, x ∈
[
∓1

n
, 0
]
, fn(x) ≡ 0, x ̸∈

[
−1

n
,
1

n

]
.

Î÷åâèäíî, ∥fn∥1 → 0 ïðè n → ∞. Â äðóãîé íîðìå èìååì: ∀n = 1, 2, 3, . . .
∥fn − fm∥∞ → 1 ïðè m → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn(x) ïî íîðìå ∥f∥∞ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, à çíà÷èò,
íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C([a, b]) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì áîëåå îá-
ùèõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ L1[a, b] è L∞[a, b] ñ íîðìàìè ∥ · ∥1 è ∥ · ∥∞
ñîîòâåòñòâåííî. Ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ïîäðîáíî.

Ðàññìîòðèì äàëåå âàæíûé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåð, êîãäà
ôóíêöèþ, çàäàííóþ ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ (íàïðèìåð, ïîëó÷åííóþ â õîäå
èçìåðåíèé) ïî íåêîòîðîé íîðìå ∥ · ∥, íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

Ïðèìåð 2.10. Ïóñòü íà èíòåðâàëå [a, b] èíòåãðèðóåìàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ u(x) çàäàíà ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ϵ ïî íåêîòîðîé íîðìå
∥ · ∥:

∥δu(x)∥
∥u(x)∥

≤ ϵ,

ãäå δu(x) � ïîãðåøíîñòü â èçìåðåíèè ôóíêöèè u(x). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü
êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ ũ(x), àïïðîêñèìèðóþùóþ çíà÷åíèÿ çàäàííîé
ôóíêöèè u(x) ïî íîðìå ∥·∥ ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ, íå ìåíåå âåëè÷èíû
ϵ.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è òàêîâ.

1. Çàäàåì ÷èñëî M = 1.

2. Ðàçáèâàåì îòðåçîê [a, b] íà M ÷àñòåé òî÷êàìè xi, i = 0, . . . ,M , x0 = a,
xM = b. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàçáèåíèÿ íà ðàâíûå
÷àñòè: xj = xj−1 +∆, ãäå j = 1, . . . ,M è ∆ = (b− a)/M .

3. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî òî÷êè ξj ∈ [xj−1, xj], j = 1, . . . ,M . Ìîæíî, íà-
ïðèìåð, âûáðàòü ñåðåäèíû óêàçàííûõ îòðåçêîâ: ξj = (xj−1 + xj)/2.

4. Ñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ ũ(x):

ũ(x) = u(ξj), x ∈ [xj−1, xj], j = 1, . . . ,M.

5. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó δ = ∥u(x)− ũ(x)∥/∥u(x)∥.

6. Åñëè δ > ϵ, òî ïîëàãàåì M →M + 1 è âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 2.

7. Åñëè δ ≤ ϵ, òî çàäà÷à ðåøåíà.

−1.00 −0.75 −0.50 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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1

Ðèñ. 2: Àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêîé ôóíêöèè
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Ïðèâåäåííûé â ïðèìåðå 2.10 àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì è, êàê ïðàâèëî, ìîæåò áûòü îïòèìèçèðîâàí. Òàê, åñëè
ñóùåñòâóåò îòðåçîê [a1, b1] ⊂ [a, b], a1 ̸= b1, òàêîé, ÷òî u(x) ≡ u1 = const ïðè
x ∈ [a1, b1], òî äàííûé îòðåçîê, î÷åâèäíî, íåò ñìûñëà ïîäâåðãàòü ðàçáèåíèþ
íà áîëåå ìåëêèå ïîëóèíòåðâàëû, ïîëîæèâ äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè ũ(x) ≡ u1
âñþäó ïðè x ∈ [a1, b1]. Â òî÷êàõ x ∈ [a, b], x ̸∈ [a1, b1] èìååò ñìûñë âû-
äåëèòü èíòåðâàëû (zj−1, zj), â òî÷êàõ êîòîðûõ èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé è u ′(x) ̸= 0. Äàëåå, êàæäûé òàêîé èíòåðâàë ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè
xji , i = 0, . . . ,Mj, ïî ïðàâèëó x

j
i = xji−1 + σ/u ′(xji−1), ãäå σ � íåêàÿ êîíñòàí-

òà, ñîãëàñîâàííàÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ϵ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè u ′(xj0) = 0,
òî÷êà xj1 âûáèðàåòñÿ ïî îòäåëüíîìó ïðàâèëó, íàïðèìåð xj1 = xj0 + σ. Åñëè â
òî÷êå xj0 ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò (òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà), òî ïîëà-
ãàåòñÿ u ′(xj0) = u ′(xj0 +0). Ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïîäðîáíîì
îïèñàíèè òàêîãî àëãîðèòìà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëüíûé, îòâå÷àþùèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷å âûáîð íîðìû
ÿâëÿåòñÿ çàëîãîì åå îïòèìàëüíîãî (â òîì ÷èñëå ïî çàòðà÷åííîìó ìàøèííî-
ìó âðåìåíè) ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü C1([a, b]) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé. Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè
ïðèáëèæåíèå (êàê ïî çíà÷åíèÿì ñàìîé ôóíêöèè, òàê è ïî çíà÷åíèÿì ïðî-
èçâîäíûõ) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) ∈ C1([a, b]) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ϵ.
Òîãäà åñëè ìû âûáåðåì íîðìó ∥f∥∞ = supx∈[a,b] |f(x)|, òî ¾ïðàâèëüíîãî¿ ðå-
øåíèÿ ìû, î÷åâèäíî, íå ïîëó÷èì: íàéäåííîå ïðèáëèæåíèå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ
ïî çíà÷åíèÿì ïðîèçâîäíûõ ñêîëü óãîäíî ñèëüíî. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è
ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, íîðìó

∥f∥1∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)| + sup
x∈[a,b]

|f ′(x)|.

Òîò ôàêò, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò íîðìó, ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìåòðèêè.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êîíå÷íîìåðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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5. Êàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ?

6. Êàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Êîøè?

7. Êàêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè?

8. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

9. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ïîëíîòû.

10. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

11. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìû.

12. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êîíå÷íîìåðíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

13. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû áåñêîíå÷íîìåðíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

14. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì?

15. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì?

16. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî íîðìà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì?

17. Êàêèå íîðìû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè?

18. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíûõ íîðì â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

19. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû íåýêâèâàëåíòíûõ íîðì â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

20. Ñîñòàâüòå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñòóïåí÷àòîé (êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé) ôóíêöèè, êîòðàÿ àï-
ïðîêñèìèðóåò çàäàííóþ ôóíêöèþ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïî çàäàííîé íîðìå.

Ëèòåðàòóðà: [3, 4].
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Ëåêöèÿ 3

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è ðÿäû Ôóðüå

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è îðòîãîíàëüíîñòü. Ïðèìåðû. Íîðìà â åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Íåðàâåíñòâî Øâàðöà. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû. Îðòîíîðìèðîâàííûå

ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïîäïðîñòðàíñòâî, åãî îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå. Ðàçëîæåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ. Ðÿäû Ôóðüå.

Ïðèìåðû. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè. Çàäà÷à î íàè-

ëó÷øåì ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî âåêòîðà ðÿäîì Ôóðüå.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé êëàññ ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Èòàê, ïóñòü E � ëèíåéíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, âåêòîðû x, y, z, . . . � åãî
ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå E îïðåäåëåíà ïîëóòîðàëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ ( ·, · ): E × E → C, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. (x, x) ≥ 0, ïðè÷åì (x, x) = 0 ⇔ x = 0.

2. (x, y) = (y, x), ∀ x, y ∈ E.

3. (λ1x1 + λ2x2, y) = λ1(x1, y) + λ2(x2, y), ∀ x1, x2, y ∈ E, ∀λ1, λ2 ∈ C.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ïðîñòðàí-
ñòâà E, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî E � åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R àíà-
ëîãè÷íî � íåîáõîäèìî â ïóíêòå 2 îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èñ-
êëþ÷èòü ÷åðòó, îçíà÷àþùóþ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå (è òîëüêî â íåì!) ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Âåêòîðû x, y ∈ E íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè
äëÿ äàííûõ âåêòîðîâ (x, y) = 0.

Ëþáîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì (è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìåòðè÷åñêèì), åñëè íîðìó â íåì îïðåäåëèòü âûðàæåíèåì ∥x∥ =

√
(x, x).

Â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî, ïîä íîðìîé âåêòîðà â êàêîì-
ëèáî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì ïîíèìàòü èìåííî äàííóþ íîðìó.

Ïðèìåð 3.1. Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ ïðîèçâåäåíèåì (x, y) =
∑n

i=1 xiyi, ãäå xi, yi �
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ x, y ∈ Rn, ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì è îáîçíà-
÷àåòñÿ En.

Ïðèìåð 3.2. Ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(x), ãäå x ∈ R,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∫∞
−∞ |f(x)|2dx <∞, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx

ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì è îáîçíà÷àåòñÿ L2(R).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ x, y çàäàííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà:

(x, y) ≤ ∥x∥ · ∥y∥.

Ïîëíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè.

Ïðèìåð 3.3. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ
ãèëüáåðòîâûìè.

Ïðèìåð 3.4. Ïðîñòðàíñòâî l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë xi,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∑∞
i=1 |xi|2 < ∞, ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =
∞∑
i=1

xiyi.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ xa ∈ E, a ∈ A, ãäå E � åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî, A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè
(xa, xb) = 0 ïðè a ̸= b.
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Åñëè äàííàÿ ñèñòåìà â (ëèíåéíîì) ïðîñòðàíñòâå E ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçèñîì
(ïîëíîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ), òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûì áàçè-
ñîì. Åñëè ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå, òî ìîæíî ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè ðàâåíñòâà
(xa, xa) = 1 ∀ a = 1, 2, 3, . . . . Òàêèå áàçèñû íàçûâàþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè.
Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå îðòîíîðìèðîâàí-
íûå áàçèñû, íàçûâàþò ñåïàðàáåëüíûìè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî
òîëüêî ñ òàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå (çàìêíóòîå) ïîäïðîñòðàíñòâî E1 åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà E.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x ∈ E, òàêèõ, ÷òî x ⊥ y, ∀ y ∈
E1, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà E1 è îáîçíà÷à-
åòñÿ E⊥

1 .

Î÷åâèäíî, E = E1 ∪ E⊥
1 . Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî E⊥

1 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà E. Â èòîãå èìååì ðàçëîæåíèå E =
E1⊕E⊥

1 ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèÿ ⊕, ó÷èòûâàþùàÿ êàê îáúåäèíåíèå ∪, òàê
è îðòîãîíàëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ E1 è E⊥

1 , íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé. Äàííîå
ðàâåíñòâî îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâ:

E =
N⊕
i=1

Ei. (3.1)

Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè
ïðîñòðàíñòâ: Ei ⊥ Ej, ïðè i ̸= j; 2) êàæäûé ýëåìåíò y ∈ E ïðåäñòàâèì â âèäå
y =

∑N
i=1 xi, ãäå xi ∈ Ei. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ âîçìîæíî

N = ∞, â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé ýëåìåíò y ∈ E ïðåäñòàâèì, â ñîîòâåòñòâèè ñ
(3.1), ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ýëåìåíòîâ xi ∈ Ei.

Ðàññìîòðèì â áåñêîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E íåêîòîðûé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ xi ∈ E. Òîãäà ∀ x ∈ E èìååì

x =
∞∑
i=1

aixi. (3.2)

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà x â ñóììó (3.2) íàçûâàåòñÿ ðÿ-
äîì Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî áàçèñó xi, à êîýôôèöèåíòû ai � êîýôôèöèåíòàìè
Ôóðüå.

Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü L2[0, 2π] � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
âåùåñòâåííûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
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(f, g) =
∫ 2π

0 f(x)g(x)dx. Â òàêîì ïðîñòðàíñòâå, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñ:(

1√
2π
,

1√
π
sin x,

1√
π
cos x, . . . ,

1√
π
sinnx,

1√
π
cosnx, . . .

)
.

Ðÿä Ôóðüå â ýòîì ñëó÷àå òðàäèöèîííî çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
.

Ïðèìåð 3.6. Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî L2[−1, 1] íåïðåðûâíûõ
âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =

∫ 1

−1 f(x)g(x)dx.
Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ îáðàçóþò ïîëèíîìû Ëåæàíäðà:

Pn(x) =
1

n!2n
dn

dxn
(x2 − 1)n, (Pn, Pm) =

2

2n+ 1
δnm, n,m = 0, 1, 2, 3, . . . .

Ñîîòâåòñòâåííî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2[−1, 1] ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) =
∞∑
n=0

anPn(x), an =
(f, Pn)

∥Pn∥2
.

Ïóñòü E � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è f ∈ E.
Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ck = (f, xk) äàííîãî ýëåìåíòà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîë-
íîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ xk ∈ E óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì:

� íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:
N∑
n=1

|cn|2 ≤ ∥f∥2.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåðàâåíñòâî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè N → ∞. Îäíàêî äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ è ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ xk ïðè

N → ∞ èìååò ìåñòî

� ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:
∞∑
n=1

|cn|2 = ∥f∥2.
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Ïóñòü E � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è yn ∈ E �
íåêîòîðàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Èç äàííîé ñèñòå-
ìû ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ xk ïîñðåäñòâîì (ðå-
êóððåíòíîé) ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèäòà. Äàííàÿ ïðîöå-
äóðà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèåé ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1) x1 = y1/∥y1∥;

2) x2 = z2/∥z2∥, ãäå z2 = y2 − (y2, x1)x1;

. . . . . .

n) xn = zn/∥zn∥, ãäå zn = yn −
∑n−1

i=1 (yn, xi)xi;

. . . . . .

Ïðèìåð 3.7. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà (îòíîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó) ïîëó÷à-
þòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè ê ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
ñèñòåìå âåêòîðîâ

1, x, x2, x3, . . . , xk, . . . .

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî âåêòîðà
ðÿäîì Ôóðüå. Ïóñòü E � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî è V ⊂ E � åãî êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü z ∈ E �
ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà E, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü èñêî-
ìûì ýëåìåíòîì (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ íàéòè êàê ðåøåíèå
íåêîòîðîé çàäà÷è). Ëþáîé àëãîðèòì, âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà, ðåàëèçóå-
ìûå çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, âñåãäà èìåþò äåëî ñ íåêîòîðûì êîíå÷-
íûì (âîçìîæíî, î÷åíü áîëüøèì) ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó ïðèáëèæåííûå
ê z âñåãäà ïðèíàäëåæàò êàêîìó-ëèáî êîíå÷íîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó V. Ôîð-
ìàëèçóÿ ñêàçàííîå, ìû ñòàâèì çàäà÷ó ïðèáëèçèòü íàèëó÷øèì â íåêîòîðîì
ñìûñëå îáðàçîì ýëåìåíò z ∈ E ýëåìåíòàìè y ∈ V:

f(y) = ∥z − y∥, ∃ y0 ∈ V
∣∣∣ f(y0) = min f(y), y ∈ V.

Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå òàêîé ýëåìåíò
ñóùåñòâóåò. Åñëè E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî òàêîé ýëåìåíò � åäèíñòâåí-
íûé. Äîêàæåì äàííûå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü xi ∈ E, i = 1, 2, . . . , � íåêîòîðûé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E, ïðè÷åì

xi ∈ V, i = 1, 2, . . . , N, N = dimV, xi ∈ V⊥, i = N + 1, 2, . . . .
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà y ∈ V è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà z ∈ E èìååì:

y =
N∑
i=1

cixi, z =
∞∑
i=1

(z, xi)xi.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ

∥z − y∥2 =
N∑
i=1

|ci − (z, xi)|2 +
∞∑

i=N+1

|(z, xi)|2.

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

ci = (z, xi), i = 1, 2, . . . , N,

òàê ÷òî èñêîìûé ýëåìåíò y0 =
∑N

i=1(z, xi)xi.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Êàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè?

4. Â êàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîñòè äâóõ âåêòîðîâ?

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû áåñêîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

7. Êàêèå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè?

8. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

9. Êàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé?

10. Êàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ áàçèñîì?

11. Êàêèå áàçèñû íàçûâàþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè?

12. Êàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì
ê çàäàííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó V ∈ E?

13. ×òî òàêîå ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ?

14. Çàïèøèòå ðàçëîæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ Ei. Êà-
êèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðîñòðàíñòâà Ei?

15. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðÿäà Ôóðüå ýëåìåíòà x åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E ïî íåêîòîðîìó îðòî-
íîðìèðîâàííîìó áàçèñó xi.
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16. Äàéòå îïðåäåëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2π].

17. Äîêàæèòå, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì â ïðîñòðàíñòâå
L2[0, 2π].

18. Íàïèøèòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2π].

19. ×òî òàêîå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà?

20. Çàïèøèòå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ.

21. Çàïèøèòå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

22. Êàê ìîæíî èç ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ?

23. Èç êàêîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1] ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîìû Ëåæàíäðà
ïðîöåäóðîé îðòîãîíàëèçàöèè?

24. Çàïèøèòå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà z ∈ E, ãäå E � åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè y ∈ V, ãäå V ⊂ E � íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ëèòåðàòóðà: [3, 4].
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Ëåêöèÿ 4

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Âàæíåéøèå ñëó÷àè: ëè-

íåéíûå ôóíêöèîíàëû, ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â äàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåðû. Îïåðà-

òîðû êàê ýëåìåíòû ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ëåììà Ðèññà.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà. Îáðàòíûé îïåðàòîð. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Ñèììåòðè÷åñêèå (ýðìèòîâû) è ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Óíèòàðíûå îïåðàòîðû. Îãðàíè÷åííûå

îïåðàòîðû. Íîðìà îïåðàòîðà. Íîðìû ìàòðèö. Ïðèìåðû. Ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ.

Â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå çàäà÷è, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì, â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ ìîãóò áûòü çàïèñàíû òàê: Âx = z , ãäå z � èçâåñòíûé ýëå-
ìåíò íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâàH1, x � íåèçâåñòíûé ýëåìåíò
íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà H2. Ñèìâîëîì Â çäåñü îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ, îòîá-
ðàæàþùàÿ íåêîòîðóþ îáëàñòü DA ⊂ H1 â ïðîñòðàíñòâî H2. Òàêóþ ôóíêöèþ
â îáùåì ñëó÷àå íàçûâàþò îïåðàòîðîì. Îáîçíà÷åíèÿ Âx è Â(x) ìû áóäåì
ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè. Ìíîæåñòâî DA íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà, à ìíîæåñòâî Ran(A) ⊂ H2, îïðåäåëåííîå êàê Ran(A) = Â(DA),
� îáëàñòüþ åãî çíà÷åíèé. Ìíîæåñòâî Ker(A) ⊂ DA, òàêîå, ÷òî Ax = 0
∀ x ∈ Ker(A), íàçûâàþò ÿäðîì îïåðàòîðà Âx.

Åñëè ïðîñòðàíñòâà H1 è H2 � ëèíåéíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïî-
ëåì êîìïëåêñíûõ (C) ëèáî âåùåñòâåííûõ (R) ÷èñåë, òî ìîæíî ãîâîðèòü î
ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ. Îïåðàòîð Â íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå:

Â(λ1ψ1 + λ2ψ2) = λ1Âψ1 + λ2Âψ2, ∀ψ1,2 ∈ DA, ∀λ1,2 ∈ C (R).

Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Çàìåòèì, ÷òî
â ñëó÷àå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìíîæåñòâî Ker(A) ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì.
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Ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþùèõ îá-
ùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ñàìî îáðàçóåò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàöèè ñóììû è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì:

(Â+ B̂)x = Âx + B̂x, (λÂ)x = λ(Âx).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà H2 = C (R), ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû íàçûâà-
þò êîìïëåêñíûìè (âåùåñòâåííûìè) ôóíêöèîíàëàìè. Òàê æå, êàê îïåðàòîðû,
ôóíêöèîíàëû ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè èëè íåëèíåéíûìè. ÏóñòüH � íåêîòîðîå
ëèíåéíîå âåêòîðíîå (íå îáÿçàòåëüíî ãèëüáåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì
H ′ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà âåê-
òîðàõ ïðîñòðàíñòâà H. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî H ′ ñàìî ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñîïðÿ-
æåííûì ê ïðîñòðàíñòâó H.

Âàæíûì äëÿ íàøåãî äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé
H1 = H2 = H, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Â ýòîì ñëó÷àå H = H ′. Äàííîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå ëåììû
Ðèññà.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü H = L2(R). Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ L2(R) îïðå-
äåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

lϕ(ψ) =

∫ ∞

−∞
ψ(x)ϕ(x)dx, ∀ψ(x) ∈ L2(R).

Ëåììà Ðèññà ãîâîðèò î òîì, ÷òî äðóãèõ (íåïðåðûâíûõ) ëèíåéíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå L2(R) íåò.

Ïðèìåð 4.2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L̂ = − d2

dx2 +x
2. Ýòîò îïåðàòîð ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L2(R) ïðè óñëîâèè, ÷òî îí
îïðåäåëåí íà îáëàñòè DA ⊂ L2(R), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ψ(x), òàêèõ, ÷òî

∫∞
−∞ x4|ψ(x)|2dx <∞.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà Â äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà x1, x2 ∈ DA îòîá-
ðàæàþòñÿ â äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà y1, y2 ∈ Ran(A), òî îïðåäåëåí îáðàòíûé
îïåðàòîð, îáîçíà÷àåìûé êàê Â−1. Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèå Ker(A) = 0.
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Ïðèìåð 4.3. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî En; êàæäàÿ êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè N × N çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð. Èç-
âåñòíî, ÷òî ÑËÀÓ Ax = 0, ãäå x ∈ En èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (ò.å.
ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð èìååò íåíóëåâîå ÿäðî) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà detA = 0. Óñëîâèå detA ̸= 0, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A−1.

Âàæíåéøèìè äëÿ íàøåãî äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêèå îáú-
åêòû, êàê ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ÑÂ) è ñîáñòâåííûå ÷èñëà (Ñ×) îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé îïåðàòîð Â, îïðåäåëåííûé â îá-
ëàñòè DA ⊂ E, ãäå E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðåøåíèå ψ ∈ DA óðàâíåíèÿ

Âψ = λψ, (4.1)

ãäå λ ∈ C, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà Â. ×èñëî λ, ïðè
êîòîðîì òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.

Îäíîìó Ñ× ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî)
ÑÂ. Òàêèå Ñ× íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè. ×àñòî âìåñòî òåðìèíîâ ÑÂ è
Ñ× óïîòðåáëÿþò ýêâèâàëåíòíûå: ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (ÑÔ), ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ (ÑÇ). Òåðìèí ÑÔ óïîòðåáëÿåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû,
äåéñòâóþùèå â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèìåð 4.4. Ñ× è ÑÂ ìàòðèöû N × N . Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (4.1)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ ïîðÿäêà N . Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
ó òàêîé ñèñòåìû èìåþòñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åå ãëàâíûé
îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ïî-
ðÿäêà N :

det(Â− λÎ) = 0.

Êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êðàòíûå) ÿâëÿþò-
ñÿ Ñ× äëÿ ìàòðèöû Â. ÑÂ íàõîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé êîíêðåòíîãî Ñ× λi
â óðàâíåíèå (4.1) è ïîñëåäóþùåå åãî ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü E � íåêî-
òîðîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·), è ïóñòü
Â � íåêîòîðûé äåéñòâóþùèé â íåì ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
DA = E. Çàìåòèì, ÷òî E = Ran(A) ⊕ Ker(A). Ïóñòü Ker(A) = 0. Â ýòîì
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ñëó÷àå îïåðàòîð Â+, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó Â, îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðî-
ñòî � ðàâåíñòâîì (Âx, y) = (x, Â+y), x, y ∈ E. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ,
íàïðèìåð, êîãäà E � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è îïåðàòîð çàäàí êâàäðàò-
íîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ, êîãäà DA ⊂ E, îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà áî-
ëåå ñëîæíîå. Ðàâåíñòâî (Âx, y) = (x, Â+y) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ âåêòîðîâ
x ∈ DA è y ∈ DA+, ãäå DA+ � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.
Åñëè DA ⊂ DA+ è ïðè ýòîì Âx = Â+x, ∀ x ∈ DA, òî òàêîé îïåðàòîð íàçû-
âàþò ñèììåòðè÷åñêèì (ýðìèòîâûì). Åñëè ïðè ýòîì DA = DA+, òî òàêîé
îïåðàòîð íàçûâàþò ñàìîñîïðÿæåííûì. Ìû, êàê ïðàâèëî, íå áóäåì äåëàòü
ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýðìèòîâûìè è ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè, îñòàâëÿÿ
(äîñòàòî÷íî òîíêèå) âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èõ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ, âíå
ðàìîê íàøåãî êóðñà. Ñ× è ÑÂ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ îáëàäàþò âàæ-
íûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 4.1. Ñ× ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âåùåñòâåííû, à åãî ÑÂ, îò-
âå÷àþùèå ðàçëè÷íûì Ñ×, îðòîãîíàëüíû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λi åñòü Ñ×, îòâå÷àþùåå ÑÂ xi, ïóñòü ∥xi∥ = 1. Òîãäà

λi = (xi, Âxi); λi = (xi, Âxi) = (Âxi, xi) = (xi, Â
+xi) = (xi, Âxi).

Äëÿ ðàçëè÷íûõ Ñ× λi è λj è îòâå÷àþùèõ èì ÑÂ xi è xj èìååì:

(xi, Âxj) = λj(xi, xj),

(xi, Âxj) = (Âxi, xj) = λi(xi, xj),

÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè (xi, xj) = 0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Îïåðàòîð Â, îïðåäåëåííûé â íåêîòîðîé îáëàñòèDA ⊂ E,
ãäå E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè

∃C > 0,
∣∣∣ ∀ x ∈ DA ∥Âx∥ ≤ C∥x∥.

Íàèìåíüøåå èç ÷èñåë C, ôèãóðèðóþùèõ â äàííîì îïðåäåëåíèè, íàçûâà-
åòñÿ íîðìîé îïåðàòîðà è îáîçíà÷àåòñÿ ∥Â∥. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∥Â∥ = sup
∥x∥≤1

∥Âx∥. (4.2)
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Ïðèìåð 4.5. Ïóñòü E � N -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R,
îïåðàòîð Â çàäàåòñÿ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè N × N ñ ýëå-
ìåíòàìè aij. Íîðìó ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
(4.2), íàçûâàþò îïåðàòîðíîé íîðìîé. Òàêàÿ íîðìà çàâèñèò îò îïðåäåëåíèÿ
íîðìû âåêòîðîâ x ∈ E. Ïóñòü, íàïðèìåð, íîðìà âåêòîðîâ x ∈ E îïðåäåëåíà
âûðàæåíèåì ∥x∥∞ = max1≤k≤N |xk|. Òîãäà

∥Â∥ = max
1≤k≤N

N∑
i=1

aki.

Òàêóþ íîðìó íàçûâàþò ñòðî÷íîé íîðìîé.
Çàìåòèì, íîðìó ìàòðèöû ìîæíî îïðåäåëèòü è àêñèîìàòè÷åñêè, ïîëîæèâ,

íàïðèìåð, ∥Â∥ = N maxi,j |Aij| ëèáî ∥Â∥ =
√∑N

i,j=1A
2
ij. Ïîñêîëüêó ïðî-

ñòðàíñòâî ìàòðèö � êîíå÷íîìåðíîå (ñ ðàçìåðíîñòüþ N 2), òî âñå ýòè íîðìû
ýêâèâàëåíòíû. Âûáîð òîé èëè èíîé íîðìû â êîíêðåòíîé çàäà÷å îïðåäåëÿåòñÿ
îñîáåííîñòÿìè çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé.

Ïðèìåð 4.6. Ïóñòü E = L2([a, b]), à èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K̂, çàäàííûé
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L2([a, b]), îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

K̂f =

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy; f(x) ∈ L2(R), |K(x, y)| ≤M, ∀x, y ∈ [a, b].

Â ýòîì ñëó÷àå

∥K̂f∥2 = (K̂f, K̂f) =

∫ b

a

(∫ b

a

K(x, y)f(y)dy

)2

dx.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ÿäðî K(x, y) ïðè âñÿêîì x ∈ [a, b] çàäàåò íåêî-
òîðóþ ôóíêöèþ K(·, y) ∈ L2([a, b]), è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿ-
êîâñêîãî � Øâàðöà, èìååì(∫ b

a

K(x, y)f(y)dy

)2

≤
∫ b

a

K2(x, y)dy

∫ b

a

f 2(y)dy =

∫ b

a

K2(x, y)dy · ∥f∥2.

Îòñþäà â ïðîñòðàíñòâå L2[a, b] ∥K̂∥ =
√∫∫ b

a K
2(x, y)dxdy.

Äëÿ îïåðàòîðîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ îãðàíè÷åííûìè, ïîíÿòèå íîðìû ââåñòè
íåëüçÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå L1[R].
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Ïðèìåð 4.7. Ïóñòü f(x) ∈ L1[R] � ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥ 0 è ∥f∥1 = 1. Äàííûå ñâîé-
ñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè ðàâíà åäèíèöå. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ∀a èìååì äëÿ ôóíêöèè fa(x) ≡ f(x+ a): ∥fa∥1 = 1. Ðàññìîòðèì
îïåðàòîð X̂, îïðåäåëåííûé êàê X̂f(x) = xf(x) (îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïå-
ðåìåííóþ x). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a → ∞ ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè
xf(x+ a) áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, òàê ÷òî îïåðàòîð X̂ � íåîãðà-
íè÷åííûé îïåðàòîð.

Êàê ïðàâèëî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñîâïàäàþùåé ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì, íà êîòîðîì îí îïðåäåëåí1. Â ýòîì
ñëó÷àå îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ:

(ÂB̂)x = Â(B̂x).

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ÂB̂ ̸= B̂Â ! Ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåíà òàêæå
ñòåïåíü îïåðàòîðà Ân.

Îïðåäåëåííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå E îïåðàòîð Û , òàêîé, ÷òî Û+ = Û−1,
íàçûâàþò óíèòàðíûì. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà E óíèòàðíûì îïåðà-
òîðîì ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ëþáûõ âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó
âûïîëíÿåòñÿ (Ûx, Ûy) = (x, y). Ðàññìîòðèì ïðèìåðû óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèìåð 4.8. Ìàòðèöà N × N , ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèþ

Aij = Aji .

Ïðèìåð 4.9. Ëþáîé îïåðàòîð âèäà U = exp[iÂ], ãäå Â � ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð.

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèå ôóíêöèè îò îïåðàòîðà:
åñëè f(x) � ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x, ðàçëàãàåìàÿ â ðÿä Òåéëîðà, òî

f(Â) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
Ân.

Òàêîå îïðåäåëåíèå ñòàëî âîçìîæíûì ïîñëå òîãî, êàê ìû îïðåäåëèëè ïðîèç-
âåäåíèå îïåðàòîðà íà ÷èñëî, ñòåïåíü îïåðàòîðà è ñóììó îïåðàòîðîâ.

1 Ðàññìîòðåíèå òàêèõ âîïðîñîâ, êàê îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå íà âñþäó ïëîòíûõ â ïðî-

ñòðàíñòâå ìíîæåñòâàõ, è ïåðåõîä ê çàìûêàíèþ îïåðàòîðà, âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.
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Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îáùåå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå.

2. ×òî òàêîå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà?

3. ×òî òàêîå îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà?

4. Â êàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà?

5. ×òî òàêîå ëèíåéíûé îïåðàòîð â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå?

6. Êàê îïðåäåëåíà ñóììà îïåðàòîðîâ â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå?

7. Êàê îïðåäåëåíî â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå óìíîæåíèå îïåðàòîðà íà ÷èñëî?

8. ×òî òàêîå ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå?

9. ×òî òàêîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî?

10. Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó Ðèññà.

11. ×òî òàêîå îáðàòíûé îïåðàòîð?

12. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

13. ×òî òàêîå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà?

14. ×òî òàêîå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà?

15. Êàêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè?

16. Â êàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà?

17. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

18. ×òî òàêîå ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð?

19. ×òî òàêîå îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð?

20. Äëÿ êàêèõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå íîðìû?

21. ×òî òàêîå íîðìà îïåðàòîðà?

22. Êàêèå íîðìû ìàòðèö âû çíàåòå?

23. ×òî òàêîå ñòðî÷íàÿ íîðìà ìàòðèöû?

24. ßâëÿþòñÿ ëè ðàçíûå íîðìû ìàòðèö ýêâèâàëåíòíûìè?

25. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ íîðìà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå L2([a, b])?

26. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ?

27. ×òî òàêîå óíèòàðíûé îïåðàòîð?

28. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà?

Ëèòåðàòóðà: [3�5].
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Ëåêöèÿ 5

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå. Ñïåêòð, åãî àñèìïòîòèêà. Ïðèìåðû. Àëãî-

ðèòì êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû äëÿ íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà

èíòåðâàëå. Ìåòîä ¾ñòðåëüáû¿. Îáðàòíàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå (ôîðìóëèðîâêà).

Â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (ïðÿìóþ è îáðàòíóþ)
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ, êàê
ïðàêòè÷åñêèå, òàê è òåîðåòè÷åñêèå: íåêîòîðûå èç íèõ ìû îáñóæäàëè âî ââîä-
íîé ëåêöèè. Íà÷àòûå òàì îáñóæäåíèÿ ìû ïðîäîëæèì ïîçæå; â äàííîé ëåê-
öèè ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðè-
âàåì ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÎÄÓ) âòîðîãî
ïîðÿäêà

−d
2ψ(x)

dx2
+ u(x)ψ(x) = λψ(x). (5.1)

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Ïîä òàêî-
âîé ïîíèìàþò ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (5.1), ãäå âåùåñòâåííàÿ êîýôôèöèåíòíàÿ
ôóíêöèÿ u = u(x) è èñêîìîå ðåøåíèå ψ ðàññìàòðèâàþòñÿ íà èíòåðâàëå [0, π].
Ôóíêöèÿ ψ = ψ(x;λ) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì îáùåãî âèäà:

A0ψ
′(0;λ) + B0ψ(0;λ) = 0,

Aπψ
′(π;λ) + Bπψ(π;λ) = 0.

Çäåñü A0, Aπ, B0 è Bπ � êîíå÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äàëåå ìû îñòàíî-
âèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà A0 ̸= 0, Aπ ̸= 0, òàê ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâî-
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äÿòñÿ ê âèäó:

ψ ′(0;λ) + Q0ψ(0;λ) = 0, (5.2)

ψ ′(π;λ) + Qπψ(π;λ) = 0. (5.3)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ψ(x;λ).
Êàê âñÿêîå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, óðàâíåíèå (5.1) èìååò äâà ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü ðåøåíèå ψ(x;λ) òàêîå,
÷òî ψ(0;λ) = 1 è ψ ′(0;λ) = −Q0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå èìåííî òàêèå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèþ (5.2) âñåãäà ìîæíî óäî-
âëåòâîðèòü ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è
(5.1) � ýòî êîðíè óðàâíåíèÿ (5.3). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíûé ñïåêòð, ê
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λn íåîáõîäèìî äîáàâèòü íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû

αn =

∫ π

0

ψ2(x;λn)dx. (5.4)

Ñïåêòð äàííîé çàäà÷è äèñêðåòíûé; ýòèì îíà ïðîùå, ÷åì ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé îñè, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïîñëåäó-
þùèõ ëåêöèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå � ýòî ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Â:

Â : u(x) −→ R,

ãäå ¾äàííûå ðàññåÿíèÿ¿ R � ýòî ìíîæåñòâî (λ1, α1; λ2, α2; . . . ).
Äëÿ íàøåãî äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ âåëè÷èí λn è αn:√
λn = n +

∞∑
k=0

lk
n2k+1

, (5.5)

αn =
π

2
+

∞∑
k=0

ak
n2k+2

. (5.6)

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü Q0 = Qπ = 0 è u(x) ≡ −U0 = const, ïðè÷åì U0 ≥ 0.
Â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì:

ψ(x) = cos(
√
λn + U0 x),

√
λn + U0 = n , n = 1, . . . .
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Âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå
(5.5): √

λn = n− U0

2n
− U 2

0

8n3
− . . . .

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.2) è (5.3) âûïîëíåíû â îáùåì âèäå, ïðè-
÷åì, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, u(x) ≡ −U0 = const, U0 ≥ 0. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (5.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ψ(0;λ) = 1 è ψ ′(0;λ) = −Q0,
åñòü

ψ(λ, x) = cos(
√
λ+ U0 x) − Q0√

λ+ U0

sin(
√
λ+ U0 x).

Òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, âîçíèêàþùåå èç òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ (5.3), çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(Qπ −Q0) cos(
√
λ+ U0 π) =

(√
λ+ U0 +

Q0Qπ√
λ+ U0

)
sin(

√
λ+ U0 π).

Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ ξ =
√
λ+ U0, äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü

â ôîðìå

tan(ξπ) =
(Qπ −Q0)ξ

ξ2 +Q0Qπ
. (5.7)

Êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ
ôóíêöèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà (ðèñ. 3). Îíè ìîãóò
áûòü íàéäåíû òåì èëè èíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà çàäà÷è Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ (5.1)�(5.3) íà îòðåçêå [0, π] ñ ïðîèçâîëüíîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé u(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

u(0) = 0, u(x) < 0, x ∈ [0, π], max |u(x)| = U0 <∞.

Äàííûé àëãîðèòì èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì ¾ìåòîä ½ñòðåëüáû�¿. Íèæå ïðèâî-
äÿòñÿ øàãè, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî àëãîðèòìà. Äëÿ ïðîñòîòû
ìû ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî max |u(x)| = U0 äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
ζ ∈ (0, π).

1. Âûáèðàåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî M è ðàçáèâàåì èíòåðâàë [0, π]
íà M ðàâíûõ èíòåðâàëîâ:

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xM−1 < xM = π,
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ââîäèì îáîçíà÷åíèå IIj äëÿ ïîëóèíòåðâàëîâ [xj−1, xj). ×èñëî M îïðåäå-
ëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ ϵ1, ñ êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé èñõîäíàÿ êîýôôè-
öèåíòíàÿ ôóíêöèÿ u(x).

0 2 4 6 8 10
−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
НахождениеНкорнерНкраги ейки

Ðèñ. 3: Ãðàôè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (5.7)

2. Çàìåíÿåì ôóíêöèþ u(x) íà èíòåðâàëå [0, π] íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíê-
öèþ ũ(x):

u(x) → ũ(x); ũ(x) ≡ u(ξk) = −Uk, ∀x ∈ [xk−1, xk).

Ïàðàìåòðû ξk âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ξk ∈ [xk−1, xk) , â îñòàëüíîì ïðî-
èçâîëüíû. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü ξk = (xk−1 + xk)/2.

Êîíòðîëèðóåì óñëîâèå
[
∥u(x)− ũ(x)∥/∥u(x)∥

]
≤ ϵ1 äëÿ âûáîðà îïðåäå-

ëåííîãî ÷èñëà M (ñì. ïðèìåð 2.10). Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) íàì
èçâåñòíà ñ íåêîòîðîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ϵ1, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ
ïî íåêîòîðîé íîðìå ∥ · ∥ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà èíòåðâàëå [0, π].
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3. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

λ ∈ [−U0,∞), −Uk ̸= λ , k = 1, 2, . . . ,M.

Ðàçóìíûì (íî íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûì) ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïåðâîãî çíà-
÷åíèÿ λ â âèäå λ = −U0 +∆, ãäå ∆ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî (ìåíüøåå,
÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó èñêîìûìè Ñ×. Âîçìîæíî, ïàðàìåòð ∆ ïðèäåòñÿ
èçìåíèòü).

4. Ïîëàãàåì çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà j = 1.

5. Ââîäèì îáîçíà÷åíèå Λj = Uj + λ. Îïðåäåëÿåì çíàê Λj.

6. Çàïèñûâàåì ðåøåíèå íà èíòåðâàëå II1:

6+. ψ(x) ≡ ψII1(x) = A1 cos(
√
Λ1 x) + B1 sin(

√
Λ1 x), ïðè Λ1 > 0

èëè

6−. ψ(x) ≡ ψII1(x) = A1 cosh(
√
−Λ1 x) + B1 sinh(

√
−Λ1 x), ïðè Λ1 < 0.

7. Íàõîäèì êîíñòàíòû A1 è B1 èç òðåáîâàíèé ψII1(0) = 1 è ψ ′
II1

(0) = −Q0.

8. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó

α(1)(λ) =

∫ x1

x0

ψ2
II1

(x)dx.

9. Èçìåíÿåì çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà j → j + 1, îïðåäåëÿåì çíàê Λj.

10. Ïåðåõîäèì íà èíòåðâàë IIj: x ∈ [xj−1, xj] è çàïèñûâàåì ðåøåíèå íà äàí-
íîì èíòåðâàëå:

10+. ψ(x) ≡ ψIIj(x) = Aj cos(
√

Λj x) + Bj sin(
√

Λj x), ïðè Λj > 0

èëè

10−. ψ(x) ≡ ψIIj(x) = Aj cosh(
√
−Λj x) + Bj sinh(

√
−Λj x), ïðè Λj < 0.

11. ¾Ñøèâàåì¿ ðåøåíèå íà èíòåðâàëå IIj−1 è íà èíòåðâàëå IIj. Çäåñü âîç-
ìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà ÑËÀÓ ñ íåèçâåñòíûìè Aj è Bj, â çàâèñèìîñòè
îò ñî÷åòàíèÿ çíàêîâ êîíñòàíò Λj−1 è Λj:
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11++. Ïðè Λj−1 > 0 è Λj > 0:

Aj−1 cos(
√

Λj−1 xj−1) + Bj−1 sin(
√

Λj−1 xj−1) =

= Aj cos(
√

Λj xj−1) + Bj sin(
√

Λj xj−1),

−Aj−1

√
Λj−1 sin(

√
Λj−1 xj−1) + Bj−1

√
Λj−1 cos(

√
Λj−1 xj−1) =

= −Aj

√
Λj sin(

√
Λj xj−1) + Bj

√
Λj cos(

√
Λj xj−1).

11+−. Ïðè Λj−1 > 0 è Λj < 0: . . .

11−+. Ïðè Λj−1 < 0 è Λj > 0: . . .

11−−. Ïðè Λj−1 < 0 è Λj < 0: . . .

Ðåøàåì äàííóþ ÑËÀÓ, íàõîäèì êîíñòàíòû Aj è Bj.

12. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó

α(j)(λ) =

∫ xj

xj−1

ψ2
IIj
(x)dx.

13. Ïðîâåðÿåì çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà j. Åñëè j < M , òî ïåðåõîäèì ê øàãó 9,
åñëè j =M , òî ïåðåõîäèì ê øàãó 14.

14. Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå êîíñòàíòû a = a(λ) = ψ ′
IIM

(π−0)+QπψIIM (π−0).

15. Âû÷èñëÿåì êîíñòàíòó

α(λ) =
M∑
j=1

α(j).

16. Âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 3 ñ èíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ. Åñëè èñõîäíîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ áûëî λ = −U0 +∆, ïîëàãàåì λ→ λ+∆.

17. Äåëàåì äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî öèêëîâ ñ çàäàâàåìîé çàíîâî êîíñòàíòîé
λ è ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèè a = a(λ) è α = α(λ). Íóëè λi ôóíêöèè a(λ)
è ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà çàäà÷è (5.1). Äîïîëíèòåëüíûå
êîíñòàíòû αi äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîð-
ìóëîé αi = α(λi) . Ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (5.5) íàõîäèì, ÷òî öèêë, âû÷èñ-
ëÿþùèé ïàðû (λn, αn), öåëåñîîáðàçíî ïðåðâàòü ïðè n = N , ãäå ÷èñëî N
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
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|N 2 − λN |
λN

≃ ϵ2 . (5.8)

Íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ n = N + 1, ìîæíî ñ÷èòàòü

λn = n2 + const, αn = π/2.

Âåëè÷èíà ϵ2 â ñîîòíîøåíèè (5.8) � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ
äîïóñêàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè Ñ×.

Ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ (5.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà ϵ1 è ϵ2 íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå ϵ1 ≤ Cϵ2, ãäå
êîíñòàíòà C çàâèñèò îò íîðìû, â êîòîðîé çàäàíà ïîãðåøíîñòü êîýôôèöèåíò-
íîé ôóíêöèè. Ìû íå áóäåì çäåñü ïîäðîáíî íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Îáðàòíîé çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.1) íàçûâàþò âîññòàíîâëå-
íèå ôóíêöèè u(x) ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó R. Èìåííî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåò-
ñÿ íåêîððåêòíîé. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ðàçíûìè
ñïîñîáàìè, êàê ÷èñëåííûìè, òàê è àíàëèòè÷åñêèìè.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå?

2. Êàê èñïîëüçóþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë çàäà÷èØòóðìà �
Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå?

3. ×òî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïåêòð çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå?

4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîãî ÷èñëà çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå.

6. Çàïèøèòå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn ïî íîìåðó n çàäà÷èØòóðìà �
Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå.

7. Çàïèøèòå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íîðìèðîâî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ αn ïî íîìåðó n
çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå.

8. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ÑÔ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå ìîæíî íàéòè ÿâíî?

9. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ Ñ× çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå ìîæíî íàéòè, îïðåäåëÿÿ òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé?

10. Ïðèâåäèòå îñíîâíûå ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ Ñ× çàäà÷è Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ â îáùåì ñëó÷àå.
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11. Êàê èñïîëüçóåòñÿ íîðìà, çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé çàäà÷èØòóð-
ìà � Ëèóâèëëÿ, äëÿ ó÷åòà òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ íà ïðàêòèêå âñåãäà
èçâåñòíà ñ îïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòüþ?

12. Êàêîé êðèòåðèé èñïîëüçóåòñÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè êîýôôèöèåíòíîé ôóíêöèè îïåðàòîðà
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé?

13. Êàêîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò ïðåðâàòü èõ âû÷èñëåíèå ïðè íåêîòîðîì íî-
ìåðå Ñ× N , åñëè çàäàíà òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé äàííûå Ñ× íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü?

14. Ñâÿçàíû ëè ìåæäó ñîáîé â ïðÿìîé çàäà÷å Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ϵ1,
ñ êîòîðîé çàäàíà êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ u(x), è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ϵ2, äîïóñ-
êàåìàÿ ïðè âû÷èñëåíèè Ñ× çàäà÷è?

15. Ñôîðìóëèðóéòå îáðàòíóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå.

Ëèòåðàòóðà: [8�10].
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Ëåêöèÿ 6

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

â ïðîñòðàíñòâå L2[R]

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Ðåøåíèÿ Éîñòà. Ìàòðèöà

ïåðåõîäà. Äèñêðåòíûé è íåïðåðûâíûé ñïåêòðû. Äàííûå ðàññåÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (5.1) ïðè x ∈ (−∞,∞). Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâåííàÿ, êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ è îïðåäåëåííàÿ íà âñåé
âåùåñòâåííîé îñè R ôóíêöèÿ u(x) óáûâàåò ïðè |x| → ∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïå-
íè x. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíà ôóíê-
öèÿ u(x), îïðåäåëèòü äàííûå ðàññåÿíèÿ. Ê îïðåäåëåíèþ ïîñëåäíèõ ìû ñåé÷àñ
è ïåðåõîäèì. Îïðåäåëèì âíà÷àëå ðåøåíèÿ Éîñòà óðàâíåíèÿ (5.1). Ïðè îïðå-
äåëåíèè äàííûõ ðåøåíèé ìû ïîëàãàåì â (5.1) λ = k2, òàê ÷òî óðàâíåíèå (5.1)
çàïèøåòñÿ â âèäå

−d
2ψ(x, k)

dx2
+ u(x)ψ(x, k) = k2ψ(x, k). (6.1)

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (6.1) îñîáóþ
ðîëü èãðàþò ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåííûå áàçèñû ðåøåíèé äàííîãî
óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Áàçèñû (ψ1(x, k), ψ2(x, k)) è (φ1(x, k), φ2(x, k)), îïðåäå-
ëåííûå àñèìïòîòèêàìè

ψm(x, k) → exp
(
(−1)mikx

)
, x→ +∞, m = 1, 2,

φm(x, k) → exp
(
(−1)mikx

)
, x→ −∞, m = 1, 2,

íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè Éîñòà óðàâíåíèÿ (6.1).
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Çàìåòèì, ÷òî èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò ðàâåíñòâà

φ1(x, k) = φ2(x,−k), ψ1(x, k) = ψ2(x,−k).

Ïîñêîëüêó ëþáûå äâà áàçèñà ëèíåéíîãî ÎÄÓ ñâÿçàíû ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì, ìû ìîæåì çàïèñàòü:

φm(x, k) =
2∑

n=1

Tmn(k)ψn(x, k), m = 1, 2.

Ìàòðèöà T (k) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà. Èç ôàêòà âåùåñòâåííîñòè
ôóíêöèè u(x) ñëåäóþò ðàâåíñòâà (çäåñü k � âåùåñòâåííîå ÷èñëî):

φ1(x, k) = φ2(x, k), ψ1(x, k) = ψ2(x, k),

ïîýòîìó ìàòðèöà ïåðåõîäà T (k) ïðåäñòàâèìà â âèäå

T (k) =

(
a(k) b(k)

b(k) a(k)

)
.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü φ(x, k) ≡ φ1(x, k), ψ(x, k) ≡ ψ1(x, k)
è âìåñòî ôóíêöèé φ2 è ψ2 èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè φ è ψ ñîîòâåòñòâåííî. Êàê
ïðîìåæóòî÷íûé èòîã ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

φ(x, k) = a(k)ψ(x, k) + b(k)ψ(x, k). (6.2)

Êàê èçâåñòíî, âðîíñêèàí W [y1, y2] ≡ y1y2
′ − y1

′y2 ëþáûõ äâóõ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ðåøåíèé y1(x) è y2(x) óðàâíåíèÿ (6.1) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ (ïî
ïåðåìåííîé x). Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ââåäåííûõ âûøå ôóíêöèé Éîñòà, ñ ó÷å-
òîì èõ àñèìïòîòèê, íàõîäèì:

W [φ, φ] = W [ψ, ψ] = 2ik.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.2), íàõîäèì:

|a(k)|2 − |b(k)|2 = 1. (6.3)

Âìåñòî âåëè÷èí a(k) è b(k) îáû÷íî èñïîëüçóþò âåëè÷èíû t(k) = a−1(k)
è r(k) = b(k)/a(k), íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòîì ïðîõîæäå-
íèÿ è êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ. Äàííàÿ òåðìèíîëîãèÿ ïðîèñõîäèò èç
êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ, â êîòîðîé óðàâíåíèå (5.1) èìååò ñìûñë óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà è îïèñûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ðàññåÿíèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé
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÷àñòèöû, ò. å. íåêîòîðîé âîëíû, íà ïîòåíöèàëå u(x). Äëÿ âåëè÷èí t(k) è r(k)
ðàâåíñòâî (6.3) ïåðåïèøåòñÿ, î÷åâèäíî, â âèäå

|t(k)|2 + |r(k)|2 = 1. (6.4)

Ïîçæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ a(k) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
â âåðõíþþ êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü C+ ïåðåìåííîé k. Â òî÷êàõ k = iκn,
κn > 0, n = 1, 2, . . . , N , ôóíêöèÿ a(k) èìååò ïðîñòûå íóëè. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì çíà÷åíèÿì ÷èñëà λn = −κ2

n ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6.1), êîòîðûå ìû îáñóäèì íè-
æå. Ôóíêöèÿ b(k) íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñ âåùåñòâåííîé îñè.
Çíàÿ òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà λn è êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ r(k), ýëåìåí-
òû a(k) è b(k) ìàòðèöû ïåðåõîäà ìîæíî ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü.

Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà (6.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà |a(k)| = 1/|t(k)|
îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî âåëè÷èíå |r(k)|. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êî-
ãäà b(k) ≡ 0 (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, r(k) ≡ 0), ôîðìóëà (6.4) ïðèâîäèò ê
ðåçóëüòàòó |a(k)| = 1.

Ðàññìîòðèì âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè arg a(k). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ
äâå ôîðìóëû, êîòîðûå âûâîäÿòñÿ è ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â êóðñàõ ¾Òåîðèÿ
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî¿ è ¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè¿:

1. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â çàì-
êíóòîé îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé γ. Òîãäà ∀z ∈ D

f(z) =
1

2πi

∮
γ

f(ζ)dζ

ζ − z
. (6.5)

2. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî � Ïëåìåëÿ:

1

x± i0
= ∓iπδ(x) + P 1

x
. (6.6)

Äàííûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû ïðè âåùåñòâåííîì x è ñâÿçûâàþò ìåæäó ñî-
áîé îáîáùåííûå ôóíêöèè ìåäëåííîãî ðîñòà 1

x±i0 , δ(x) è P 1
x .

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (6.1), ïðè |k| → ∞ îáà áàçèñà Éîñòà ôàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå a(k) → 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (k) = ln

(
a(k)

N∏
j=1

k + iκj
k − iκj

)
.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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� àíàëèòè÷íà â âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè C+;

� F (k) → 0 ïðè |k| → ∞.

Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè äëÿ êîíòóðà γ = γ1 ∪ γ2,
ãäå γ1 � âåùåñòâåííàÿ îñü, à γ2 � ïîëóîêðóæíîñòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
C+ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà, äëÿ êîòîðîé âåùåñòâåííàÿ îñü ÿâëÿåòñÿ
äèàìåòðîì. Ñîãëàñíî ëåììå Æîðäàíà,∫

γ2

F (ζ)dζ

ζ − z
= 0,

òàê ÷òî ïðè k ∈ C+

F (k) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

F (ζ)dζ

ζ − k
. (6.7)

Äàëåå ìû äåëàåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1. Â àðãóìåíòå k = k1 + ik2 äëÿ ìíèìîé ÷àñòè k2 ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó
k2 → 0.

2. Â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (â êîòîðîì âîçíèêàåò îáîáùåííàÿ ôóíê-
öèÿ 1

x−i0) ïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëîé (6.6).

3. Ðàçäåëÿåì â ïîëó÷èâøåéñÿ ôîðìóëå âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.

Â èòîãå íàõîäèì:

arg a(k) =
N∑
j=1

arg

(
k − iκj
k + iκj

)
− 1

π
P
∫ ∞

−∞

ln |a(s)|ds
s− k

. (6.8)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå r(k) ≡ 0 èìååì ïðîñòóþ ôîðìóëó:

a(k) =
N∏
j=1

k − iκj
k + iκj

. (6.9)

Îáñóäèì òåïåðü äèñêðåòíûé ñïåêòð çàäà÷è (6.1). Ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ = λn
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó ÷èñ-
ëó ðåøåíèå ψn(x) ∈ L2(R). Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå âñå ÷èñëà λn ÿâëÿþòñÿ
îòðèöàòåëüíûìè. Â ñèëó ñäåëàííîãî íàìè ïðåäïîëîæåíèÿ îá àñèìïòîòèêàõ
ôóíêöèè u(x) ôóíêöèè ψn(x) èìåþò àñèìïòîòèêè

ψn(x) → c±n exp(∓κnx) , x → ±∞ .
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c−n = 1, n = 1, 2, . . . , N , è
îáîçíà÷èòü äàëåå bn = c+n . Ïóñòü ÷èñëà λn çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî λn < λn+1.
Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà bn = (−1)n−1|bn|.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ìíîæåñòâî R =
(
r(k) ; λ1, |b1|, . . . , λN , |bN |

)
íàçûâà-

åòñÿ äàííûìè ðàññåÿíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6.1).

Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà R ïî çàäàííîé ôóíêöèè u(x) ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå
ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6.1).

Îáðàòíîé çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (6.1) íàçûâàþò âîññòàíîâëå-
íèå ôóíêöèè u(x) ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó R. Èìåííî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíîé. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü âû-
ïîëíåíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè, êàê ÷èñëåííûìè, òàê è àíàëèòè÷åñêèìè. Â îä-
íîé èç ñëåäóþùèõ ëåêöèé ìû ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ïîëó÷åíèè ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû îçíà÷àåò ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è è
âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè u(x) ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ R.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðåøåíèé Éîñòà äëÿ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé îñè.

2. Êàê ñâÿçàíû áàçèñû Éîñòà, ôèêñèðîâàííûå àñèìïòîòèêàìè íà +∞ è íà −∞?

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäà.

4. Êàêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé Éîñòà ñëåäóþò èç ôàêòà âåùåñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòíîé ôóíê-
öèè u(x) â çàäà÷å Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ?

5. Êàêèå ñâîéñòâà ìàòðèöû ïåðåõîäà ñëåäóþò èç ôàêòà âåùåñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòíîé
ôóíêöèè u(x) â çàäà÷å Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ?

6. ×òî òàêîå êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ?

7. ×òî òàêîå êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ?

8. ×òî òàêîå òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé îñè?

9. Êàêîâû àñèìïòîòèêè ÑÔ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé îñè?

10. Äàéòå îïðåäåëåíèå äàííûõ ðàññåÿíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé
îñè.

11. Êàê âîññòàíàâëèâàåòñÿ ìîäóëü êîýôôèöèåíòà a(k) ìàòðèöû ïåðåõîäà?

12. Êàê âîññòàíàâëèâàåòñÿ àðãóìåíò êîýôôèöèåíòà a(k) ìàòðèöû ïåðåõîäà?

Ëèòåðàòóðà: [2, 9�11].
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Ëåêöèÿ 7

Äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

â ïðîñòðàíñòâå L2[R]

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà −d2/dx2 + u(x) â ñëó÷àÿõ:

1) êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ u(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ¾ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà¿; 2) ôóíêöèÿ

u(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ¾ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà¿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ L̂ = −d2/dx2 + u(x) â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[R]. Êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ u(x) çäåñü � ýòî
êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Íà íåïðåðûâíîì
ñïåêòðå îïåðàòîðà L̂ (åñëè îí èìååòñÿ) ìû ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áó-
äåì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå òî÷êàì äàííîãî
ñïåêòðà, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, ïðèíàäëåæàùè-
ìè ê íåêîòîðîìó ðàñøèðåíèþ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà L2[R], íàçûâàåìîìó
îñíàùåíèåì äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Äàííûå âîïðîñû âûõîäÿò äàëåêî çà ðàì-
êè íàøåãî êóðñà.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äëÿ çàäà÷è
íà âñåé îñè.

Ïðèìåð 7.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) èìååò âèä

u(x) ≡ 0, | x| > a, u(x) = −U0, | x| ≤ a, a > 0 , U0 > 0.

Òàêàÿ êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ¾ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé¿ (íàçâàíèå ïðîèñõîäèò èç
êâàíòîâîé ìåõàíèêè). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé (ñèììåò-
ðè÷íîé), òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) � èñêîìûå ÑÔ � ÿâëÿþòñÿ ëèáî ÷åò-
íûìè, ëèáî íå÷åòíûìè. Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà äàííîé
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ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ëåæàò â èíòåðâàëå −U0 < λ < 02, òàê ÷òî ìû ââåäåì
äàëåå îáîçíà÷åíèå λ = −κ2.

1. Íå÷åòíûå ÑÔ. Íà îòðåçêå |x| ≤ a ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, î÷å-
âèäíî, èìååì ψ(x) = sin(

√
U0 − κ2x). Ïðè x > a èìååì ψ(x) = A exp(−κx)

(íàïîìíèì, ψ(x) ∈ L2[R]). Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ôóíêöèè ψ(x) â òî÷êå x = a äàåò ðàâåíñòâà

sin(
√
U0 − κ2a) = A exp(−κa),

(
√
U0 − κ2) cos(

√
U0 − κ2a) = −Aκ exp(−κa).

Äàííûå ðàâåíñòâà ñîâìåñòíû, åñëè ÷èñëî κ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òðàíñöåí-
äåíòíîãî óðàâíåíèÿ:

ctg(
√
U0 − κ2a) = −κ/

√
U0 − κ2. (7.1)

2. Äëÿ ÷åòíûõ ÑÔ àíàëîãè÷íî íàõîäèì

tg(
√
U0 − κ2a) = κ/

√
U0 − κ2. (7.2)

Ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7.1) è (7.2) äàåò âñå
çíà÷åíèÿ κ1, . . . ,κN äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Çäåñü,
î÷åâèäíî, |bn| = 1.

Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ëåêöèè ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà çà-
äà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ñ ïðîèçâîëüíîé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäåëàííûõ íèæå
îãðàíè÷åíèé) êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé u(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèÿì

u(x) ≡ 0, x ̸∈ [a, b], u(x) < 0, x ∈ [a, b], max |u(x)| = U0 <∞.

Äàííûé àëãîðèòì, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì ¾ìåòîä ½ñòðåëüáû�¿, óæå èñïîëü-
çîâàëñÿ íàìè ðàíåå äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà êëàññè-
÷åñêîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Äëÿ çàäà÷è íà âñåé îñè àëãîðèòì èìååò
íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ïîýòîìó ìû èññëåäóåì åãî ïîäðîáíî.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî max |u(x)| = U0 äîñòèãàåòñÿ â íåêî-
òîðîé òî÷êå ζ ∈ [a, b].

1. Ðàçáèâàåì âåùåñòâåííóþ îñü R íà òðè ïîäìíîæåñòâà:

I : x < a; II : x ∈ [a, b]; III : x > b.
2Äàííûé ôàêò ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ìåòîä ¾îò

ïðîòèâíîãî¿.
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2. Âûáèðàåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî M è ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî II
(èíòåðâàë [a, b]) íà M ðàâíûõ èíòåðâàëîâ:

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xM−1 < xM = b,

ââîäèì îáîçíà÷åíèå IIj äëÿ ïîëóèíòåðâàëîâ [xj−1, xj).

3. Çàìåíÿåì ôóíêöèþ u(x) íà ïîäìíîæåñòâå II íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ
ôóíêöèþ ũ(x):

u(x) → ũ(x); ũ(x) ≡ u(ξk) = −Uk, ∀x ∈ [xk−1, xk).

Ïàðàìåòðû ξk âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ξk ∈ [xk−1, xk) , â îñòàëüíîì ïðî-
èçâîëüíû. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü ξk = (xk−1 + xk)/2.

4. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà κ, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

0 < κ2 < U0, Uk ̸= κ2 , k = 1, 2, . . . ,M.

5. Çàïèñûâàåì (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ) ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (5.1) íà èíòåðâàëå I , êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü èñêî-
ìîãî ðåøåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâó L2(R):

ψ(x) ≡ ψI(x) = eκ x.

6. Ïåðåõîäèì äàëåå íà ïîäìíîæåñòâî II .

7. Ïîëàãàåì çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà j = 1.

8. Ââîäèì îáîçíà÷åíèå Λj = Uj − κ2. Îïðåäåëÿåì çíàê Λj.

9. Çàïèñûâàåì ðåøåíèå íà èíòåðâàëå IIj:

9+. ψ(x) ≡ ψIIj(x) = Aj cos(
√

Λj x) + Bj sin(
√

Λj x), ïðè Λj > 0

èëè

9−. ψ(x) ≡ ψIIj(x) = Aj ch(
√
−Λj x) + Bj sh(

√
−Λj x), ïðè Λj < 0.

10. ¾Ñøèâàåì¿ ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå I è íà èíòåðâàëå IIj. Òåðìèí ¾ñøèâà-
åì¿ çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò òî, ÷òî ìû òðåáóåì îò ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Óðàâíåíèÿ ¾ñøèâêè¿
çàïèñûâàþòñÿ òàê:
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10+. Ïðè Λj > 0:

A1 cos(
√
Λ1 a) + B1 sin(

√
Λ1a) = eκa,

−A1

√
Λ1 sin(

√
Λ1 a) + B1

√
Λ1 cos(

√
Λ1a) = κeκa.

10−. Ïðè Λj < 0:

A1 ch(
√

−Λ1 a) + B1 sh(
√

−Λ1a) = eκa,

A1

√
−Λ1 sh(−

√
Λ1 a) + B1

√
−Λ1 ch(

√
−Λ1a) = κeκa.

Ðåøàÿ äàííóþ ÑËÀÓ (äëÿ òîãî èëè èíîãî çíàêà Λ1), íàõîäèì êîíñòàíòû
A1 è B1 (íàïîìíèì, ïàðàìåòð κ çàäàí).

11. Èçìåíÿåì çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà j → j + 1, îïðåäåëÿåì çíàê Λj.

12. Ïåðåõîäèì íà èíòåðâàë IIj: x ∈ [xj−1, xj] è çàïèñûâàåì ðåøåíèå íà äàí-
íîì èíòåðâàëå:

12+. ψ(x) ≡ ψIIj(x) = Aj cos(
√

Λj x) + Bj sin(
√

Λj x), ïðè Λj > 0

èëè

12−. ψ(x) ≡ ψIIj(x) = Aj ch(
√
−Λj x) + Bj sh(

√
−Λj x), ïðè Λj < 0.

13. ¾Ñøèâàåì¿ ðåøåíèå íà èíòåðâàëå IIj−1 è íà èíòåðâàëå IIj. Çäåñü âîç-
ìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà ÑËÀÓ ñ íåèçâåñòíûìè Aj è Bj, â çàâèñèìîñòè
îò ñî÷åòàíèÿ çíàêîâ êîíñòàíò Λj−1 è Λj:

13++. Ïðè Λj−1 > 0 è Λj > 0:

Aj−1 cos(
√

Λj−1 xj−1) + Bj−1 sin(
√

Λj−1 xj−1) =

= Aj cos(
√

Λj xj−1) + Bj sin(
√

Λj xj−1),

− Aj−1

√
Λj−1 sin(

√
Λj−1 xj−1) + Bj−1

√
Λj−1 cos(

√
Λj−1 xj−1) =

= − Aj

√
Λj sin(

√
Λj xj−1) + Bj

√
Λj cos(

√
Λj xj−1).

13+−. Ïðè Λj−1 > 0 è Λj < 0: . . .

13−+. Ïðè Λj−1 < 0 è Λj > 0: . . .

13−−. Ïðè Λj−1 < 0 è Λj < 0: . . .
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Ðåøàåì äàííóþ ÑËÀÓ, íàõîäèì êîíñòàíòû Aj è Bj.

14. Ïðîâåðÿåì çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà j. Åñëè j < M , òî ïåðåõîäèì ê øàãó 11,
åñëè j =M , òî ïåðåõîäèì ê øàãó 15.

15. Ïåðåõîäèì íà èíòåðâàë III è çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1)
íà äàííîì èíòåðâàëå:

ψ(x) ≡ ψIII(x) = aeκ x + be−κ x.

16. ¾Ñøèâàåì¿ ðåøåíèå íà èíòåðâàëå IIM è íà èíòåðâàëå III :

16+. Ïðè ΛM > 0:

AM cos(
√

ΛM b) + BM sin(
√
ΛM b) = aeκ b + be−κ b,

−AM

√
ΛM sin(

√
ΛM b) + BM

√
ΛM cos(

√
ΛM b) = aκeκ b − bκe−κ b.

16−. Ïðè ΛM < 0:

AM ch(
√

−ΛM b) + BM sh(
√
−ΛM b) = aeκ b + be−κ b,

AM

√
−ΛM sh(

√
−ΛM b) + BM

√
−ΛM ch(

√
−ΛM b) = aκeκ b − bκe−κ b.

17. Íàõîäèì èç äàííîé ÑËÀÓ êîíñòàíòû a è b.

18. Âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 4 ñ èíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà κ .

19. Äåëàåì äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî (îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííîé òî÷íîñòüþ âû-
÷èñëåíèé) öèêëîâ ñ çàäàâàåìîé çàíîâî êîíñòàíòîé κ è ñòðîèì ãðàôèê
ôóíêöèè a = a(κ). Íóëè ýòîé ôóíêöèè κi è ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà çàäà÷è (5.1). Äîïîëíèòåëüíûå êîíñòàíòû äèñêðåòíîãî
ñïåêòðà îïðåäåëÿþòñÿ êàê bi = b(κi).

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ÑÔ) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ÑÇ) çàäà÷è Øòóð-
ìà � Ëèóâèëëÿ â ïðîñòðàíñòâå L2[R].

2. Çàïèøèòå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ÑÇ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ
â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ u(x) èìååò âèä ñèììåòðè÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé
¾ïîòåíöèàëüíîé ÿìû¿.
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3. Äëÿ ÷åãî ïðè íàõîæäåíèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ â îáùåì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü êîýôôèöèåíòíóþ ôóíêöèþ u(x) êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíê-
öèåé?

4. Åñòü ëè â àëãîðèòìå íàõîæäåíèÿ ÑÇ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ìåòîäîì ¾ñòðåëüáû¿
òî÷êè âåòâëåíèÿ?

5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ δ (ïî íåêîòîðîé íîðìå). Êàê ýòî
âëèÿåò íà ïîñòðîåíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ũ(x), àïïðîêñèìèðóþùåé çàäàííóþ êî-
ýôôèöèåíòíóþ ôóíêöèþ u(x)?

6. Îïèøèòå öèêëû, êîòîðûå âõîäÿò â àëãîðèòì ìåòîäà ¾ñòðåëüáû¿.

7. Êàêèå óðàâíåíèÿ (ñèñòåìû óðàâíåíèé) íåîáõîäèìî ðåøàòü â öèêëàõ, âõîäÿùèõ â àëãîðèòì
ìåòîäà ¾ñòðåëüáû¿?

8. Êàê âû÷èñëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå êîíñòàíòû bi ïðè âû÷èñëåíèè ÑÇ çàäà÷è Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ ìåòîäîì ¾ñòðåëüáû¿?

9. Êàê âûáèðàåòñÿ øàã ïðè âûáîðå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ïðè âû÷èñëåíèè ÑÇ çàäà÷è
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ìåòîäîì ¾ñòðåëüáû¿?

Ëèòåðàòóðà: [2, 11].
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Ëåêöèÿ 8

Ìåòîä ïîäáîðà â ðåøåíèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷

Ðåøåíèå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìåòîäîì ïîäáîðà. Îãðàíè÷åíèå íà êîìïàêò. Êîððåêòíîñòü ïî

Òèõîíîâó. Íåâÿçêà, åå ìèíèìèçàöèÿ. Îáùèå âîïðîñû ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðîáëåìû ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà. Ãðàäèåíò, åãî îïðåäåëåíèå

è ñâîéñòâà. Ãðàäèåíòíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìóìà. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå âîïðîñû ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé âèäà

Âu = f, u ∈ U, f ∈ F. (8.1)

Çäåñü Â � íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé),
îòîáðàæàþùèé íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî U â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî F . Òàêèì îïåðàòîðîì, íàïðèìåð, ìîæåò áûòü îòîáðàæåíèå u(x) → R,
ãäåR � äàííûå ðàññåÿíèÿ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ñ ¾ïîòåíöèàëîì¿ u(x).
Ïðè ýòîì îáðàòíûé îïåðàòîð Â−1 íåïðåðûâíûì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ.
Äàäèì âíà÷àëå ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü u ∈ U è f ∈ F � íåêîòîðûå ýëåìåíòû, íå ñâÿ-
çàííûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîîòíîøåíèåì (8.1). Íåâÿçêîé óðàâíåíèÿ (8.1) íàçû-
âàåòñÿ âåëè÷èíà

∆(u) =
1

2
∥Au− f∥2F .

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îáðàòíàÿ çàäà÷à � ýòî íàõîæäåíèå ýëåìåíòà u ïî çà-
äàííîìó ýëåìåíòó f . Ìåòîä ïîäáîðà ðåøåíèÿ òàêîé îáðàòíîé çàäà÷è çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ìû ðåøàåì ïðÿìóþ çàäà÷ó (ò. å. âû÷èñëÿåì Âu) äëÿ
íåêîòîðîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ ui ∈ U , i = 0, 1, 2, . . . , è çàòåì èùåì íà äàííîì
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ìíîæåñòâå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ∆(u). Ïóñòü u∗ � òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (8.1) è ui ∈ U , i = 0, 1, 2, . . . , � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ,
ñõîäÿùàÿñÿ ê u∗ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà U . Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïå-
ðàòîðà Â, î÷åâèäíî: limn→∞∆(un) = 0. Ïðîáëåìû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè
ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è (8.1) ìåòîäîì ïîäáîðà, ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ìî-
ìåíòàì:

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ui ñòðîèòñÿ èç òðåáîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ∆(un) òåì èëè èíûì ìåòîäîì. Îäíàêî èç òîãî ôàêòà,
÷òî limn→∞∆(un) = 0 äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ui, íå ñëåäóåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ui êóäà-òî ñõîäèòñÿ âîîáùå.

2. Ïðàâàÿ ÷àñòü f è ñàì îïåðàòîð Â ìîãóò áûòü çàäàíû íå òî÷íî, à ñ êàêîé-
ëèáî ïîãðåøíîñòüþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ui, íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèè
u∗. Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ìíîæåñòâî M ⊂ H ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà H
íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ M , n =
1, 2, . . . , ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ êîìïàêòíîñòü ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâà (òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà). Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, ïóñòü xn ∈ H � íåêîòîðûé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ áåñêîíå÷íîìåðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Ïîñêîëü-
êó ∥xn∥ = 1, ∀n = 1, 2, . . . , òî äàííîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî. Ïîñêîëüêó
∥xn − xm∥ =

√
2 ïðè n ̸= m, òî íèêàêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn âûäåëèòü íåëüçÿ.
Àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ (äëÿ êàæäîé çàäà÷è � ñâîÿ) äîëæíà áûòü òàêîé,

÷òîáû áûëî âîçìîæíûì ñäåëàòü îãðàíè÷åíèå u∗ ∈M ⊂ U , ãäå M � êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ui âûáèðàþòñÿ òàê,
÷òî ui ∈M , i = 0, 1, 2, . . . . Â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü ãàðàíòèðóåò ñëåäóþùàÿ
ëåììà.

Ëåììà (À.Í. Òèõîíîâ). Ïóñòü îòîáðàæåíèåM → FM ⊂ F êîìïàêòàM
íà ïîäìíîæåñòâî FM ïðîñòðàíñòâà F âçàèìíî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî.
Òîãäà îáðàòíîå îòîáðàæåíèå FM →M òàêæå íåïðåðûâíî.
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Íåêîððåêòíûå çàäà÷è, êîòîðûå äîïóñêàþò ðåøåíèå óêàçàííûì ñïîñîáîì
(îãðàíè÷åíèåì íà êîìïàêò), íàçûâàþò êîððåêòíûìè ïî Òèõîíîâó. Êàê îòìå-
÷àëîñü, ôóíêöèÿ f è ñàì îïåðàòîð Â ìîãóò áûòü çàäàíû íå òî÷íî, ïîýòîìó
ðåøåíèå u∗, äàæå ïðè íàëè÷èè ñõîäèìîñòè, òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåí-
íî. Ïóñòü, íàïðèìåð, âåëè÷èíà ε îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü çàäàíèÿ ôóíêöèè f :
∥δf∥F ≤ ε. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî âçÿòü
ýëåìåíò ua ∈M , òàêîé, ÷òî ∆(ua) ≃ ε2/2.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ïîìîùè îãðàíè÷åíèÿ íà êîìïàêò
M íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ïðàâîé ÷àñòè f óðàâíåíèÿ (8.1) áûëî âûïîëíåíî
óñëîâèå

f ∈ ÂM. (8.2)

Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ ìîæíî äàëåêî íå âñå-
ãäà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: èñêàòü ýëåìåíò
uq ∈M , òàêîé, ÷òî

∆(uq) = inf ∆(u), u ∈M.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î êâàçèðåøåíèè óðàâíåíèÿ (8.1). Åñëè óñëîâèå (8.2)
âûïîëíåíî, òî êâàçèðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì.

Íà ïðàêòèêå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ìíîæåñòâî M âñåãäà áûâà-
åò êîíå÷íîìåðíûì (è îãðàíè÷åííûì). Ïîýòîìó ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà
∆(u) íà äàííîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìó-
ìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Íàïîìíèì, ÷òî íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Φ = Φ(x) = Φ(x1, . . . , xn) â òî÷êå x0 = (x01, . . . , x

0
n)

ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ

∂Φ

∂xi

∣∣∣∣∣
x=x0

= 0, i = 1, 2, . . . , n. (8.3)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ðàâåíñòâà (8.3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â ñîâîêóïíîñòè
ñèñòåìó n íåëèíåéíûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Ðåøå-
íèå òàêîé ñèñòåìû äàæå â ëèíåéíîì ñëó÷àå ïðè çíà÷åíèÿõ n ïîðÿäêà 103−104
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì òðóäíîñòÿì. Êðîìå ýòîãî, ðåøåíèå ñèñòåìû (8.3)
äàñò ëèøü âîçìîæíûå òî÷êè ýêñòðåìóìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðåäè íàéäåííûõ
òî÷åê îòîáðàòü, íàïðèìåð, òî÷êè ìèíèìóìà, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ. Òàê, äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü çíàê
âòîðîé ïðîèçâîäíîé � åñëè îíà â èññëåäóåìîé òî÷êå ïîëîæèòåëüíà, òî òî÷-
êà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì. Â ñëó÷àå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ òàêèå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ
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äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ èçó÷àþòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà; ìû
íå áóäåì íà íèõ çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Íà ïðàêòèêå äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèé áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ
îáû÷íî èñïîëüçóþò äðóãèå ñïîñîáû. Ñ îäíèì èç íèõ � ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì
ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ � ìû ïîçíàêîìèìñÿ â ðàìêàõ äàííîé ëåêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ = Φ(x) = Φ(x1, . . . , xn) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ïîä-
ìíîæåñòâå âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En: x ∈ D ⊂ En. Òîãäà
íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, åñëè
åå ïðèðàùåíèå ïðåäñòàâèìî â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè â âèäå

Φ(x+ h) − Φ(x) = (g,h) + o(∥h∥). (8.4)

Âåêòîð g = g(x) = gradΦ, åñëè îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì
ôóíêöèè Φ â äàííîé òî÷êå. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà ñëåäóåò èç åãî
îïðåäåëåíèÿ: äàííûé âåêòîð ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáûñòðåéøåãî ðîñòà
ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ âåêòîðà
x0 = (x01, . . . , x

0
n) ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà � íàïðàâëå-

íèå, ïî êîòîðîìó äàííàÿ ôóíêöèÿ Φ áûñòðåå âñåãî óáûâàåò. Äåéñòâèòåëüíî,
çàïèñàâ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà ñíà÷àëà äëÿ âåêòîðîâ
g è h, à çàòåì äëÿ âåêòîðîâ g è −h, ïîëó÷àåì

−∥g∥ · ∥h∥ ≤ (g,h) ≤ ∥g∥ · ∥h∥.

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî âåëè÷èíà (g,h) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, åñëè h = ϵg, è
ìèíèìóìà, åñëè h = −ϵg.

Èòàê, àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷è (8.1) ìîæåò áûòü ñëåäóþ-
ùèì:

1. Èñïîëüçóÿ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ, ôèêñèðóåì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
M ⊂ U . Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû çàäàåì íåêîòîðóþ (êîíå÷-
íîìåðíóþ) ïàðàìåòðèçàöèþ ýëåìåíòà u òàê, ÷òî ïàðàìåòðû ìåíÿþòñÿ
â îãðàíè÷åííûõ ïðåäåëàõ:

u = u(x) ≡ u(x; x1, . . . , xn),
n∑
i=1

| xi|2 ≤ M0.

2. Îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ

Φ = Φ(x) ≡ Φ(x1, . . . , xn) =
1

2
∥Âu(x1, . . . , xn)− f∥2F .
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3. Âûáèðàåì íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 = (x01, . . . , x
0
n). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

îáùèõ êðèòåðèåâ äëÿ âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò.

4. Ñòðîèì èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

xk+1 = xk − ϵk g
k, Φ(xk+1) = Φ(xk − ϵk g

k), gk = gradΦ

∣∣∣∣∣
x=xk

.

Ïðè ýòîì òàêæå âûïîëíÿþòñÿ èòåðàöèè

uk+1 ≃ uk − ϵkG
k, Gk =

n∑
i=1

∂uk
∂xi

gki , Gk ∈ U.

Âîçìîæåí íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò, êîãäà ϵk = ϵ (èòåðàöèÿ ñ ïîñòîÿí-
íûì øàãîì). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ϵ: ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ äàííîãî ïàðàìåòðà ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáóåò áîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà øàãîâ (à çíà÷èò, ìàøèííûõ ðåñóðñîâ), à ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè
ñòðàäàåò òî÷íîñòü è, áîëåå òîãî, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæåò âîîáùå
ðàñõîäèòüñÿ. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ ñïîñîáû, êîãäà ïàðà-
ìåòð ϵk âûáèðàåòñÿ íà êàæäîì øàãå èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ êðèòåðèåâ.
Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ ìû îáñóäèì íèæå.

5. Îñòàíàâëèâàåì èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó, êàê òîëüêî

Φ(xN) = ∆(u) ≃ 1

2
ε2 .

Íàïîìíèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, âåëè÷èíà ε îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ çàäà-
íèÿ ïðàâîé ÷àñòè f : ∥δf∥F ≤ ε.

6. Èñêîìîå ðåøåíèå � ýëåìåíò u = u(xN).

Ïðèìåð 8.1. Ïóñòü îïåðàòîð Â â (8.1) � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à ïðîñòðàí-
ñòâî F � åâêëèäîâî. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âûáîðà ïàðàìåòðà ϵk, êîòîðûé
ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà¿. Ðàññìîòðèì ïîñëå âûïîë-
íåíèÿ øàãà èòåðàöèè n ôóíêöèîíàë

F ≡ 2∆(un+1) = anϵ
2
n − 2bnϵn + cn,
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â êîòîðîì â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íåâÿçêè ∆(u) êîýôôèöèåíòû an, bn, cn ñóòü
âåëè÷èíû

cn = ∥Âun − f∥2F , bn = (Âun − f, ÂGn), an = ∥ÂGn∥2.

Âåëè÷èíà ϵn âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî ôóíêöèîíàë F ìèíèìàëåí íà êàæäîì
øàãå. Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî íàäî ïîëîæèòü ϵn = bn/an.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. ×òî òàêîå íåâÿçêà?

2. Êàêèå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è Âu = f ìåòîäîì ïîäáîðà?

3. ×òî òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî?

4. Â êàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà?

5. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé êîìïàêòíûå è îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ?

6. ßâëÿåòñÿ ëè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî êîìïàêòíûì?

7. Êàêîãî ðîäà àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ íóæíà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Âu = f ìåòîäîì
ïîäáîðà?

8. Êàêèå îáðàòíûå çàäà÷è íàçûâàþò êîððåêòíûìè ïî Òèõîíîâó?

9. ×òî òàêîå êâàçèðåøåíèå çàäà÷è Âu = f?

10. Â êàêîì ñëó÷àå êâàçèðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì?

11. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ.

12. Êàêèå ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè íàõîæäåíèè âîçìîæíûõ òî÷åê ýêñòðåìóìà èç íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà?

13. ×òî òàêîå ãðàäèåíò ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ?

14. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà?

15. Ïåðå÷èñëèòå øàãè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ãðàäèåíòíûì ìå-
òîäîì.

16. Íàçîâèòå âàðèàíòû âûáîðà øàãà èòåðàöèé ïðè ïîèñêå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ãðàäèåíòíûì
ìåòîäîì.

17. ×òî òàêîå ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà?

Ëèòåðàòóðà: [1, 12].
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Ëåêöèÿ 9

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Ðåàëèçàöèÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ

ïîèñêà ýêñòðåìóìà

Ïðèíöèïû òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Íàõîæäåíèå ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêà

ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ. Íåâÿçêà äëÿ äèñêðåòíîãî

ñïåêòðà â åâêëèäîâîé ìåòðèêå êàê ôóíêöèÿ N ïåðåìåííûõ. Âûâîä ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ãðàäèåíòà.

Àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå ìåòîäîì ïîäáîðà.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê ê èçâåñòíûì
ÑÇ è ÑÔ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L̂, êîòîðûå îáóñëîâëåíû íåêîòîðûì
¾âîçìóùåíèåì¿ δL̂ äàííîãî îïåðàòîðà. Ðåçóëüòàòû ìû èñïîëüçóåì ïðè ðåøå-
íèè îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå ìåòîäîì ïîäáîðà,
ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ëåê-
öèè. Èòàê, ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H

L̂ψ = λψ, ψ ∈ H

èìååò òîëüêî äèñêðåòíûé ñïåêòð, ïðè÷åì íàì èçâåñòíû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà λ = λ

(0)
i è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψ = ψ

(0)
i , ïðîíóìåðîâàííûå èíäåêñîì

i = 1, 2, . . . . Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìû áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû íåâûðîæ-
äåííûìè. Íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

L̂εψ(ε) = λ(ε)ψ(ε), L̂ε ≡ L̂ + εV̂ , (9.1)

ãäå ε � íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð. Ñèìâîëîì V̂ îáîçíà÷åí îïåðàòîð óìíî-
æåíèÿ íà íåêîòîðóþ çàäàííóþ ôóíêöèþ v(x) òîãî æå êëàññà, ÷òî è ôóíêöèÿ
u(x) (ìû áóäåì ñ÷èòàòü èõ âåùåñòâåííûìè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ôóíêöè-
ÿìè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì). Êàê ïðàâèëî, ¾âîçìóùåííàÿ¿ çàäà÷à (ò. å.
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çàäà÷à ñ ε ̸= 0) íå èìååò ÿâíîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ìû áóäåì èñêàòü ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òàêîé çàäà÷è â âèäå ðÿäà ïî ïàðàìåòðó
ε:

λi(ε) =
∞∑
k=0

εkλ
(k)
i , ψi(ε) =

∞∑
k=0

εkψ
(k)
i . (9.2)

Òàì, ãäå íóìåðóþùèé ñîáñòâåííûå ÷èñëà è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè íèæíèé èíäåêñ i íå èãðàåò ðîëè, ìû åãî íå âûïèñûâàåì. Íàøà áëèæàé-
øàÿ çàäà÷à � íàéòè ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà λ(1) è ψ(1) ê íåâîçìóùåííûì
(èçâåñòíûì íàì) âåëè÷èíàì λ(0) è ψ(0). Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèÿ (9.2) â (9.1),
íàõîäèì:

(L̂ + εV̂ )(ψ(0) + εψ(1) + ε2ψ(2) + . . . ) = (9.3)

= (λ(0) + ελ(1) + ε2λ(2) + . . . )(ψ(0) + εψ(1) + ε2ψ(2) + . . . ).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà
ε:

1. ε0: çäåñü, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå L̂ψ(0) = λ(0)ψ(0).

2. ε1: ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðâîé ñòåïåíè ε ïðèâîäèò ê óðàâ-
íåíèþ

L̂ψ(1) + V̂ ψ(0) = λ(0)ψ(1) + λ(1)ψ(0). (9.4)

Äîìíîæèì ñêàëÿðíî ñëåâà äàííîå ðàâåíñòâî íà âåêòîð ψ(0) ∈ H. Ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà ÑÔ ψ

(0)
i îðòîãîíàëüíà:

(ψ
(0)
i , ψ

(0)
j ) = αiδij.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî îïåðàòîð L̂ � ñèììåòðè÷åñêèé â ïðîñòðàíñòâå H,
íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà íåâîçìóùåííîé çàäà÷è:

λ
(1)
i =

1

αi
(ψ

(0)
i , V̂ ψ

(0)
i ) , i = 1, 2, . . . . (9.5)

63



Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïîïðàâêó ψ(1)
i ê ôóíêöèè ψ(0)

i , çàïèøåì ðàçëîæå-
íèå

ψ
(1)
i =

∞∑
k=0

aikψ
(0)
k , akk = 0. (9.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (9.6) â (9.4), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∞∑
k=0

aikψ
(0)
k λ

(0)
k + V̂ ψ

(0)
i = λ

(0)
i

∞∑
k=0

aikψ
(0)
k + λ

(1)
i ψ

(0)
i .

Äîìíîæàÿ ñëåâà ñêàëÿðíî íà ôóíêöèþ ψ
(0)
m , ãäå m ̸= i, íàõîäèì:

aim =
(ψ

(0)
m , V̂ ψ

(0)
i )

αm(λ
(0)
i − λ

(0)
m )

. (9.7)

3. ε2: çäåñü ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

L̂ψ(2) + V̂ ψ(1) = λ(0)ψ(2) + λ(1)ψ(1) + λ(2)ψ(0).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùèõ øàãîâ, ìîæíî íàéòè ïîïðàâêè âòîðîãî
ïîðÿäêà.

4. . . .

Êîíå÷íî, âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (9.2) òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî çäåñü íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Íàéäåííûå ôîðìóëû
äëÿ ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêà ìû èñïîëüçóåì â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè
îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ìåòîäîì ïîäáîðà, ñ èñïîëüçîâàíèåì
ãðàäèåíòíîãî ñïîñîáà ïîèñêà ýêñòðåìóìà íåâÿçêè.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Ôîðìóëèðîâêà ïðÿìîé çàäà÷è, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ òà-
êîé çàäà÷åé îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áûëè ðàññìîòðåíû íàìè â ïðîøëûõ ëåêöè-
ÿõ. Ñïåêòð äàííîé çàäà÷è ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u(x) ìîæåò áûòü íàé-
äåí, íàïîìíèì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ¾ñòðåëüáû¿, êîòîðûé îáñóæäàëñÿ
â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà
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â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å áåñêîíå÷íî è ìåòîä ¾ñòðåëüáû¿ îïðåäåëÿåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî N òî÷åê ñïåêòðà (λn, αn), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé. Ïðè n > N + 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λn ≈ n2 + const,
αn = π/2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíóþ çàäà÷ó [18]. Ïóñòü íàì èçâåñòíû N ïàð ÷èñåë

ξ1 , β1; . . . ; ξN , βN .

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ äàííûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà βi > 0, ξi < ξi+1

∀i, à òàêæå ξi > 0 ∀i = N1, N1 + 1, . . . , N (ò. å. ïåðâûå N1 ÷èñåë ξi ìîãóò íå
áûòü ïîëîæèòåëüíûìè; êàê ïðàâèëî, N1 ≤ N). Êðîìå ýòîãî, äëÿ äàííûõ
÷èñåë ìû ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (5.5) è (5.6)
ïðè ïåðåîáîçíà÷åíèè λ→ ξ è α → β. Íàì íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ u∗(x)
òàêóþ, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à (5.1) ïðèâîäèëà ê ñîáñòâåííûì ÷èñ-
ëàì ξi (ïåðâûå N ñîáñòâåííûõ ÷èñåë) ñ íîðìèðîâî÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè
βi. Ìû ïðèâåäåì íèæå àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ìåòîäîì ïîäáîðà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ. Îòíîñèòåëüíóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ
ϵ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìû ñ÷èòàåì çàäàííîé; â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.8)
âåëè÷èíà ϵ ñâÿçàíà ñ ÷èñëîì N .

1. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì â ïðîøëûõ ëåêöèÿõ, ïåðâûé øàã, êîòî-
ðûé íåîáõîäèìî ñäåëàòü, � ýòî âûäåëèòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâîK òàêîå,
÷òî u(x) ∈ K ⊂ L2[0, π]. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ
àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ. Ïðèìåì çà îñíîâó òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x),
êàê ïðàâèëî, ìîäåëèðóåò ðàñïðåäåëåíèå íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî âåëè÷èíà |u(x)| îãðàíè÷åíà ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå íåêèì âåðõíèì ïðåäåëîì U0 è, âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò íåêîòî-
ðûé èíòåðâàë ñ ðàçìåðîì δx << π, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî ôóíêöèþ u(x)
ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíòåðâàëà îçíà÷àåò
íàëè÷èå ïðåäåëà òî÷íîñòè èçìåðåíèé ïåðåìåííîé x. Â ýòîé ñâÿçè ðàçî-
áüåì îòðåçîê [0, π] íà M = π/δx ðàâíûõ îòðåçêîâ [xi−1, xi], ãäå x0 = 0 è
xM = π. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî ôóíêöèè u(x) ìû ìîæåì èñêàòü
ôóíêöèþ ũ(x) òàêóþ, ÷òî

ũ(x) =
M∑
m=1

umχm(x), |um| ≤ U0, ∀m = 1, . . . ,M.

Çäåñü χm(x) ≡ θ(xm − x) − θ(xm−1 − x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
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îòðåçêà [xi−1, xi]. ×èñëà M è U0 îïðåäåëÿþò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K
òàêîå, ÷òî u(x) ∈ K ⊂ L2[0, π].

2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíèòü ïðîöåäóðó ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ãðàäèåíò-
íûì ìåòîäîì, íåîáõîäèìî âûáðàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó, ò. å. íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ ṽ0(x) ∈ K. Çàìåòèì, ÷òî êàêîãî-òî îïðåäåëåííîãî ñïîñîáà
âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò. Çäåñü òàêæå äîïóñòèìî èñïîëü-
çîâàòü êàêóþ-ëèáî àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî íàì çà-
äàíà íåêàÿ ôóíêöèÿ v0(x) ∈ L2[0, π], ïî êîòîðîé ïîñòðîåíà íà÷àëüíàÿ
òî÷êà ṽ0(x) ∈ K óêàçàííûì â ïåðâîì ïóíêòå ìåòîäîì äèñêðåòèçàöèè.

3. Ïóñòü íàáîð (λ1, α1; . . . , λN , αN) � ñïåêòð çàäà÷è (5.1) ñ íåêîòîðîé ôóíê-
öèåé u(x). Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñïåêòð ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó E2N , çàïèøåì
íåâÿçêó:

∆(u) =
1

2

[
N∑
k=1

(λk − ξk)
2 +

N∑
m=1

(αm − βm)
2

]
. (9.8)

4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì ìû äîëæíû îïðåäåëèòü ãðàäèåíò
ôóíêöèè ∆(u). Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî âûäåëèòü ëèíåéíóþ ÷àñòü
ïðèðàùåíèÿ ∆(u + δu) − ∆(u). Ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì,
ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà δu çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

δu(x) =
M∑
m=1

δumχm(x). (9.9)

5. Íàõîäèì ïðèðàùåíèÿ δλk è δαk, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèðàùåíèþ δu. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîëó÷åííûìè ðà-
íåå. Ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ,
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè ïîïðàâêàìè. Èìååì

δλk =
1

αk
(ψk, δuψk),

ãäå ψk � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ (íåâîçìóùåííîìó) ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λk. ×òî êàñàåòñÿ ïðèðàùåíèÿ δαk, òî îíî íå ñîäåðæèò
÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ ïî δu (ò. å. ïî êîíñòàíòàì δum). Äåéñòâèòåëüíî,
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δαk =

∫ b

a

|ψ(0)
k + εψ

(1)
k |2dx−

∫ b

a

|ψ(0)
k |2dx = ε2

∞∑
l, l ̸=k

|akl|2
∫ b

a

|ψ(0)
l |2dx.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (9.7) è (9.9), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ïî
ïàðàìåòðó ε ïîïðàâêà δαk èìååò ñòðóêòóðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïî âå-
ëè÷èíàì δum. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì (ëèíåéíîì ïî âåëè÷èíàì δum)
ïðèáëèæåíèè δαk ≃ 0.

6. Íàõîäèì ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ íåâÿçêè:

∆(u+ δu)−∆(u) =
1

2

[
N∑
k=1

(λk + δλk − ξk)
2 +

N∑
m=1

(αm − βm)
2

]
−

− 1

2

[
N∑
k=1

(λk − ξk)
2 +

N∑
m=1

(αm − βm)
2

]
≃

≃
N∑
k=1

(λk − ξk)δλk =
N∑
k=1

1

αk
(λk − ξk)(ψk, δuψk). (9.10)

7. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (9.9), íàõîäèì â îáùåì âèäå êîìïîíåíòû gm
âåêòîðà g = grad∆(u) � ãðàäèåíòà íåâÿçêè:

gm =
N∑
k=1

1

αk
(λk − ξk)(ψk, χmψk). (9.11)

8. Âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò íåâÿçêè g[0]m â òî÷êå ṽ0(x).

9. Ïåðåõîäèì îò âûáðàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè ṽ0(x) ê òî÷êå ṽ1 = ṽ0 + δv0,
ãäå

δv0 = −ε
M∑
m=1

g[0]m χm(x).
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10. Âû÷èñëÿåì ñïåêòð

λ
[1]
i → λ

[0]
i + δλi , α

[1]
i → α

[0]
i +

∑
k ̸=i

α
[0]
k |aik|2.

11. Âû÷èñëÿåì íåâÿçêó â òî÷êå ṽ1 (èñïîëüçóÿ èñïðàâëåííûå òî÷êè ñïåêòðà
λ
[1]
i è α[1]

i ).

12. Âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò íåâÿçêè g[1]m â òî÷êå ṽ1(x).

13. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî øàãîâ s � äî òåõ ïîð, ïî-
êà íåâÿçêà íå äîñòèãíåò âåëè÷èíû ∆λ (çàäàííîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë).

14. Ïîëàãàåì u∗(x) ≃ ũ∗(x) = ṽs(x).

Ôîðìóëà (9.5) äåìîíñòðèðóåò íåêîððåêòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé
çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíó δλ = maxi=1...N{|λ(1)i |} åñòåñòâåííî ñâÿçàòü
ñ òî÷íîñòüþ çàäàíèÿ Ñ×, à âåëè÷èíó ∥εV̂ ∥ (ïðè âûáîðå òîé èëè èíîé íîð-
ìû ∥ · ∥) � ñ òî÷íîñòüþ çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòíîé ôóíêöèè u(x) â îïåðàòîðå
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, V̂ = A sin(ωx). Òîãäà âåëè÷èíà

δλ = max
i=1...N

(∣∣∣∣∫ b

a

ψ
(0)
i V̂ ψ

(0)

i dx

∣∣∣∣) = εA

∣∣∣∣∫ b

a

sin(ωx)|ψ(0)
k (x)|2dx

∣∣∣∣
ïðè ω → ∞ ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøå ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé âåëè÷èíû
δ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ÷èñëàõ ε è A. Íàïðîòèâ, âåëè÷èíà

∥εV̂ ∥2 = ε2A2

∫ b

a

sin2(ωx)dx

îñòàåòñÿ êîíå÷íîé ïðè ω → ∞.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïîïðàâîê ê Ñ× è ÑÔ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ
ïðè ìàëîì ¾âîçìóùåíèè¿ êîýôèöèåíòíîé ôóíêöèè u(x).

2. Èç êàêèõ óñëîâèé çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîïðàâêè ê Ñ× è ÑÔ çàäà÷è
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà n?
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3. Ñôîðìóëèðóéòå îáðàòíóþ êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Ñ×
è íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû çàäàíû ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ.

4. Ïî÷åìó â çàäà÷å Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîå ÷èñëî
Ñ× è íîðìèðîâî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ, åñëè èçâåñòíà òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé äàííûå âåëè÷èíû
çàäàíû?

5. Ê êàêèì âåëè÷èíàì ñòðåìÿòñÿ Ñ× çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ n?

6. Ê êàêèì âåëè÷èíàì ñòðåìÿòñÿ íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ
ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ n?

7. Êàê íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê äèñêðåòíûì Ñ× ýðìèòîâà îïåðàòîðà?

8. Êàêóþ ñòðóêòóðó èìååò âîçìóùåíèå íîðìèðîâî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âîçìóùåíèè îïå-
ðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ?

9. Äëÿ ÷åãî ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü äî-
ïóñòèìûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé êîýôôèöèåíòíîé ôóíêöèè êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì?

10. Êàê âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ?

11. Ïåðå÷èñëèòå øàãè àëãîðèòìà ïîèñêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà
îòðåçêå ìåòîäîì ïîäáîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ.

Ëèòåðàòóðà: [1, 7, 8, 11, 12].
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Ëåêöèÿ 10

Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû

è ñâÿçàííûå ñ íèìè íåêîððåêòíûå çàäà÷è

Êîìïàêòíûå (âïîëíå íåïðåðûâíûå) îïåðàòîðû. Ïðèìåðû. Ñïåêòð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â âèäå K = K1 + K2, ãäå K1

� êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, à K2 � îïåðàòîð ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé íîðìîé. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ

òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà. Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëüíîãî îïåðà-

òîðà çàäà÷è êàê ïðè÷èíà íåêîððåêòíîñòè ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî

ðîäà.

Ðàíåå ìû ðàññìîòðåëè ïîÿâëåíèå íåêîððåêòíîñòè, âîçíèêàþùåå ïðè ðå-
øåíèè ÑËÀÓ ñ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè àíàëè-
çå äàííîé çàäà÷è ìû èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâà ìàòðèö � ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. Â äàííîé ëåêöèè ìû ïîçíàêîìèì-
ñÿ ñ êëàññîì îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïî ñâîéñòâàì
íàèáîëåå áëèçêèõ ê îïåðàòîðàì â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî êîì-
ïàêòíûå, èëè âïîëíå íåïðåðûâíûå, îïåðàòîðû. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî
M ⊂ H ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈M , n = 1, 2, . . . , ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Îïåðàòîð K̂, äåéñòâóþùèé â íåêîòîðîì ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (âïîëíå íåïðåðûâíûì), åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà D ⊂ H ìíîæåñòâî M = K̂(D)
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ñâîéñòâîì êîìïàêòíîñòè îáëàäàþò äàëåêî íå âñå, äàæå ñàìûå ïðîñòûå, îïå-
ðàòîðû. Òàê, åäèíè÷íûé îïåðàòîð Î â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H òà-
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êîâûì íå ÿâëÿåòñÿ. Âàæíåéøèì äëÿ íàñ ïðèìåðîì ñëóæèò èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð K̂f =

∫ b
a K(x, y)f(y)dy, ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå 4.6. Ýòî êîì-

ïàêòíûé îïåðàòîð; ê äàííîìó ôàêòó ìû âåðíåìñÿ ïîçæå, à ñåé÷àñ îáñóäèì
åãî ñïåêòð. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K̂ ñ ÿäðîì K(x, y) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì, åñëè ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

K(x, y) = K(y, x). (10.1)

Äàííûé ôàêò ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî îïåðà-
òîðà (ñì. ëåêöèþ 4). Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå òîëüêî
òàêèå îïåðàòîðû. Ñâîéñòâà ñïåêòðà ñàìîñîïðÿæåííûõ êîìïàêòíûõ îïåðàòî-
ðîâ îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü K̂ � ñàìîñîïðÿæåííûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð, äåé-
ñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå H ñó-
ùåñòâóåò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ xn, n = 1, 2, . . . , òàêîé, ÷òî
K̂xn = λnxn, ïðè÷åì λn → 0 ïðè n→ ∞. Ëþáîå Ñ× λn ̸= 0 èìååò êîíå÷íóþ
êðàòíîñòü.

Âàæíûì äëÿ äàëüíåéøåãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûå
èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïóñòü H � íåêîòîðîå (ôóíêöèîíàëüíîå) ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K̂, äåéñòâóþùèé â H, íàçûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðîì ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, åñëè åãî ÿäðî K(x, y) ïðåäñòàâèìî
â âèäå

K(x, y) =
N∑
i=1

fi(x)hi(y), fi(x), hi(x) ∈ H, i = 1, . . . , N. (10.2)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ôóíêöèè fi(x), hi(x) ∈ H ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûìè (äàííîå óòâåðæäåíèå ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü â êà÷åñòâå ñà-
ìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ). Â ñëó÷àå ýðìèòîâà îïåðàòîðà K̂, êîãäà ÿäðî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10.1), âûðîæäåííîå ÿäðî èìååò âèä:

K(x, y) =
N∑
i=1

fi(x)fi(y), fi(x) ∈ H, i = 1, . . . , N.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âûðîæäåííîãî ÿäðà ñïåêòðàëüíîå ìíîæåñòâî
{λn}, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 10.1, ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî òî÷åê λn ̸= 0. Ìíîæåñòâî Ran K̂ â äàííîì ñëó÷àå � ýòî êîíå÷íîìåðíîå
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ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊂ H, îáðàçîâàííîå íàáîðîì fi(x). Ñàì îïåðàòîð K̂ ïðè
êîíå÷íîì N ïðåäñòàâèì â âèäå K̂ = ÂP̂V , ãäå P̂V � ïðîåêöèîííûé îïåðà-
òîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊂ H, à îïåðàòîð Â � íåêîòîðûé êîíå÷íîìåðíûé
îïåðàòîð (ò. å. ìàòðèöà), äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå V .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

K̂y = f

è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

y = µK̂y + f,

ãäå f = f(x) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à y = y(x) � èñêîìàÿ. Ïàðàìåòð µ, ïðè
êîòîðîì óðàâíåíèå y = µK̂y èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, íàçûâàþò õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì îïåðàòîðà K̂. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè λn ̸= 0 âûïîë-
íÿåòñÿ µ = 1/λ. Èñïîëüçîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë (âìåñòî ñîáñòâåí-
íûõ) ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì â òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òîò ôàêò,
÷òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ïðèâîäèò
ê íåêîððåêòíîé çàäà÷å, ìû ðàññìàòðèâàëè â ïåðâîé ëåêöèè.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè ÿäðî ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ðîäà. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ(x) = µ

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy + f(x), (10.3)

â êîòîðîì ÿäðî K(x, y) èìååò âèä (10.2). Ïîäñòàâèâ (10.2) â óðàâíåíèå (10.3),
íàõîäèì:

ϕ(x) = µ

N∑
i=1

gi(x)

∫ b

a

hi(y)ϕ(y)dy + f(x). (10.4)

Äàëåå âûïîëíèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
1) äîìíîæèì ëåâóþ ÷àñòü è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10.4) íà ôóíêöèþ

hj(x);
2) ïðîèíòåãðèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïî ïåðåìåííîé x îò a äî b.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

cj =

∫ b

a

hj(y)ϕ(y)dy, fj =

∫ b

a

hj(y)f(y)dy, Kji =

∫ b

a

hj(y)gi(y)dy.
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Â èòîãå ïîëó÷àåì ÑËÀÓ ñ íåèçâåñòíûìè cj:

cj = µ
N∑
i=1

Kjici + fj. (10.5)

Åñëè ÷èñëî µ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, íàõîäèì èç ÑËÀÓ (10.5)
âåëè÷èíû ci è ïîäñòàâëÿåì â (10.4). Â èòîãå ïîëó÷àåì

ϕ(x) = µ

N∑
i=1

gi(x)ci + f(x),

òàê ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (10.3) íàéäåíî.
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýðìèòîâî ÿäðî K(x, y) â âûðîæäåííîì ñëó÷àå

ïðåäñòàâèìî â âèäå

K(x, y) =
N∑
i=1

λiφi(x)φi(y), (10.6)

ãäå φi(x) � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è λi � îòâå÷à-
þùèå äàííûì ôóíêöèÿì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî
ôîðìóëà (10.6) ñïðàâåäëèâà â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñàìîñîïðÿ-
æåííîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà, êîãäà N = ∞ è V = H. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî
ðàçëîæåíèÿ ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü K̂ � íåêîòîðûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ∀ ϵ > 0 ∃N = N(ϵ), òàêîå, ÷òî

K̂ = K̂N + K̂ϵ,

ãäå K̂N � êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â N -ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå VN ⊂ H è ∥K̂ϵ∥ ≤ ϵ.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñâîäèòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå íà ïðàêòèêå âñåãäà íàäî íàé-
òè ñ êàêîé-ëèáî çàðàíåå çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü ÷èñëî N
(èëè ϵ) òàê, ÷òî ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â ôîðìóëå òåîðåìû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Êîíå÷íî, â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå òàêàÿ ïðîöåäóðà íóæäàåòñÿ â äîïîë-
íèòåëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ è îáîñíîâàíèÿõ. Ýòè è äðóãèå ñâîéñòâà êîìïàêò-
íûõ îïåðàòîðîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Âàæíåéøèì ðåçóëüòàòîì â òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 10.3 (àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà). Äëÿ óðàâíåíèÿ y = µK̂y+f
èìåþòñÿ äâå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè:

1) ëèáî ÷èñëî µ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì îïåðàòîðà K̂,
è òîãäà äàííîå óðàâíåíèå èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå ïðè ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè f = f(x);

2) ëèáî ÷èñëî µ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì îïåðàòîðà K̂, è
òîãäà óðàâíåíèå y = µK̂y + f ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèÿ f(x) îðòîãîíàëüíà âñåì ðåøåíèÿì ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ
z = µK̂+z.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

K̂y = f,

ãäå èçâåñòíàÿ f = f(x) è íåèçâåñòíàÿ y = y(x) ôóíêöèè åñòü ýëåìåíòû íåêî-
òîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà H. Ïóñòü wn � îáðàçóþùèå â ïðî-
ñòðàíñòâå H áàçèñ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà K̂, à λn � ñîáñòâåííûå
÷èñëà. Íàïîìíèì, ñâîéñòâà ÑÔ è Ñ× ñàìîñîïðÿæåííûõ êîìïàêòíûõ îïåðà-
òîðîâ îïðåäåëåíû òåîðåìîé 10.1. Çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f è y ïî
áàçèñó wn:

y =
∞∑
n=1

αnwn, f =
∞∑
k=1

βkwk.

Ïîäñòàâèâ äàííûå ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, äëÿ íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè y = y(x) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

y =
∞∑
i=1

βi
λi
wi. (10.7)

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè óðàâ-
íåíèÿ K̂y = f � âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

∞∑
i=1

|βi|2

λ2i
< ∞.

Äàííîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Ïèêàðà.

Cîãëàñíî òåîðåìå 10.1, äëÿ Ñ× èìååì λn → 0 ïðè n→ ∞. À ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ n äàæå ìàëûå îòêëîíåíèÿ δβn êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ βn ïðàâîé ÷àñòè f ïðèâîäÿò ê ñêîëü óãîäíî áîëüøèì (ïðè n → ∞)
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îòêëîíåíèÿì â êîýôôèöèåíòàõ ðàçëîæåíèÿ βn/λn èñêîìîé ôóíêöèè y. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè÷èíà íåêîððåêòíîñòè çäåñü � ýòî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðà-
òîðà K̂. Åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà, âîçíèêàþùàÿ ïðè àíàëèçå ôîðìóëû (10.7), �
ýòî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âîçìîæíî, íàïðèìåð, îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (10.7). Ê ÷åìó ýòî ïðèâîäèò, à òàêæå äðóãèå
ñïîñîáû áîðüáû ñ íåêîððåêòíîñòüþ â ñëó÷àå çàäà÷ ñ êîìïàêòíûìè îïåðàòî-
ðàìè ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî (âïîëíå íåïðåðûâíîãî) îïåðàòîðà.

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îïåðàòîðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíûì.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

6. Êàêîå ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì?

7. Êàêîå ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì?

8. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ñïåêòð ýðìèòîâà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà?

9. Êàê çàïèñûâàåòñÿ âûðîæäåííîå ýðìèòîâî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà?

10. ×òî òàêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà?

11. ×òî òàêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà?

12. ×òî òàêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà?

13. Ê ÷åìó ñâîäèòñÿ ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì?

14. Êàê ýðìèòîâî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç åãî ÑÔ è Ñ×?

15. Ñôîðìóëèðóéòå àëüòåðíàòèâó Ôðåäãîëüìà.

16. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ïèêàðà.

17. Êàê çàïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà, åñëè èç-
âåñòíû ÑÔ è Ñ× èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà?

18. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåêîððåêòíîñòè ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà?

Ëèòåðàòóðà: [4, 6].
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Ëåêöèÿ 11

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷,

ñâÿçàííûõ ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

Íåêîððåêòíîñòü ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà â òåîðèè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ âðåìåíí�îãî ñèãíàëà (èçîáðàæåíèÿ). Ïîíÿòèå î âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ôóíêöèÿõ.

Ñïîñîáû ðåøåíèÿ. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ôîðìàëüíîå ñâåäåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåîðèè

âîññòàíîâëåíèÿ âðåìåíí�îãî ñèãíàëà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è ïðèìå-

íåíèå ìåòîäà èòåðàöèé. Àëãîðèòì Ëàíäâåáåðà.

Â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ðàññìîòðåëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåä-
ãîëüìà ïåðâîãî ðîäà K̂y = f , ãäå f = f(x) � èçâåñòíàÿ è y = y(x) � íåèçâåñò-
íàÿ ôóíêöèè, â îáùåì âèäå. Ìû óñòàíîâèëè òàêæå, ÷òî ïðè÷èíîé íåêîððåêò-
íîñòè òàêîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ñïåêòðà êîìïàêòíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ è èìåþùóþ ïðàêòè÷åñêóþ
öåííîñòü çàäà÷ó, ïðèâîäÿùóþ ê òàêîãî ðîäà ïðîáëåìàì.

Ïóñòü y = y(t) � íåêîòîðûé âðåìåíí�îé ñèãíàë (ò. å. ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ
îò âðåìåíè), êîòîðûé ïîäàåòñÿ íà âõîä óñòðîéñòâà, îñóùåñòâëÿþùåãî ÷àñòîò-
íóþ ôèëüòðàöèþ äàííîãî ñèãíàëà. Íà âûõîäå ìû èìååì ñèãíàë f = f(t),
êîòîðûé ìû ìîæåì èçìåðèòü ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ δf = δf(t). Çàäà-
÷à: ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ (ò. å. îïðåäåëèòü ñ
íàèáîëåå âîçìîæíîé òî÷íîñòüþ) îá èñõîäíîì ñèãíàëå y(t). Çàìåòèì, ÷òî íà
ïðàêòèêå ëþáîå óñòðîéñòâî, ÷åðåç êîòîðîå ïðîõîäèò çàâèñÿùèé îò âðåìåíè
ñèãíàë, îñóùåñòâëÿåò ÷àñòîòíóþ ôèëüòðàöèþ. Õàðàêòåðèñòèêîé òàêîé ôèëü-
òðàöèè ñëóæèò ôóíêöèÿ ρ(ω) = F (ω)/Y (ω), ãäå F (ω) è Y (ω) � àìïëèòóäû
ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñ ÷àñòîòîé ω ôóíêöèé f(t) è y(t) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Èìååì:

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωtdω, y(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
Y (ω)eiωtdω.
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Ðàññìîòðèì èäåàëèçèðîâàííûé ñëó÷àé ÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè, êîãäà

ρ(ω) = θ(ω0 − |ω|),

ãäå θ(ω) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷àñòîòû èíòåðâàëà
[−ω0, ω0] ïðîïóñêàþòñÿ ïîëíîñòüþ, äðóãèå ÷àñòîòû ïîëíîñòüþ ïîäàâëÿþòñÿ
(òàê êàê ìû èñïîëüçóåì êîìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òî ìû ðàññìàò-
ðèâàåì êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò). Òàêèì
îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

F (ω) = θ(ω0 − |ω|)Y (ω). (11.1)

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå

f(t) =
1

π

∫ ∞

−∞

sinω0(t− t ′)

t− t ′
y(t ′)dt ′.

Ïîñêîëüêó èçìåðåíèÿ âñåãäà ïðîèñõîäÿò â òå÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà
âðåìåíè, çàìåíèì â èíòåãðàëå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íà êîíå÷íûå (±T ).
Òàêîå îãðàíè÷åíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ îçíà÷àåò òàêæå çàìåíó ðàâåíñòâà
(11.1) íà áîëåå ñëîæíîå. Íà ñëåäñòâèÿõ, âûòåêàþùèõ èç òàêîé çàìåíû (â òîì
÷èñëå íà âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ åäèíñòâåííîñòüþ), ìû â äàííîì êóðñå îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Äàëåå, äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t→ τ , t = Tτ è ââîäÿ
îáîçíà÷åíèå Tω0 = κ, íàõîäèì:

K̂κ y = f, (K̂κ y)(τ) =
1

π

∫ 1

−1

sinκ(τ − τ ′)

τ − τ ′ y(τ ′)dτ ′. (11.2)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå ðàññìàòðèâàåìîìó, ïîëó÷àåòñÿ â òåî-
ðèè âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ, èñêàæåííîãî çà ñ÷åò ïðîõîæäåíèÿ ñâåòîâî-
ãî ñèãíàëà ÷åðåç îòâåðñòèå êîíå÷íîãî äèàìåòðà. Èññëåäóåì óðàâíåíèå (11.2)
áîëåå ïîäðîáíî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

K̂κ wn = λnwn.

Äîêàæåì: äëÿ äàííîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà λn > 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

µnφn(x) = (F̂κφn)(x) ≡
∫ 1

−1

eiκxyφn(y)dy. (11.3)
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Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû F̂κ è F̂+
κ êîììóòèðóþò: F̂κF̂

+
κ = F̂+

κ F̂κ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó îïåðàòîðîâ F̂κ è F̂+
κ îáùàÿ ñèñòåìà ÑÔ. Ïîýòîìó ÑÔ

φn(x) îïåðàòîðà F̂κ áóäóò òàêæå ÑÔ îïåðàòîðà F̂+
κ :

µnφn(x) = (F̂+
κ φn)(x) ≡

∫ 1

−1

e−iκxyφn(y)dy. (11.4)

Ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà îïåðàòîðà K̂κ ïðÿìîé ïðîâåðêîé íàõîäèì:

F̂κF̂
+
κ = F̂+

κ F̂κ =
2π

κ
K̂κ, (11.5)

ïîýòîìó

λn =
κ|µn|2

2π
> 0. (11.6)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÑÔ wn, íîðìèðîâàííûå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì:∫ 1

−1

wn(x)wm(x)dx = λnδnm. (11.7)

Òàêèå ôóíêöèè õîðîøî èçâåñòíû; îíè íàçûâàþòñÿ âûòÿíóòûìè ñôåðîèäàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè. Îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì äâîéíîé îðòîãîíàëüíîñòè: êðîìå
ñâîéñòâà (11.7), âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè íà âñåé îñè:∫ ∞

−∞
wn(x)wm(x)dx = δnm. (11.8)

Äàííûå ôóíêöèè è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà õîðîøî òàáóëèðîâà-
íû. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî ðåøåíèå èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ f = K̂κ y
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

y(x) =
∞∑
i=1

ci
λi
wn(x), ci =

∫ 1

−1

wn(x)f(x)dx. (11.9)

Êàê ìû çíàåì èç ïðîøëîé ëåêöèè, λn → 0 ïðè n→ ∞ äëÿ êîìïàêòíûõ îïå-
ðàòîðîâ â îáùåì ñëó÷àå. Çäåñü òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðåäñòàåò â íàèáîëåå ¾íåóäîá-
íîì¿ âèäå: âïëîòü äî çíà÷åíèé n ≃ κ èìååò ìåñòî λn ≃ 1, äàëåå íàáëþäàåòñÿ
ðåçêîå óìåíüøåíèå çíà÷åíèé Ñ×, òàê, ÷òî λn ≃ 0 (ïîâåäåíèå òèïà åäèíè÷íîé
ñòóïåíüêè).

Ðàññìîòðèì äàëåå ìåòîäû áîðüáû ñ äàííûì (âåñüìà ñèëüíûì!) ïðîÿâëåíè-
åì íåêîððåêòíîñòè. Ìåòîäû, ðàññìîòðåííûå íèæå, ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ
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èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà f = K̂y ñ ñàìîñîïðÿæåí-
íûì îïåðàòîðîì K̂, ïîýòîìó èõ èçëîæåíèå ìû áóäåì âåñòè â îáùåì âèäå.
Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ (11.9) � ýòî çàïèñàòü åãî â âèäå

y(x) =
∞∑
i=1

Ωiciwn(x), ci =

∫ 1

−1

wn(x)f(x)dx, (11.10)

îòëè÷àþùåìñÿ îò (11.9) òåì, ÷òî âìåñòî ìíîæèòåëÿ 1/λi ââåäåíà íåêîòîðàÿ
¾ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ¿ Ωi. Òðåáîâàíèÿ ê äàííîé ôóíêöèè ïðîòèâîðå÷è-
âû: ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ìíîæèòåëÿ 1/λi ïðè
i < N äëÿ íåêîòîðîãî N (÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ), à
ñ äðóãîé � çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò äàííîãî ìíîæèòåëÿ ïðè i > N (÷òîáû
îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü). Ïðîòèâîðå÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ òî÷íîñòè ðå-
øåíèÿ N äîëæíî áûòü êàê ìîæíî áîëüøå, à äëÿ óñòîé÷èâîñòè � êàê ìîæíî
ìåíüøå. Â ýòîé ñâÿçè áîëüøóþ ðîëü èãðàåò âûáîð Ωi ïðè i > N . Ðàññìîòðèì
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû:

1. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è � ïîëîæèòü Ωi = 1/λi ïðè
i ≤ N è Ωi = 0 ïðè i > N . Äëÿ ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷è î ïðåîáðàçîâà-
íèè âðåìåíí�îãî ñèãíàëà åñòåñòâåííî âûáðàòü N ≃ κ. Îäíàêî äàííûé ìåòîä
ñëèøêîì ïðîñò è íèêàê íå ó÷èòûâàåò ñîñòàâëÿþùèå ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå
ñëàãàåìûì â (11.9) ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè i. Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè çäåñü
ðåøåíà, ïðîáëåìà òî÷íîñòè � íåò.

2. Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè Ωi ïðè ïîìîùè
àëãîðèòìà Ëàíäâåáåðà. Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà ôîðìàëüíîì ñâåäåíèè óðàâ-
íåíèÿ f = K̂y ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà. Ñôîðìóëèðóåì
øàãè äàííîãî àëãîðèòìà:

1) ïðèáàâèì ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ f = K̂y (èñêîìîå) ðåøåíèå
y. Â èòîãå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y = f + (Î − K̂)y.

Ðåøåíèåì äàííîãî (ýêâèâàëåíòíîãî èñõîäíîìó) óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìàëüíûé ðÿä

y =
∞∑
i=0

(Î − K̂)if. (11.11)

Äàííûé ðÿä ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû

y(n+1) = f + (Î − K̂)y(n), y(0) = f.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî;

2) îáðûâàåì ðÿä (11.11) íà êîíå÷íîì ÷èñëå ñëàãàåìûõ:

y(n+1) =
n∑
i=0

(Î − K̂)if ; (11.12)

3) ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü (11.12) ðàçëîæåíèå f =
∑∞

i=1 ciwi, ãäå wi �
ÑÔ îïåðàòîðà K̂ è ci = (f, wi). Â èòîãå íàõîäèì

y(n+1) =
∞∑
k=1

ckwk

n∑
i=0

(1− λk)
i =

∞∑
k=1

1

λk

[
1− (1− λk)

(n+1)
]
ckwk. (11.13)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå y(n+1) ≃ y, êîòîðîå
ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

Ω
(n)
k =

1

λk

[
1 − (1− λk)

(n+1)
]
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |λk| < 1. Ïîýòîìó ìû âèäèì,
÷òî ïðè n → ∞ âûïîëíÿåòñÿ Ωk → 1/λk, òàê ÷òî ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê òî÷-
íîìó. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî âûáîð ÷èñëà n â äàííîé ôîðìóëå � ýòî âñåãäà
êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ è óñòîé÷èâîñòüþ.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Êàê ñâÿçàíû ñïåêòðû ñèãíàëîâ (â îáùåì âèäå) íà âõîäå è âûõîäå ïðåîáðàçóþùåãî ñèãíàë
óñòðîéñòâà?

2. Êàê ñâÿçàíû ôóíêöèè, ìîäåëèðóþùèå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ñèãíàë, íà âõîäå è âûõîäå
ïðåîáðàçóþùåãî ñèãíàë óñòðîéñòâà?

3. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñïåêòð è âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü ñèãíàëà?

4. ×òî òàêîå èäåàëèçèðîâàííûé ñëó÷àé ÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè?

5. Êàêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ âðåìåíí�îãî ñèãíàëà â èäåàëèçèðîâàííîì
ñëó÷àå ÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè?

6. Êàêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ âðåìåíí�îãî ñèãíàëà ïðè ó÷åòå êîíå÷íîñòè
ïðîìåæóòêà âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò íàáëþäåíèå?

7. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò Ñ× èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ âðå-
ìåíí�îãî ñèãíàëà?

80



8. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíí�îãî
ñèãíàëà è îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå?

9. ×òî òàêîå âûòÿíóòûå ñôåðîèäàëüíûå ôóíêöèè?

10. Êàêèìè ñâîéñòâàìè íîðìèðîâêè îáëàäàþò âûòÿíóòûå ñôåðîèäàëüíûå ôóíêöèè?

11. Êàê ìîæíî çàïèñàòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíí�îãî
ñèãíàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì Ñ× èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà è âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ôóíê-
öèé?

12. Ê êàêîìó òèïó óðàâíåíèé îòíîñèòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ âðå-
ìåíí�îãî ñèãíàëà?

13. Â ÷åì ïðè÷èíà íåêîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
âðåìåíí�îãî ñèãíàëà?

14. ×òî òàêîå ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ?

15. Êàêîâû òðåáîâàíèÿ ê ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè? Ïî÷åìó ýòè òðåáîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷èâû?

16. Êàê ñâîéñòâà ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò âûáîðà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè?

17. Îïèøèòå øàãè ïîñòðîåíèÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Ëàíäâåáåðà.

18. Äëÿ ÷åãî ñëóæèò àëãîðèòì Ëàíäâåáåðà?

19. Êàêîâû ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà
Ëàíäâåáåðà?

20. Ìîæíî ëè âûáðàòü ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ òàê, ÷òîáû îäíîâðåìåííî óëó÷øèòü òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ è åãî óñòîé÷èâîñòü?

Ëèòåðàòóðà: [3, 4, 6, 7].
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Ëåêöèÿ 12

Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïàðàáîëè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-

íîñòè. Îáðàòíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðåøåíèå ãðàäèåíòíûìè ìåòî-

äàìè.

Íàïîìíèì, êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ (×ÄÓ) âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íåèçâåñòíîé ôóêöèè ψ(x, y) èìåþò âèä

A
∂2ψ

∂x2
+ 2B

∂2ψ

∂x∂y
+ C

∂2ψ

∂y2
+ F

(
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
;ψ ; x, y

)
= 0.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû A, B è C � ôóíêöèè ïåðåìåííûõ (t, x), ôóíêöèÿ F �
ïðîèçâîëüíàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå óðàâíåíèÿ
äåëÿòñÿ íà êëàññû: ýëëèïòè÷åñêèå (AC > B2), ãèïåðáîëè÷åñêèå (AC < B2)
è ïàðàáîëè÷åñêèå (AC = B2). Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â îäíîìåðíîé
ñðåäå (òîíêèå ñòåðæíè, íèòè) îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì âèäà

∂ψ

∂t
=

∂

∂x

(
a(t, x)

∂ψ

∂x

)
+ h(t, x), (12.1)

ãäå ôóíêöèÿ a(t, x) çàäàåò òåïëîïðîâîäíîñòü ñðåäû, à ôóíêöèÿ h(t, x) � èñ-
òî÷íèêè òåïëà. Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ïðî-
ñòåéøåãî âàðèàíòà óðàâíåíèÿ (12.1):

∂ψ

∂t
= a

∂2ψ

∂x2
. (12.2)

Óðàâíåíèå (12.2) îïèñûâàåò èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ψ(t, x) ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè t â îäíîìåðíîé îäíîðîäíîé ñðåäå áåç èñòî÷íèêîâ òåïëà. Êîýôôèöèåíò
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a, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îïèñûâàåò òåïëîïðîâîäíîñòü ñðåäû. Â íàøåì ñëó-
÷àå a = const, òàê ÷òî óðàâíåíèå (12.2) ìîæåò áûòü ðåøåíî ÿâíî. Â ñëó÷àå
íåòðèâèàëüíîé çàâèñèìîñòè a = a(t, x) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.1) òðåáóåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.2)
ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáëàñòè

Ω = [0, b] × [0,∞) , x ∈ [0, b], t ∈ [0,∞).

Ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîñòåéøóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.
Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.2) â îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

ψ(0, x) = φ(x), (12.3)

φ(0) = φ(b) = φ0, (12.4)

ψ(t, 0) = ψ(t, b) = φ0. (12.5)

Â äàëüíåéøåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì φ0 = 0, ñäåëàâ, åñëè
ýòî íå òàê, çàìåíó ψ(t, x) → ψ(t, x)− φ0.

Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ ïðÿìóþ çàäà÷ó: íàéòè â çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè t = T ôóíêöèþ φ

T
(x) ≡ ψ(T, x), ãäå ψ(t, x) � ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (12.2), óäîâëåòâîðÿþùåe óñëîâèÿì (12.3)�(12.5). Ôóíêöèÿ φ(x) ñ÷èòà-
åòñÿ çàäàííîé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ïî çàäàííîé ôóíêöèè φT (x) íàéòè
èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû φ(x). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12.3)�(12.5)
ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåííûìè.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ ψ(t, x) â âèäå

ψ(t, x) =
∞∑
n=1

fn(t) sin
(πnx

b

)
, (12.6)

êîòîðûé äèêòóåòñÿ òðåáîâàíèåì îáðàùåíèÿ ôóíêöèè ψ(t, x) â íîëü â òî÷êàõ
x = 0 è x = b è ñòàíäàðòíûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (12.2). Ïîäñòàâëÿÿ (12.6) â (12.2), íàõîäèì äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ fn(t):

dfn
dt

= −a
(πn
b

)2
fn,

òàê ÷òî

fn(t) = cn exp

[
−a
(πn
b

)2
t

]
, cn = const.
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Êîíñòàíòû cn íàõîäèì èç óñëîâèÿ ψ(0, x) = φ(x), òàê ÷òî

cn =
2

b

∫ b

0

φ(y) sin
(πny

b

)
dy.

Â èòîãå ïîëó÷àåì äëÿ ðåøåíèÿ:

ψ(t, x) =

∫ b

0

G(t, x; y)φ(y)dy, (12.7)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

G(t, x; y) =
2

b

∞∑
n=1

exp

[
−a
(πn
b

)2
t

]
sin
(πnx

b

)
sin
(πny

b

)
. (12.8)

Ôóíêöèÿ G(t, x; y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (12.2)�
(12.5).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åí-
íûìè ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è ðåçóëüòàòàìè, åå ôîðìóëèðîâêà òàêîâà:
íàéòè íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ φ(x) èç óðàâíåíèÿ

φ
T
(x) =

∫ b

0

K(x, y)φ(y)dy, (12.9)

â êîòîðîì ôóíêöèè φ
T
(x) è K(x, y) ≡ G(T, x; y) � ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïå-

ðàòîðà K̂ � ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èìååò âèä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

ïåðâîãî ðîäà. Íåêîððåêòíîñòü òàêîé çàäà÷è ìû îáñóæäàëè ðàíåå. Äàëåå ìû
ñîñòàâèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ìåòîäîì ïîäáîðà, âûïîëíèâ ìèíè-
ìèçàöèþ íåâÿçêè ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì.

1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì ìåòîäîì, âíà÷àëå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îãðà-
íè÷åíèå ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, íà êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî M. Çàìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî

φ(x) ∈ D0 ⊂ L2[0, b], D0 = {φ(x) | φ(0) = φ(b) = 0 },

è ìíîæåñòâîD0 êîìïàêòíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Îáîñíîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

� òåìïåðàòóðà îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé: φ(x) ≤ θ;
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� äàò÷èêè, èçìåðÿþùèå òåìïåðàòóðó, èìåþò êîíå÷íûé ðàçìåð, òàê ÷òî
ôóíêöèþ φ(x) ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî èí-
òåðâàëà σ << b. Âûáèðàåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî M = [b/σ] + 1 è ðàç-
áèâàåì èíòåðâàë [0, b] íà M ðàâíûõ èíòåðâàëîâ:

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xM−1 < xM = b.

Ñèìâîëîì [b/σ] ìû îáîçíà÷èëè öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà [b/σ]. Ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî ôóíêöèÿ φ(x) ïîñòîÿííà íà êàæäîì òàêîì èíòåðâàëå,
îçíà÷àåò, ÷òî ìû èùåì íå ãëàäêóþ ôóíêöèþ φ, à ñòóïåí÷àòóþ:

φ̃(x) =
M∑
i

φiχi(x), 0 < φi ≤ θ,

ãäå χi(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëóèíòåðâàëà [xi−1, xi),
i = 1, . . . ,M .

Â èòîãå ôóíêöèÿ φ̃(x) îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðîì φ ∈ EM ,
íàõîäÿùèìñÿ âíóòðè øàðà c ðàäèóñîì θ.

2. Âûâåäåì âûðàæåíèå äëÿ íåâÿçêè íà ìíîæåñòâå EM . Íàïîìíèì âûðàæå-
íèå äëÿ íåâÿçêè:

∆(ϕ) =
1

2
∥K̂ϕ− φ

T
∥2 =

1

2
(K̂ϕ− φ

T
, K̂ϕ− φ

T
).

Ïîñëå ðåäóêöèè íà êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî èìååì:

Φ(φ1, . . . , φM) = ∆(ϕ)
∣∣∣
u=ũ

=

=
1

2

M∑
i,j=1

Aijφiφj −
M∑
i=1

Biφi + C, (12.10)

ãäå

Aij = (K̂χi, K̂χj), Bi = (K̂χi, φT
), C =

1

2
∥φ

T
∥2.

3. Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà â îáùåì âèäå. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ãðàäèåíòà, äåëàÿ ïðèðàùåíèå ϕ→ ϕ+ δϕ, íàõîäèì:

g = grad∆(ϕ) = K̂+(K̂ϕ− φ
T
).
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Â íàøåì ñëó÷àå ÿäðî K(x, y) îïåðàòîðà K̂ âåùåñòâåííî è ñèììåòðè÷íî,
ïîýòîìó K̂+ = K̂. Ïîñëå ðåäóêöèè íà ìíîæåñòâî M ïîëó÷àåì:

g = g
∣∣∣
u=ũ

= (g1, . . . , gM),

ãäå

gi =
M∑
j=1

Aijφi − Bi. (12.11)

4. Âû÷èñëÿåì ìàññèâû {Aij}, {Bi}, êîíñòàíòó C.

5. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (12.10) è (12.11), âûïîëíÿåì èòåðàöèîííóþ
ïðîöåäóðó òàê, êàê îïèñàíî â ëåêöèè 8 (ñì. ñòð. 59).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ φ
T
(x) èçâåñò-

íà, êàê ïðàâèëî, ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ δ. Íåò òàêæå íèêàêîé ãàðàíòèè,
÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó K̂M. Ïîýòîìó, ìèíèìèçèðóÿ
íåâÿçêó, ìû íàõîäèì äëÿ äàííîé çàäà÷è íå òî÷íîå ðåøåíèå, à êâàçèðåøåíèå.

Çàìåòèì, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà (8.3) â äàííîé çàäà÷å çàïèøóò-
ñÿ òàê:

gi =
M∑
j=1

Aijφi − Bi = 0. (12.12)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè Φ(φ1, . . . , φM), çäåñü
íåîáõîäèìî ðåøèòü ÑËÀÓ ïîðÿäêà M . Êàê îòìå÷àëîñü, ïðè áîëüøèõ M ýòî
ìîæåò áûòü ïðîáëåìàòè÷íûì. Êðîìå ýòîãî, åñëè ìàòðèöà Aij îêàæåòñÿ ïëî-
õî îáóñëîâëåííîé 3, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (12.12) ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé
ðåãóëÿðèçàöèè.

Çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â äàííîé ëåêöèè, îòíîñèòñÿ ê êëàññó ðåòðîñïåê-
òèâíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ � êîãäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äàííûå (ôóíêöèþ),
îòíåñåííûå ïî âðåìåíè ê ïðåäøåñòâóþùèì ìîìåíòàì ïî ñðàâíåíèþ ñ èç-
âåñòíûìè äàííûìè (ôóíêöèÿìè). Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ
(12.1) âîçìîæíà ôîðìóëèðîâêà îáðàòíûõ çàäà÷ äðóãèõ òèïîâ. Òàê, ñóùåñòâó-
åò êëàññ êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, êîãäà ïî ðåøåíèþ (èëè åãî ýëå-
ìåíòàì) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.

3Ïîíÿòèå îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Íàçîâèòå òèïû (êëàññèôèêàöèþ) êâàçèëèíåéíûõ ×ÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà.

2. Êàêèå êâàçèëèíåéíûå ×ÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè?

3. Çàïèøèòå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò ïðîöåññ ïåðåäà÷è òåïëà â îäíîìåðíîé ñðåäå.

4. Ñôîðìóëèðóéòå êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå [0, b] ñ çà-
äàííîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé è ïîñòîÿííûìè (ðàâíûìè) çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû íà
ãðàíèöàõ îòðåçêà.

5. Ñôîðìóëèðóéòå îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå [0, b] ñ çàäàí-
íîé â ìîìåíò âðåìåíè T òåìïåðàòóðîé è ïîñòîÿííûìè (ðàâíûìè) çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû
íà ãðàíèöàõ îòðåçêà.

6. Êàêèì ìåòîäîì ìîæíî íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè áåç èñòî÷íè-
êîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè?

7. ×òî òàêîå ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå
[0, b] ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé è ïîñòîÿííûìè (ðàâíûìè) çíà÷åíèÿìè òåìïåðà-
òóðû íà ãðàíèöàõ îòðåçêà?

8. Ê êàêîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñâîäèòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå [0, b] ñ çàäàííîé â ìîìåíò âðåìåíè T òåìïåðàòóðîé è ïîñòîÿííûìè
(ðàâíûìè) çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöàõ îòðåçêà?

9. Çà÷åì íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü âîçìîæíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è êîìïàêòíûì
ìíîæåñòâîì?

10. Êàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòü, ÷òîáû ñäåëàòü îãðàíè÷åíèå íà êîìïàêò ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå [0, b] ñ çàäàííîé
â ìîìåíò âðåìåíè T òåìïåðàòóðîé è ïîñòîÿííûìè (ðàâíûìè) çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû íà
ãðàíèöàõ îòðåçêà?

11. ×òî òàêîå íåâÿçêà ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?

12. Â êàêîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåâÿçêó ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè?

13. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ãðàäèåíò íåâÿçêè ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè?

14. Â êàêîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãðàäèåíò íåâÿçêè ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?

15. Êàêèå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè âû çíàåòå?

16. Êàêîãî òèïà îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè âû çíàåòå?

Ëèòåðàòóðà: [1, 2, 12].
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Ëåêöèÿ 13

Íåêîððåêòíûå çàäà÷è â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïîñðåäñòâîì ñâåäåíèÿ ÿäðà èíòåãðàëü-

íîãî îïåðàòîðà ê âûðîæäåííîìó. Îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ â êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû Cond(A), åãî ñìûñë. Ðåøåíèå ÑËÀÓ ïðè ïëîõî îáó-

ñëîâëåííûõ ìàòðèöàõ êîýôôèöèåíòîâ êàê ïðèìåð íåêîððåêòíîé çàäà÷è.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ïðîäîëæèì àíàëèç îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè (12.2). Â ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïðîèëëþñòðèðîâàëè íà äàííîì
ïðèìåðå ïðèìåíåíèå ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ. Âìåñòå ñ ýòèì ìû ìîæåì çàïè-
ñàòü ÿâíîå ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî
îáðàòíàÿ (ïî âðåìåíè) çàäà÷à äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà (12.9) ñ ÿä-
ðîì

K(x, y) =
2

b

∞∑
n=1

exp

[
−a
(πn
b

)2
T

]
sin
(πnx

b

)
sin
(πny

b

)
. (13.1)

Ñðàâíèâàÿ äàííóþ ôîðìóëó ñ ôîðìóëîé (10.6), à òàêæå ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøå-
íèå îðòîãîíàëüíîñòè∫ b

0

sin
(πnx

b

)
sin
(πmx

b

)
dx =

b

2
δmn,

íàõîäèì, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φn(x) è ñîáñòâåííûå
÷èñëà λn ýðìèòîâà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K̂ ñ ÿäðîì (13.1) ñóòü

φn(x) =

√
2

b
sin
(πnx

b

)
, λn = exp

[
−a
(πn
b

)2
T

]
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ïîâòîðÿÿ âñå òå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìû äåëàëè ïðè
âûâîäå ôîðìóëû (11.10), ìû ìîæåì çàïèñàòü
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φ(x) =
∞∑
s=1

Ωscsφs(x), ci =

∫ b

0

φi(x)φT
(x)dx. (13.2)

Ãäå, íàïîìíèì, Ωs � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ:

Ωs =
1

λs
= exp

[
a
(πn
b

)2
T

]
.

Äàííîå òî÷íîå ðåøåíèå íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò íåêîððåêòíîñòü â ðåøåíèè çà-
äà÷è: â ñèëó ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà êîýôôèöèåíòîâ Ωs ïðè s → ∞ äàæå
ìàëûå âàðèàöèè âåëè÷èí cs ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ s ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëü-
íûì îòêëîíåíèÿì â íàõîæäåíèè èñêîìîé ôóíêöèè φ. Â ýòîé ñâÿçè, äëÿ òîãî
÷òîáû íàõîäèòü ðåøåíèå ïî ôîðìóëå (13.2), íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òå èëè
èíûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Ìîæíî, íàïðèìåð, âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Ëàíäâåáåðà, êîòîðûé ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëñÿ â
ëåêöèè 11 íà ïðèìåðå äðóãîé çàäà÷è (ñì. ñòð. 79).

Äðóãîé ñïîñîá � ñâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ê êîíå÷íîìåðíîé ïðè
ïîìîùè òåîðåìû 10.2 (ñì. ñòð. 73). ßâíûé âèä (13.1) ÿäðà K(x, y) äåëàåò
ïðèìåíåíèå äàííîé òåîðåìû îñîáåííî íàãëÿäíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðÿä (13.1)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, òàê êàê ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

(2/b)
∞∑
n=1

exp
[
−a(πn/b)2T

]
.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü:

K(x, y) = KN(x, y) + Kϵ(x, y), ϵ = ϵ(N),

ãäå

KN(x, y) =
2

b

N∑
n=1

exp

[
−a
(πn
b

)2
T

]
sin
(πnx

b

)
sin
(πny

b

)
(13.3)

èKϵ(x, y) � ñóììà îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ íîìåðàN+1. Íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðîì ÷èñëà N âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî

|Kϵ(x, y)| < ϵ, (13.4)
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ãäå ϵ � ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëà-
ãàÿ äëÿ ïðîñòîòû b = π, èìååì:

|Kϵ(x, y)| ≤
∞∑

n=N+1

e−aTn
2

= e−aTN
2

∞∑
n=N+1

e−aT (n−N)(n+N) =

= e−aTN
2

∞∑
k=1

e−aTk(k+2N) ≤ e−aTN
2

∞∑
k=1

e−aTk
2

.

Âåëè÷èíà
∑∞

k=1 e
−aTk2 êîíå÷íà è îò N íå çàâèñèò, òàê ÷òî â èòîãå èìååì

îöåíêó (13.4).
Èñêîìóþ ôóíêöèþ � φ(x) � âñåãäà íåîáõîäèìî íàéòè ñ êàêîé-ëèáî íàïåðåä

çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü4 â ÿäðå ñëàãàåìûìè Kϵ(x, y)
è ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê óðàâíåíèþ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Òàêèå óðàâ-
íåíèÿ, êàê ìû îáñóæäàëè â ïðîøëûõ ëåêöèÿõ, â èòîãå ñâîäÿòñÿ ê ÑËÀÓ. Íà
ïðàêòèêå ìû , êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àåì ÑËÀÓ ñ áîëüøèì ïîðÿäêîì N , ðåøåíèå
êîòîðîé, îáðàòèì âíèìàíèå, ìîæåò íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèé
ÑËÀÓ Ax = z âûñîêîãî ïîðÿäêà. Çäåñü A = Aij � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
N×N (÷èñëî N ìû ñ÷èòàåì äîñòàòî÷íî áîëüøèì � òðåáóþùèì ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ÑËÀÓ), x � èñêîìûé âåêòîð N -ìåðíîãî åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà EN , z � íåêîòîðûé çàäàííûé âåêòîð äàííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Íà ïðàêòèêå ïðàâàÿ ÷àñòü íàì âñåãäà èçâåñòíà ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ
δz = (δz1, . . . , δzN), ãäå zi � êîìïîíåíòû âåêòîðà z. Â êà÷åñòâå îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè îáû÷íî ïðèíèìàþò âåëè÷èíó ϵz = ∥δz∥/∥z∥. Ýëåìåíòû ìàòðè-
öû A, êàê ïðàâèëî, òàêæå çàäàíû ñ íåêîòîðîé (îòíîñèòåëüíîé) ïîãðåøíîñòüþ
ϵA = (maxi,j |δAij|)/∥A∥. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííîé (è ïðàêòè÷åñêè âîñòðåáîâàí-
íîé) âûãëÿäèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî âåêòîðà x ñ ïîãðåø-
íîñòüþ ϵx ≃ max(ϵz, ϵA). Äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö èìååì: x = A−1z. Â
÷åì æå ïðîáëåìà? Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðè áîëüøèõ
N ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ¾ïî÷òè¿ âûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè, ò. å.
òàêèìè ìàòðèöàìè A, äëÿ êîòîðûõ detA ≃ 0. Îäíàêî òîò ôàêò, ÷òî îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû ðåøàåìîé ÑËÀÓ ¾ïî÷òè¿ íóëåâîé, íå âñåãäà îçíà÷àåò, ÷òî
ïîãðåøíîñòü ϵx áóäåò çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì âåëè÷èíà max(ϵz, ϵA).

Ìåðîé, îïðåäåëÿþùåé îòêëîíåíèå âåëè÷èíû ϵx îò âåëè÷èí ϵz è ϵA, ÿâëÿ-
4Ìû íå áóäåì çäåñü ïîäðîáíî íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.
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åòñÿ ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè Cond(A) ìàòðèöû A, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Cond(A) = ∥A∥ · ∥A−1∥.

Ïóñòü, íàïðèìåð, δAij = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû èìååì íåðàâåíñòâà

∥z∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥, ∥δx∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥δz∥.

Â èòîãå íàõîäèì ϵx ≤ Cond(A) · ϵz. Ïóñòü òåïåðü δz = 0, δAij ̸= 0. Èìååì
z = Ax, z = (A+ δA)(x+ δx), îòêóäà íàõîäèì δx = −A−1δA(x+ δx). Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî

ϵx ≃ ∥δx∥
∥x+ δx∥

≤ Cond(A) · ϵA.

Ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ Cond(A) >> 1, íàçûâàþò ïëîõî îáóñëîâëåííûìè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïëîõî îáóñëîâëåííûå ìàòðèöû êîýôôè-

öèåíòîâ ïðèâîäÿò ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìû èìååì çäåñü ïðèìåð íåêîððåêòíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ åñòü
âñåãäà íåêîòîðûé êîìïðîìèññ ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ (â äàííîì ñëó÷àå) è òî÷-
íîñòüþ. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, åñëè (ïëîõî îáóñëîâëåííàÿ)
íåâûðîæäåííàÿ N×N ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, ò. å. òàêîé, äëÿ ýëå-
ìåíòîâ êîòîðîé âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Aij = Aji. Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöó
òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ò. å. òàêîé, ÷òî

(x,Ax) > 0, ∀x ∈ EN .

Èçâåñòíî, ÷òî Ñ× λi, i = 1, . . . , N , òàêîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû è ïîëîæè-
òåëüíû, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû wi, i = 1, . . . , N , âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∥wi∥ = 1, òàê ÷òî ñèñòå-
ìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ wi îáðàçóåò â ïðîñòðàíñòâå E îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ. Ïîýòîìó ∀x ∈ E èìååì x =

∑N
i=1 ciwi, ãäå ci = (x,wi). Ïîäñòàâëÿÿ

äàííîå ðàçëîæåíèå äëÿ âåêòîðîâ x è z â ðàññìàòðèâàåìóþ ÑËÀÓ Ax = z,
èìååì

N∑
i=1

ciλiwi =
N∑
i=1

biwi, ci = (x,wi), bi = (z, wi).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà áàçèñà wi, íàõîäèì: ci = bi/λi. Çäåñü ìû íàãëÿäíî âèäèì,
÷åì âûçâàíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè: íàëè÷èåì â ñïåêòðå ìàòðèöû A ìàëûõ
Ñ×. Â ýòîì ñëó÷àå ìàëûå ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëåíèè òàêèõ Ñ× (íàïîìíèì:
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ìàòðèöà A ìîæåò áûòü çàäàíà ïðèáëèæåííî) ïðèâîäÿò ê áîëüøèì ïîãðåø-
íîñòÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ci â ðàçëîæåíèè èñêîìîãî âåêòî-
ðà x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà ∥A∥ = λmax,
∥A−1∥ = 1/λmin, òàê ÷òî äëÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè èìååì ôîðìóëó5

Cond(A) = λmax/λmin.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ðàññìîòðèì âìåñòî ñèñòåìû Ax = z ñèñòåìó (αI + A)x = z, ãäå I � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà è α � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Èíòóè-
òèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α íîâàÿ ñèñòåìà ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò èñõîäíîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ci = (x,wi) òåïåðü èìååì
èñïðàâëåííîå âûðàæåíèå ci = bi/(α+λi). Òàêèì îáðàçîì, ìàëûé ïàðàìåòð α
îêàçûâàåò âëèÿíèå èìåííî íà ìàëûå (ò. å. ¾ïëîõèå¿) Ñ×, ÷àñòè÷íî èñïðàâëÿÿ
ñèòóàöèþ. Âûáîð êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà α çàâèñèò îò çàäà÷è è îïðåäå-
ëÿåò òîò ñàìûé êîìïðîìèññ, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Êàê çàïèñûâàþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â
îáðàòíîé (ïî âðåìåíè) çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?

2. Êàê çàïèñûâàþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â îáðàòíîé (ïî âðåìåíè)
çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?

3. Êàê çàïèñûâàåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå îáðàòíîé (ïî âðåìåíè) çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè?

4. Êàê çàïèñûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îáðàòíîé (ïî âðåìåíè) çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè?

5. Êàê ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äåìîíñòðèðóåò ôàêò íåêîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?

6. Êàêèå ñïîñîáû ðåãóëÿðèçàöèè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè âû çíàåòå?

7. Çàïèøèòå ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ðå-
ãóëÿðèçèðîâàííóþ ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà Ëàíäâåáåðà.

8. Êàê îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìåðíîé?

9. ×òî âëèÿåò íà ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?

5Èìååòñÿ â âèäó îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû.
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10. Êàêèå ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ áîëüøîãî ïîðÿäêà?

11. ×òî òàêîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû?

12. Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû áëèçîê ê íóëþ, âñåãäà ëè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïëîõî
îáóñëîâëåíà?

13. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé?

14. Êàê ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû âûðàæàåòñÿ
÷åðåç åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ?

15. Êàêóþ ïðîñòåéøóþ ðåãóëÿðèçàöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ ñ ïëîõî îáó-
ñëîâëåííîé ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé?

16. Âîçìîæíà ëè òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, ïðè êîòîðîé óñòîé÷èâîñòü è òî÷íîñòü ìîãóò áûòü óëó÷-
øåíû îäíîâðåìåííî?

Ëèòåðàòóðà: [4, 5, 12].
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Ëåêöèÿ 14

Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè: ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð

Ïðîáëåìû ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ñ íåòî÷íûìè äàííûìè. Ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð.

Ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðèìåðû.

Èòàê, ìû ðàñìàòðèâàåì çàäà÷ó

Âu = f, u ∈ U, f ∈ F, (14.1)

â êîòîðîé îïåðàòîð Â ìû ñ÷èòàåì íåêîòîðûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, äåéñòâó-
þùèì èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà U â íîðìèðîâàííîå ïðñòðàíñòâî F .
Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîøëûõ ëåêöèÿõ (ñì. ñòð. 56�57) ìû ðàññìàòðèâàëè íåêî-
òîðûå àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ â îáùåì âèäå. Òàê, áûë ðàññìîòðåí àëãîðèòì
ðåøåíèÿ çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè. Êàê îáñóæäàëîñü, òà-
êîé àëãîðèòì ýôôåêòèâåí â òîì ñëó÷àå, åñëè àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâî-
ëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî u ∈M ⊂ U , ãäåM � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Îäíàêî
òàê áûâàåò íå âñåãäà. Äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà îãðàíè÷åíèå íà êîìïàêò M
ñäåëàòü óäàåòñÿ, âîçìîæåí âàðèàíò, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü f ̸∈ ÂM .

Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü (14.1) � ôóíêöèÿ f � çàäàíà ñ íåêîòîðîé çàðàíåå èç-
âåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ δ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî ¾èñòèííîé¿ ïðàâîé ÷àñòè
f íàì èçâåñòíà òîëüêî ôóíêöèÿ fδ, òàêàÿ, ÷òî ∥f − fδ∥ ≤ δ. Êàê ïðàâèëî,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥f∥ >> δ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ôàêòè÷åñêè ðàññìàò-
ðèâàåì íå óðàâíåíèå (8.1), à óðàâíåíèå

Âu = fδ, u ∈ U, fδ ∈ F. (14.2)

Îäíàêî ïîïûòêà íàéòè ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð ìåòîäîì ìè-
íèìèçàöèè íåâÿçêè ∆(u) = (1/2)∥Au− fδ∥2, ìîæåò ïðèâåñòè ê íåóäîâëåòâî-
ðèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ìíîæåñòâî Qδ ðåøåíèé
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(14.2) îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì øèðîêèì è ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê íåóñòîé-
÷èâîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ âàðèàöèÿõ ïðàâîé ÷àñòè â ïðåäåëàõ
çàäàííîé ïîãðåøíîñòè δ. Êðîìå ýòîãî, â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìîæåò îòñóò-
ñâîâàòü àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ âûäåëèòü èç Qδ êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî.

Êëþ÷åâàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü èç-
âåñòíà íå òî÷íî, òî íå èìååò ñìûñëà èñêàòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.2).
Èìååò ñìûñë íàéòè íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uα, ñîãëàñîâàííîå ïî
òî÷íîñòè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ δ ôóíêöèè fδ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðè-
ìåð, ïåðåéäÿ îò èñõîäíîãî îïåðàòîðà Â ê ðåãóëÿðèçîâàííîìó îïåðàòîðó Âα,
è ðàññìîòðåòü çàäà÷ó

Âαuα = fδ, u ∈ U, fδ ∈ F. (14.3)

Êðèòåðèè âûáîðà îïåðàòîðà Âα òàêèå: âî-ïåðâûõ, îí äîëæåí îáëàäàòü ëó÷-
øèìè ïî îòíîøåíèþ ê êîððåêòíîñòè çàäà÷è ñâîéñòâàìè, ÷åì îïåðàòîð Â (íà-
ïðèìåð, èìåòü íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð ïðè α ̸= 0), è, âî-âòîðûõ,
â êàêîì-ëèáî ñìûñëå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ Âα → Â ïðè α → 0. Ïàðàìåòð
ðåãóëÿðèçàöèè α = α(δ) > 0 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî α → 0 ïðè δ → 0. Ïðèìåð
òàêîé ðåãóëÿðèçàöèè ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùåé ëåêöèè (ñì. ñòð. 92),
êîãäà èçó÷àëè ïëîõî îáóñëîâëåííûå ìàòðèöû. Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà Â ýð-
ìèòîâà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ìîæíî ïîëîæèòü Âα = Â + αÎ , ãäå Î �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òàê æå ìîæíî ïîñòóïèòü è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè U = F �
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·), à îïåðàòîð Â �
ñàìîñîïðÿæåí è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí. Èçâåñòíî, ÷òî Ñ× λi, i = 1, 2, . . . ,
òàêîãî îïåðàòîðà âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû, à ÑÂ wi, i = 1, 2, . . . , ìîæíî
âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.2) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u = Â−1fδ =
∞∑
i=1

1

λi
(fδ, wi)wi. (14.4)

Ïðè íàëè÷èè ìàëûõ çíà÷åíèé Ñ× λi ðåøåíèå íå áóäåò óñòîé÷èâûì. Âûáèðàÿ
Âα = Â+ αÎ , íàõîäèì

u = Â−1
α fδ ≡ R̂(α)fδ =

∞∑
i=1

1

λi + α
(fδ, wi)wi.

Îïåðàòîð R̂(α) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì îïåðàòîðîì, à âûïîëíåííàÿ ðå-
ãóëÿðèçàöèÿ Â→ Âα íàçûâàåòñÿ óïðîùåííîé ðåãóëÿðèçàöèåé.
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Åñëè Â ̸= Â+, íåëüçÿ ãîâîðèòü î ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòî-
ðà: äëÿ ÑÇ, âîîáùå ãîâîðÿ, λi ̸= λi . Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì äåéñòâèé äëÿ
âûïîëíåíèÿ óïðîùåííîé ðåãóëÿðèçàöèè òàêîâ:

• ïåðåõîäèì îò èñõîäíîé çàäà÷è Âu = f ê çàäà÷å

Âu = F , Â ≡ Â+Â , F ≡ Â+f ;

• âûïîëíÿåì ðåãóëÿðèçàöèþ Â → Â+ α.
Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà R̂(α) â îáùåì ñëó÷àå â òîé èëè èíîé ôîðìå ñîñòàâ-

ëÿåò ñóùíîñòü ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (14.3).
Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îáùåìó ñëó÷àþ, çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó íåðàâåí-

ñòâà òðåóãîëüíèêà (ñì. ñòð. 17), ñïðàâåäëèâî

∥(Â+ βÎ)u− fδ∥2 ≤
(
∥Âu− fδ∥+ β∥u∥

)2
≤ 2

(
∥Âu− fδ∥2 + β2∥u∥2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåâÿçêà ∆(u) âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ îïåðàòîðà Â, ðåãóëÿ-
ðèçîâàííîãî ïîñðåäñòâîì óïðîùåííîé ðåãóëÿðèçàöèè Â→ Â+ βÎ , èìååì:

∆(u) ≤ ∥Âu− fδ∥2 + β2∥u∥2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà, äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (14.2) âûïîëíÿåòñÿ íå ìèíèìèçàöèÿ íåâÿçêè ∥Au−fδ∥, à ìèíèìèçàöèÿ
ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà

Jα(u) = ∥Âu− fδ∥2 + α∥u∥2, (14.5)

êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò íåâÿçêè ∆(u) íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî
âèäà α∥u∥2. Ôóíêöèîíàë ∥u∥2 â äàííîì ñëó÷àå èãðàåò ðîëü ñòàáèëèçèðóþ-
ùåãî ôóíêöèîíàëà. Òàêîé ïîäõîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è
íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà. Åå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: èùåòñÿ ýêñòðåìóì u1 ôóíêöèîíà-
ëà Jα(u) íà ìíîæåñòâå Qδ ïðè óñëîâèè

∥Âu1 − fδ∥ = δ. (14.6)

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ëàãðàíæà, â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñêàòü ýêñòðåìóì
u1 = u1(α) ôóíêöèîíàëà Jα(u), à íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà α
íàõîäèòü èç óñëîâèÿ (14.6).

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (14.5) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ôîðìå

uα = R̂(α)fδ. (14.7)
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Îïåðàòîð R̂(α), ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå òîé èëè èíîé ïðîöåäóðû ðåãóëÿ-
ðèçàöèè (íå òîëüêî â ðåçóëüòàòå óïðîùåííîé, êàê ðàññìàòðèâàëîñü âûøå),
íàçûâàþò ðåãóëÿðèçóþùèì îïåðàòîðîì. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî òàêæå
äîêàçûâàòü, ÷òî ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè α = α(δ) ðåøåíèå áóäåò ñõîäèòüñÿ
ê òî÷íîìó ïðè δ → 0. Ñîîòâåòñâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü íàéäåíû
â ïðèâåäåííîé â êîíöå ëåêöèè ëèòåðàòóðå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 14.1. Ïóñòü îïåðàòîð Â � ñàìîñîïðÿæåí è ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåí. Òîãäà, êàê îòìå÷àëîñü, òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.2) ïðåäñòàâèìî
â ôîðìå (14.4). Ïóñòü äàëåå v ∈ Qδ ⊂ U . Âåêòîð v ïðåäñòàâèì â âèäå

v =
∞∑
j−1

cjwj,

ãäå wj, íàïîìíèì, îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ÑÔ îïåðàòîðà Â. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (14.5) èìååì:

J(v) =
∞∑
j−1

[(
λjcj − (fδ, wj)

)2
+ αc2j

]
.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà J(v) ìîæíî çàïèñàòü â âè-
äå

∂ J

∂ cj
= 2λj(λjcj − (fδ, wj)) + 2αcj = 0 , j = 1, 2, 3, . . .

Âûðàæàÿ îòñþäà êîýôôèöèåíòû cj, ïîëó÷àåì:

uα =
∞∑
i=1

λi
λ2i + α

(fδ, wi)wi. (14.8)

Çàìåòèì, ÷òî

∂ 2 J

∂ cj∂ ci
= 0 (i ̸= j) ,

∂ 2 J

∂ c 2j
> 0,

òàê ÷òî ýêñòðåìàëü (14.8) äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåò ìèíèìóì 6.
6Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ â êóðñå ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà.
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Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè α = α(δ) íàõîäèì èç óñëîâèÿ

ϕ(α) ≡ ∥Âuα − fδ∥2 − δ2 = 0 . (14.9)

Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ñ ó÷åòîì (14.8) ôóíêöèÿ ϕ(α) èìååò âèä:

ϕ(α) = α2
∞∑
i=1

1

(λ2i + α)2
(fδ, wi)

2 − δ2. (14.10)

Íåñëîæíî óñòàíîâèòü ñâîéñòâà ôóíêöèè ϕ(α):

ϕ′(α) > 0, α ∈ (0,∞), ϕ(0) = −δ2 < 0, ϕ(α) → ∥fδ∥2−δ2 > 0, α → ∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (14.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ìîæåò áûòü íàéäåíî òåì èëè èíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè α = α(δ) òàêæå óñòàíàâëèâàþòñÿ èç (14.10):

1) α(δ) → 0 ïðè δ → 0;

2) ïðè ìàëûõ α èìååì δ/α(δ) → const, òàê ÷òî ïðè δ → 0 âûïîëíÿåòñÿ

δ2

α(δ)
→ 0. (14.11)

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííîå (ðåãóëÿðèçîâàííîå) ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ñèëó (14.8) íàõîäèì:

∥δuα∥2 =
∞∑
i=1

λ2i
(λ2i + α)2

(δfδ, wi)
2. (14.12)

Ïîñêîëüêó

λi
λ2i + α

=
1

λi + (α/λi)
=

1(√
λi −

√
(α/λi)

)2
+ 2

√
α

≤ 1

2
√
α
,

ïîëó÷àåì îöåíêó âàðèàöèè ðåøåíèÿ ∥δuα∥ ïðè âàðèàöèè δfδ ïðàâîé ÷àñòè
(14.2):

∥δuα∥2 ≤ 1

4α

∞∑
i=1

(δfδ, wi)
2 ≤ δ2

4α
.

Â ñèëó (14.11) èìååì ∥δuα∥ → 0 ïðè δ → 0, òàê ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå
óñòîé÷èâî.
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Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ìîæåò ïðèâåñòè
ê íåóäîâëåòâîðèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó?

2. Ê êàêèì ïðîáëåìàì ïðèâîäèò òîò ôàêò, ÷òî èñõîäíûå äàííûå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è
çàäàíû ïðèáëèæåííî?

3. ×òî òàêîå óïðîùåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ?

4. Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæåí îáëàäàòü îïåðàòîð Â, ÷òîáû â çàäà÷å Âu = f ìîæíî áûëî áû
ïðèìåíèòü óïðîùåííóþ ðåãóëÿðèçàöèþ?

5. Âîçìîæíî ëè ïðèìåíåíèå óïðîùåííîé ðåãóëÿðèçàöèè, åñëè îïåðàòîð Â íå ýðìèòîâ?

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà.

7. Âîçìîæíî ëè ïðèìåíåíèå óïðîùåííîé ðåãóëÿðèçàöèè, åñëè îïåðàòîð Â íå ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííûì?

8. Êàê íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó Âu = f äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà óïðî-
ùåííîé ðåãóëÿðèçàöèè, åñëè îïåðàòîð Â íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì?

9. ×òî òàêîå ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà?

10. ×òî òàêîå ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð?

11. Êàê ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà ñâÿçàí ñ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà?

12. Èç êàêîãî óñëîâèÿ íàõîäèòñÿ ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè â ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà?

13. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè â ìåòîäå Òèõîíîâà.

14. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïåðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè ïðè ïîâûøåíèè òî÷íîñòè çàäàíèÿ
ïðàâîé ÷àñòè? Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå.

Ëèòåðàòóðà: [1, 13, 14].
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Ëåêöèÿ 15

Çàäà÷è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè. I

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ â òîìîãðàôèè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà. ßâíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ èçîáðàæåíèÿ

ïî òåíè. Íåêîððåêòíîñòü.

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââîäíîé ëåêöèè, òåðìèíîì ¾òîìîãðàôèÿ¿ â ñàìîì øè-
ðîêîì ñìûñëå îáúåäèíåíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ âíóòðåííèõ îáëà-
ñòåé íåïðîçðà÷íûõ òåë. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû òàêèõ ìåòîäîâ.
Íàïîìíèì, èíòåíñèâíîñòè ïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ (ðåíòãåíîâñêîãî, íàïðèìåð) Iin
è Iout íà âõîäå è âûõîäå ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû çàêîíîì Áóãåðà � Áýðà:

Iout = Iin exp

(
−
∫ b

a

µ(x)dx

)
.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè êîýôôèöèåíòà ïîãëîùå-
íèÿ µ(x), íåñóùåãî èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå îáúåêòà, ïî åãî èíòåãðàëó �
â äàííîì ñëó÷àå èçìåðèìîé âåëè÷èíû − ln(Iout/Iin). Â èòîãå ìû ïðèõîäèì ê
òàêîìó âàðèàíòó ôîðìóëèðîâêè ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è òîìîãðàôèè: íåîáõî-
äèìî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ g(x, y), íàçûâàåìóþ èçîáðàæåíèåì, ïî ôóíêöèè
g̃(R, θ), íàçûâàåìîé òåíüþ. Òåíü ñâÿçàíà ñ èçîáðàæåíèåì ïðåîáðàçîâàíèåì T̂ :

g̃(R, θ) = T̂ g(x, y) ≡
∫

L(R,θ)

g(x, y)dl, (15.1)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîé L(R, θ), çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì

x cos θ + y sin θ = R , R ∈ (−∞,∞), θ ∈ [0, π).

Ìû ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ g(x, y) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü
â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (x, y), à ôóíêöèÿ g̃(R, θ) � êîìïàêòíûé íîñèòåëü ïî
ïåðåìåííîé R.

100



�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�

��

��
��

��

��

��

����

�� � ��� � � � ��	 � 
 ��

�� ���

Ðèñ. 4: Ïðÿìàÿ, âäîëü êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñêà-
íèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ

Èòàê, ìû èìååì êëàññè÷åñêóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó âèäà (8.1):

T̂ g = g̃.

Ïîñòðîèì îïåðàòîð T̂−1, ò. å. âûâåäåì ÿâíóþ ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ èçîá-
ðàæåíèå g(x, y) ïî òåíè g̃(R, θ).

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè g̃(R, θ) ïî ïåðåìåííîé R. Äà-
ëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Ôóðüå-îáðàçû ôóíêöèé g è g̃ çàãëàâíûìè ëàòèí-
ñêèìè áóêâàìè, G è G̃ ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè
(x, y) íà ïðÿìîé ñêàíèðîâàíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû R è l (ñì. ðèñ.
4) ïî ôîðìóëàì

x = R cos θ − l sin θ,

y = R sin θ + l cos θ,
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èìååì:

G̃(ρ, θ) =

∞∫
−∞

e−iρRg̃(R, θ)dR =

∞∫
−∞

e−iρR

 ∫
L(R,θ)

g(x, y)dl

 dR =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−iρRg(R cos θ − l sin θ,R sin θ + l cos θ)dRdl. (15.2)

Ïåðåéäåì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ôîðìóëû (15.2) îò ïåðåìåííûõ R, l ê ïå-
ðåìåííûì u, v, òàêèì, ÷òî

u = R cos θ − l sin θ, v = R sin θ + l cos θ.

Â ýòîì ñëó÷àå R = u cos θ + v sin θ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâà-
íèÿ çäåñü ðàâåí åäèíèöå, ïîýòîìó â èòîãå ïîëó÷àåì

G̃(ρ, θ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−iρ(u cos θ+v sin θ)g(u, v)dudv = G(ρ cos θ, ρ sin θ). (15.3)

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè ïðîñòóþ ñâÿçü ìåæäó Ôóðüå-îáðàçàìè èçîá-
ðàæåíèÿ è òåíè. Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ρ ∈ (−∞,∞) è θ ∈ [0, π). ×òîáû
âîññòàíîâèòü èçîáðàæåíèå, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå:

ξ = ρ cos θ, η = ρ sin θ.

Ïîñêîëüêó ρ ∈ (−∞,∞) è θ ∈ [0, π), îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò òàê:

ρ = sgn(η)
√
ξ2 + η2, θ = arctan(η/ξ),
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òàê ÷òî sgn(η) = sgn(ρ). Â èòîãå äëÿ èçîáðàæåíèÿ g(x, y) íàõîäèì:

g(u, v) =
1

4π2

∞∫∫
−∞

G(ξ, η)ei(uξ+vη)dξdη =

=
1

4π2

∞∫
−∞

dρ

π∫
0

dθ|ρ|G(ρ cos θ, ρ sin θ)eiρ(u cos θ+v sin θ) =

=
1

4π2

∞∫
−∞

dρ

π∫
0

dθ|ρ|G̃(ρ, θ)eiρ(u cos θ+v sin θ) =

=
1

4π2

∞∫
−∞

dρ

π∫
0

dθ

∞∫
−∞

dR|ρ|g̃(R, θ)eiρ(u cos θ+v sin θ−R). (15.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ÿâíûé âèä îïåðàòîðà T̂−1 � îïåðàòîðà, âîñòà-
íàâëèâàþùåãî èçîáðàæåíèå ïî òåíè [15]. Çàïèøåì ôîðìóëó (15.4) â íåñêîëüêî
èíîì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî

ρe−iρR = i
∂

∂R
e−iρR,

à òàêæå ïðåäïîëîæåíèå î êîìïàêòíîñòè íîñèòåëÿ òåíè, íàõîäèì ïîñëå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

g(u, v) =
−i
4π2

∞∫
−∞

dρ

π∫
0

dθ

∞∫
−∞

dR sgn(ρ)
∂

∂R
g̃(R, θ)eiρ(u cos θ+v sin θ−R).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè sgn(ρ)

∞∫
−∞

sgn(ρ)eiρxdρ = P 2i

x
,

âûïîëíÿÿ, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé ρ, â èíòåãðàëå ïî ïåðåìåííîé
R çàìåíó ïåðåìåííûõ

− (u cos θ + v sin θ) + R −→ R ′ , R ′ → R ,
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ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

g(u, v) =
1

2π2

π∫
0

dθ

∞∫
−∞

dRP 1

R

∂

∂R
g̃
(
R− (u cos θ + v sin θ), θ

)
. (15.5)

Ñèìâîë P ãîâîðèò çäåñü î òîì, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé
R ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Êîøè:

∞∫
−∞

dRP 1

R
f(R)dR = lim

ϵ→0

 −ϵ∫
−∞

dR
1

R
f(R)dR +

∞∫
ϵ

dR
1

R
f(R)dR

 .

Ôîðìóëà (15.5), òàê æå, êàê è ôîðìóëà (15.4), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ÿâíûé âèä
îïåðàòîðà T̂−1, ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûé îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
Ïîýòîìó çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé. Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ òàêîé
çàäà÷è ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Êàêóþ çàäà÷ó ðåøàåò êîìïüþòåðíàÿ òîìîãðàôèÿ íåïðîçðà÷íûõ òåë?

2. Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí Áóãåðà � Áýðà.

3. ×òî òàêîå êîýôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ?

4. Ìîæåò ëè êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû?

5. Ñôîðìóëèðóéòå ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè.

6. ×òî ïðè ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè íàçûâàåòñÿ òå-
íüþ?

7. ×òî ïðè ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè íàçûâàåòñÿ èçîá-
ðàæåíèåì?

8. Çàïèøèòå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå òåíü è èçîáðàæåíèå â çàäà÷å êîìïüþòåðíîé òîìîãðà-
ôèè.

9. Êàê ñâÿçàíû Ôóðüå-îáðàçû òåíè è èçîáðàæåíèÿ â çàäà÷å êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè?

10. Èìååò ëè îáðàòíàÿ çàäà÷à êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè ÿâíîå ðåøåíèå?

11. Ïî êàêîé ïðè÷èíå ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè íå ïðèãîäíî äëÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïî òåíè?

12. ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð, âîññòàíàâëèâàþùèé èçîáðàæåíèå ïî òåíè â çàäà÷å êîìïüþòåðíîé
òîìîãðàôèè, îãðàíè÷åííûì?

Ëèòåðàòóðà: [1, 15�17].
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Ëåêöèÿ 16

Çàäà÷è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè. II

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ.

Àëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïî òåíè.

Â ïðîøëîé ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè
� âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèÿ ïî òåíè � ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé, õîòÿ ìî-
æåò áûòü ðåøåíà ÿâíî. Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ìû ñâåäåì ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ê èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ââåäåì îïåðàòîð T̂ ′:

T̂ ′g̃ = s(x, y) ≡
π∫

0

g̃(x cos θ + y sin θ, θ)dθ. (16.1)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó (15.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

g̃(R, θ) = T̂ g(x, y) =

∞∫∫
−∞

g(ξ, η)δ(ξ cos θ − η sin θ −R)dξdη, (16.2)

ãäå δ(x) � δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà, îïðåäåëåííàÿ íà ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà
Øâàðöà S ñîîòíîøåíèåì

∞∫
−∞

δ(x− x0)f(x)dx = f(x0), f ∈ S.

δ-ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ê êëàññó îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà7.
Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì T̂ ′ íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ôîðìóëû (16.2). Èìååì:

7Èçëîæåíèå ñòðîãîé òåîðèè òàêèõ ôóíêöèé âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.
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T̂ ′T̂ g(x, y) ≡ K̂g(x, y) =

=

π∫
0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(ξ, η)δ
(
(ξ − x) cos θ − (η − y) sin θ

)
dξdηdθ. (16.3)

Ïóñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F (x) èìååò íà èíòåðâàëå (a, b) åäèíñòâåí-
íûé íóëü x0 ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà, êàê èçâåñòíî èç òåîðèè îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

δ
(
F (x)

)
=

1

|F ′(x0)|
δ(x− x0), x ∈ (a, b).

Ïðèìåíèì äàííîå ïðàâèëî ê ôóíêöèè F (θ) = (ξ−x) cos θ−(η−y) sin θ. Òîãäà
ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé θ ïîëó÷àåì:

K̂g(x, y) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(ξ, η)dξdη√
(x− ξ)2 + (y − η)2

= s(x, y). (16.4)

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ïðîøëûõ ëåêöèÿõ, çàäà÷à î ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå äàííîãî
óðàâíåíèÿ è ïðîáëåìû, êîòîðûå ìîãóò ïðè ýòîì âîçíèêíóòü.

Êàê èçâåñòíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêó ôóíêöèé îòîáðàæàåò â ïðî-
èçâåäåíèå èõ Ôóðüå-îáðàçîâ. Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (16.4) ê Ôóðüå-îáðàçàì,
íàõîäèì:

K(w1, w2)G(w1, w2) = S(w1, w2). (16.5)

Çäåñü

K(w1, w2) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−i(w1x+w2y)√
x2 + y2

dxdy =
2π√

w2
1 + w2

2

.
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Îòñþäà, âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ôîðìàëüíî íàõîäèì:

g(x, y) =
1

4π2

∞∫∫
−∞

G(w1, w2)e
i(xw1+yw2)dw1dw2 =

=
1

8π3

∞∫∫
−∞

(√
w2

1 + w2
2

)
S(w1, w2)e

i(xw1+yw2)dw1dw2 . (16.6)

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
(√

w2
1 + w2

2

)
S(w1, w2) ìîæåò

íå ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó L2(R2). Ýòî ïðîèñõîäèò â òîì ÷èñëå èç-çà
òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ s(x, y) èçâåñòíà íå òî÷íî, à ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ δ.
Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ðåãóëÿðèçîâàòü âûðàæåíèå (16.6) � ýòî ââåñòè â ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ f(α;w1, w2), α ∈ [0,∞), (w1, w2) ∈ R2, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) 0 ≤ f(α;w1, w2) ≤ 1;

2) ∀α ̸= 0 ñïðàâåäëèâî f(α;w1, w2) ∈ L2(R2);

3) ∀α ̸= 0 ñïðàâåäëèâî(√
w2

1 + w2
2

)
S(w1, w2)f(α;w1, w2) ∈ L2(R2);

4) lim
α→ 0

f(α;w1, w2) = 1, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ê íóëþ ðàâíîìåðíàÿ;

5) lim
α→∞

f(α;w1, w2) = 0, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ê íóëþ ðàâíîìåðíàÿ íà ëþáîì

çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå D ⊂ R2, òàêîì, ÷òî 0 ̸∈ D.

Òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ñòàáèëèçèðóþùèì ìíîæèòåëåì. Ðàññìîò-
ðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âûáîðà ôóíêöèè f(α;w1, w2).

Ïðèìåð 16.1.

f(α;w1, w2) = exp
(
−α(w2

1 + w2
2)
)
.

Ïðèìåð 16.2.

f(α;w1, w2) =

{
1 , |w2

1 + w2
2| ≤ 1

α ,

0 , |w2
1 + w2

2| > 1
α .
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Ïðèìåð 16.3. Ïóñòü ñòàáèëèçèðóþùèé ìíîæèòåëü èìååò âèä

f(α;w1, w2) =
1

1 + α(w2
1 + w2

2)
(
1 + (w2

1 + w2
2)

2
) .

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè
g(x, y) â ôîðìå

g(x, y) =

∞∫∫
−∞

L(x− ξ, y − η)sδ(ξ, η)dξdη, (16.7)

ãäå

L(x, y) =
1

(2π)2

∞∫∫
−∞

√
w2

1 + w2
2 e

i(xw1+yw2)

1 + α(w2
1 + w2

2)
(
1 + (w2

1 + w2
2)

2
) dw1dw2.

Â ïðàâîé ÷àñòè (16.7) ìû ó÷ëè òîò ôàêò, ÷òî èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ s(ξ, η)
çàäàíà ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ δ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè ðåøåíèå çàäà÷è (15.1) â ðåãóëÿðèçîâàí-
íîì âèäå

gα = R̂(α)sδ. (16.8)

Îïåðàòîð R̂(α) ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òàê, êàê îïèñàíî âûøå, ïî ôóíêöèè
f(α;w1, w2), â òîì ÷èñëå îäíîé èç òåõ, ÷òî ïðèâåäåíû â ïðèìåðàõ. Ôóíêöèÿ
sδ(x, y) âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçìåðÿåìîé òåíè g̃ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (16.1).
Ïîäâîäÿ èòîã, ïðèâåäåì îñíîâíûå ïóíêòû àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðà-
æåíèÿ ïî òåíè:

1) âûáèðàåì çíà÷åíèå α0 òàê, ÷òî ïðè α = α0 âûïîëíÿåòñÿ

ρ(α) ≡ ∆(α)− δ > 0;

2) âû÷èñëÿåì gα ïðè α = α0 ïî ôîðìóëå (16.8);

3) ðåøàåì óðàâíåíèå ρ(α) = 0 ïðè ïîìîùè òîé èëè èíîé èòåðàöèîííîé
ïðîöåäóðû, âû÷èñëÿÿ ïðè êàæäîé èòåðàöèè ôóíêöèþ gα.
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Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ïî÷åìó ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè íå ïðèãîäíî äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ?

2. Ê êàêîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ìîæåò áûòü ñâåäåíà çàäà÷à êîìïüþòåðíîé òîìîãðà-
ôèè?

3. Êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðåîáðàçóåò ñâåðòêó äâóõ ôóíêöèé?

4. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà?

5. Êàêèå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è êîìïüþòåðíîé
òîìîãðàôèè?

6. ×òî òàêîå ñòàáèëèçèðóþùèé ìíîæèòåëü â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè çàäà÷è êîìïüþòåðíîé
òîìîãðàôèè?

7. Çà÷åì íóæåí ñòàáèëèçèðóþùèé ìíîæèòåëü â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè çàäà÷è êîìïüþòåð-
íîé òîìîãðàôèè?

8. Ïðèâåäèòå îñíîâíûå ïóíêòû àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïî òåíè.

Ëèòåðàòóðà: [1, 15�17].
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Ëåêöèÿ 17*

Îáðàòíàÿ çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

â ïðîñòðàíñòâå L2[R]

Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé Éîñòà è êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ïåðåõîäà. Îáðàòíàÿ çàäà÷à

Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé îñè. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöè-

åíòíîé ôóíêöèè ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ. Áåçîòðàæàòåëüíûå ¾ïîòåíöèàëû¿.

Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ñïîñîá àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, îñíîâàííûé íà
âûâîäå ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàííûé ñïîñîá îñíî-
âàí íà èçó÷åíèè àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé
k ôóíêöèé, ââåäåííûõ â ëåêöèè 6. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè
(6.5), ìîæíî çàïèñàòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå
êîòîðîé è îçíà÷àåò ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü äàííóþ ñèñòåìó, îïðåäåëèì ôóíêöèè

χ−(x, k) = ψ(x, k) exp(−ikx), χ+(x, k) = φ(x, k) exp(ikx),

ãäå, íàïîìíèì, ôóíêöèè ψ(x, k) è φ(x, k) � ðåøåíèÿ Éîñòà óðàâíåíèÿ (6.1).
Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèé χ±(x, k) íàáîëåå ïðîñòî ìîæíî óñòàíî-

âèòü, åñëè çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì äàííûå ôóíêöèè óäî-
âëåòâîðÿþò. Òàêèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ áóäóò ó÷èòûâàòü êàê òîò ôàêò,
÷òî ôóíêöèè ψ(x, k) è φ(x, k) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (6.1), òàê è òîò ôàêò, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì äëÿ ðåøåíèé Éîñòà. Âûâåäåì óêàçàííîå óðàâíåíèå íà ïðèìåðå ôóíêöèè
χ−(x, k). Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (ôóíêöèþ Ãðèíà) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

G ′′(x, k) + k2G(x, k) = δ(x), (17.1)
*Ìàòåðèàë ëåêöèè ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì. Êàê îñíîâíîé äàííûé ìàòåðèàë èçëàãàåòñÿ ïðè îáúåìå

êóðñà 34 àêàäåìè÷åñêèõ ÷àñà.
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ãäå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Íàïîìíèì, äàííàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòñÿ
ê êëàññó îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîò
ôàêò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f(x)
âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a), θ

′
(x) = δ(x), (17.2)

ãäå θ(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà: θ(x) ≡ 1 ïðè x ≥ 0 è θ(x) ≡ 0 ïðè x < 0.
Ñèìâîë ′ îçíà÷àåò îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17.1), óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ G(x, k) ≡ 0 ïðè x > 0, åñòü

G(x, k) = −1

k
θ(−x) sin kx. (17.3)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå Éîñòà ψ(x, k) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-
íèþ

ψ(x, k) = e−ikx +

∫ ∞

−∞
G(x− y)u(y)ψ(y, k)dy =

= e−ikx − 1

k

∫ ∞

x

sin k(x− y)u(y)ψ(y, k)dy.

Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè χ−(x, k) = ψ(x, k) exp(ikx), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

χ−(x, k) = 1 − 1

2ik

∫ ∞

x

[e2ik(x−y) − 1]u(y)χ−(y, k)dy. (17.4)

Âûïîëíÿÿ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó, ìû ìîæåì íàéòè ôóíêöèþ χ−(x, k) â
âèäå ôîðìàëüíîãî8 ðÿäà

χ−(x, k) = 1 − 1

2ik

∫ ∞

x

[e2ik(x−y) − 1]u(y)dy + (17.5)

+
1

(2ik)2

∫ ∞

x

[e2ik(x−y) − 1]u(y)

(∫ ∞

y

[e2ik(y−z) − 1]u(z)dz

)
dy + . . .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè ìû äîïóñêàåì, ÷òî k = k1 + ik2, ãäå k1, k2 � âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, òî èíòåãðàëû âî âñåõ ñëàãàåìûõ ðÿäà (17.5) áóäóò ñõîäèòüñÿ

8Ñõîäèìîñòü ðÿäà ìû çäåñü íå èññëåäóåì.
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ïðè k2 ≤ 0 è ðàñõîäèòüñÿ ïðè k2 > 0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ χ−(x, k) àíàëèòè÷å-
ñêè ïðîäîëæàåòñÿ â íèæíþþ (C−) êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü ïåðåìåííîé
k (è íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà â âåðõíþþ!). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
χ−(x, k) òàêîå æå óòâåðæäåíèå îá àíàëèòè÷íîñòè ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèè
Éîñòà ψ(x, k).

Èç ôîðìóëû (17.5) ñëåäóåò àñèìïòîòèêà ôóíêöèè χ−(x, k) ïðè |k| → ∞:

χ−(x, k) = 1 +
1

2ik

∫ ∞

x

u(y)dy + O
(

1

k2

)
. (17.6)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ χ+(x, k) = φ(x, k) exp(ikx)
(è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Éîñòà φ(x, k)) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ òîëü-
êî â âåðõíþþ (C+) êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü ïåðåìåííîé k.

Èñïîëüçóÿ óñòàíîâëåííûå àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé Éîñòà è ôîð-
ìóëó (6.2), ìîæíî óñòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè a(k). Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ âðîíñêèàíà W [φ, ψ] èìååì:

W [φ, ψ] = φ(∂ψ/∂x)− (∂φ/∂x)ψ =

=
(
a(k)ψ − b(k)ψ

)
(∂ψ/∂x)−

(
a(k)(∂ψ/∂x)− b(k)(∂ψ/∂x)

)
ψ = 2ika(k).

Îòñþäà ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè a(k) â âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëó-
ïëîñêîñòè C+. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ b(k) íå ìîæåò áûòü
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà ñ âåùåñòâåííîé îñè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

Φ(x, k) =

χ+(x, k)/a(k) , åñëè Im k > 0,

χ−(x, k) , åñëè Im k < 0.
(17.7)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ a(k) èìååò ïðîñòûå íóëè, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ Φ(x, k)
èìååò ïîëþñû â C+ è àíàëèòè÷íà â C−. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé
χ+(x, k), χ−(x, k) è ôîðìóëû (6.2), ôóíêöèÿ Φ(x, k) èìååò ñêà÷îê íà âåùå-
ñòâåííîé îñè, ðàâíûé r(k)χ−(x, k) exp[2ikx]. Çàìåòèì, ÷òî χ±(x, k) → 1 ïðè
|k| → ∞, òàê ÷òî ôóíêöèÿ Φ(x, k) − 1 ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé âî âñåé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè |k| → ∞. Ïóñòü, íàïðèìåð, Im k > 0. Òîãäà â ñèëó
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè èìååì:

1) åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîõîäèò ïî âåùåñòâåííîé îñè îò −∞ äî
+∞ (ñî ñòîðîíû C+), îãèáàåò ïîëþñû è çàìûêàåòñÿ ïðè |k| → ∞:

Φ(x, k)− 1 =
N∑
j=1

Ωn(x)

k − iκn
+

1

2πi

∫ ∞

−∞

Φ(x, s)− 1

s− k
ds.
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Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå äëÿ âû÷åòîâ äàííîé ôóíêöèè â òî÷êàõ k = iκn:

Ωn(x) = Res
k=iκn

[Φ(x, k)− 1];

2) åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîõîäèò ïî âåùåñòâåííîé îñè îò +∞ äî −∞
(ñî ñòîðîíû C−) è çàìûêàåòñÿ ïðè |k| → ∞:

0 = − 1

2πi

∫ ∞

−∞

Φ(x, s)− 1

s− k
ds.

Îòñþäà íàõîäèì

Φ(x, k)− 1 =
N∑
j=1

Ωn(x)

k − iκn
+

1

2πi

∫ ∞

−∞

r(s)χ−(x, s) exp[2isx]

s− k
ds. (17.8)

Òàêóþ æå ôîðìóëó ïîëó÷àåì â ïðåäïîëîæåíèè Im k < 0.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Φ(x, k), äëÿ âû÷åòîâ Ωn(x) èìååì:

Ωn(x) =
χ+(x, iκn)
a ′(iκn)

=
φ(x, iκn) exp(−κnx)

a ′(iκn)
. (17.9)

Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå (6.2) è ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî a(iκn) = 0, äå-
ëàåì âûâîä, ÷òî φ(x, iκn) ∝ ψ(x,−iκn). Ñðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêè ÑÔ φ(x)
è ôóíêöèé φ(x, iκn), ψ(x,−iκn), íàõîäèì:

φ(x, iκn) = bnψ(x,−iκn) = bnψ(x,−iκn) .

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ðåøåíèÿ Éîñòà íà ìíèìîé îñè âåùåñòâåííû (êàê ýòî ñëå-
äóåò èç èõ àñèìïòîòèê). Ïðîäîëæàÿ ñ ó÷åòîì äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ôîðìóëó
(17.9), ïîëó÷àåì äëÿ âû÷åòîâ:

Ωn(x) =
bnχ−(x,−iκn) exp(−2κnx)

a ′(iκn)
.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Φ(x, k), ôîðìóëó (17.8), ïðè k = −iκn íàõî-
äèì:

Ωn(x) =
bne

−2κnx

a ′(iκn)

{
1 + i

N∑
m=1

Ωm(x)

κn + κm
+

+
1

2πi

∞∫
−∞

r(s)χ−(x, s)e
2isx

s+ iκn
ds

}
. (17.10)
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Äàëåå, óñòðåìëÿÿ êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ k â ôîðìóëå (17.8) ê âåùåñòâåí-
íîé îñè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè C−, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

χ−(x, k) = 1 +
N∑
m=1

Ωm(x)

k − iκm
+

1

2πi

∞∫
−∞

r(s)χ−(x, s)e
2isx

s− k + i0
ds. (17.11)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (17.10)�(17.11) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
Ôóíêöèÿ u(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî íàéäåííûì èç äàííîé ñèñòåìû ôóíê-

öèÿì Ωn(x), χ−(x, k). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå ôîðìóëû

1

k − iκm
=

1

k

(
1 +

iκm
k − iκm

)
,

1

s− k + i0
=

1

k

(
−1 +

s

s− k + i0

)
,

íàõîäèì èç (17.11) ðàçëîæåíèå ôóíêöèè χ−(x, k) ïî ñòåïåíÿì 1/k:

χ−(x, k) = 1 +
1

k

 N∑
m=1

Ωm(x)−
1

2πi

∞∫
−∞

r(s)χ−(x, s)e
2isxds

+O
(

1

k2

)
.

(17.12)
Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (17.12) è (17.6), ïîëó÷àåì ôîðìóëó, âîññòàíàâëèâàþùóþ
êîýôôèöèåíòíóþ ôóíêöèþ u(x):

u(x) =
d

dx

− 2i
N∑
m=1

Ωm(x) +
1

2π

∞∫
−∞

r(k)χ−(x, k)e
2ikxdk

 . (17.13)

¾Ïîòåíöèàëû¿ � êîýôôèöèåíòíûå ôóíêöèè u(x), � äëÿ êîòîðûõ r(k) ≡ 0,
íàçûâàþò áåçîòðàæàòåëüíûìè. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ òà-
êèõ ïîòåíöèàëîâ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ, ê êîòîðîìó â ñëó÷àå r(k) ≡ 0
ñâîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (17.10).

Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ïðèìåðû áåçîòðàæàòåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Ïðèìåð 17.1. N = 1. Â ýòîì ñëó÷àå äàííûå ðàññåÿíèÿ ñîäåðæàò äâå êîí-
ñòàíòû, κ1 è b1. Cèñòåìà (17.10)�(17.11) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

Ω1(x) =
b1e

−2κ1x

a ′(iκ1)

{
1 + i

Ω1(x)

2κ1

}
.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6.9), â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

a(k) =
k − iκ1

k + iκ1
.

Â èòîãå íàõîäèì

u(x) = 4
d

dx

(
κ1b1e

−2κ1x

1 + 2κ1b1e−2κ1x

)
. (17.14)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé â ôîðìóëå (17.14)
ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, òàê ÷òî âñþäó u(x) < 0.

Ïðèìåð 17.2. N = 2. Äàííûå ðàññåÿíèÿ ñîäåðæàò ÷åòûðå êîíñòàíòû:
Ñ× κ1, κ2 è äîïîëíèòåëüíûå êîíñòàíòû b1, b2. Â äàííîì ñëó÷àå

a(k) =
(k − iκ1)(k − iκ2)

(k + iκ1)(k + iκ2)
,

òàê ÷òî óðàâíåíèÿ (17.10) ñâîäÿòñÿ (ïðè êàæäîì x) ê ÑËÀÓ 2-ãî ïîðÿäêà
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ Ω1(x) è Ω2(x):[

(κ1 − κ2)e
2κ1x

2κ1(κ1 + κ2)b1
+

1

2κ1

]
Ω1(x) +

1

κ1 + κ2
Ω2(x) = 1,

1

κ1 + κ2
Ω1(x) +

[
1

2κ2
− (κ1 − κ2)e

2κ2x

2κ2(κ1 + κ2)b2

]
Ω2(x) = 1.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà èí-
òåðâàëå, îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çäåñü íåêîððåêòíîé.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðåøåíèé Éîñòà äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà âñåé âåùåñòâåí-
íîé îñè.

2. Êàêèå ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé Éîñòà?

3. ×òî òàêîå ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè?

4. Çàïèøèòå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå Éîñòà ψ(x, k).

5. Çàïèøèòå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ χ−(x, k).

6. Êàêîâà àñèìïòîòèêà âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé χ±(x, k) ïðè x→ ±∞?
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7. Óêàæèòå îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé χ±(x, k).

8. Êàêîâà àñèìïòîòèêà âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé χ±(x, k) ïðè |k| → ∞ â îáëàñòè èõ àíàëè-
òè÷íîñòè?

9. Ê êàêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷èØòóðìà � Ëèóâèëëÿ â îáùåì
ñëó÷àå? Íàçîâèòå òèï ñèñòåìû.

10. Êàêèå êîýôôèöèåíòíûå ôóíêöèè (¾ïîòåíöèàëû¿) íàçûâàþò áåçîòðàæàòåëüíûìè?

11. Ê êàêîé ñèñòåìå ñâîäèòñÿ îáùàÿ ñèñòåìà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îáðàòíîé
çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ áåçîòðàæàòåëüíûõ ¾ïîòåíöèàëîâ¿?

12. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïðîñòåéøèõ áåçîòðàæàòåëüíûõ ¾ïîòåíöèàëîâ¿.

Ëèòåðàòóðà: [2, 9�11].
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Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ

Òèïîâûå çàäàíèÿ è ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ

ïî âûïîëíåíèþ è îôîðìëåíèþ

Äàëåå ïðèâåäåíû òèïè÷íûå çàäàíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ (÷àñòè÷íî), à

òàêæå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé âíåàóäèòîðíîé ðàáîòû. Â êîíöå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàí ðàçäåë ëåêöè-

îííîãî ìàòåðèàëà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ àëãîðèòì åãî âûïîëíåíèÿ. Óêàçàíû òàêæå òðåáîâàíèÿ ê

îôîðìëåíèþ ðàáîòû.

Çàäàíèå
1

Âàðèàíò Ñòóäåíò

� Íà èíòåðâàëå x ∈ [−a, a] äàíà ôóíêöèÿ V (x). Àïïðîêñèìèðîâàòü äàííóþ
ôóíêöèþ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé Ṽ (x), ñ÷èòàÿ, ÷òî V (x) èçâåñòíà
ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ϵ2 ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp([−a, a]).

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ (îò÷åò ïî çàäàíèþ)

(α) Ðàñïå÷àòàííûé îò÷åò (èç ôàéëà â ôîðìàòå MS Word), â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:

1. Íàçâàíèå èíñòèòóòà.

2. Íàçâàíèå êàôåäðû.

3. Íàçâàíèå äèñöèïëèíû.

4. Ô. È. Î. ñòóäåíòà, íîìåð ãðóïïû.

5. Ôðàçà ¾Çàäàíèå 1, âàðèàíò . . . (íîìåð âàðèàíòà)¿.

6. Äàííûå âàðèàíòà â ôîðìàòå a = . . . , ϵ2 = . . . è ò. ä.
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7. Íàèìåíîâàíèå è âåðñèÿ ÏÎ, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü ïðè íàïèñà-
íèè ïðîãðàììû.

8. Ãðàôèêè ôóíêöèé V (x) è Ṽ (x).

9. Ôðàçà ¾Óñëîâèÿ çàäàíèÿ òðåáóþò ðàçáèåíèÿ îòðåçêà íà m èí-
òåðâàëîâ¿ (m � íàéäåííîå âàìè â çàäà÷å ÷èñëî èíòåðâàëîâ, íà
êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ Ṽ (x) ïîñòîÿííà).

(β) Ôàéë ñ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé íà ÿçûêå Python 3.X, êîòîðàÿ ïðè
çàïóñêå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû âûâîäèò óêàçàííûå ïóíêòû îò÷åòà. Ïà-
ðàìåòð ϵ2 äîëæåí çàäàâàòüñÿ ïîëüçîâàòåëüñêèì ââîäîì. Âñå áëîêè
ïðîãðàììû äîëæíû áûòü ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè êîììåíòàðèÿ-

ìè.

ÂÀÆÍÎ! Ïðè óñòíîì îò÷åòå ïî çàäàíèþ ñòóäåíò äîëæåí:
a) çíàòü îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà;
b) ïðèâîäèòü ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, â òîì ÷èñëå ôóíê-

öèîíàëüíûõ;
c) çíàòü îïðåäåëåíèÿ è ïîíèìàòü îòëè÷èå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îò

îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè;
d) ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàáîòó ïðîãðàììû.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë: ëåêöèÿ 2.

Çàäàíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî â òå÷åíèå 2�3 çàíÿòèé.
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Ïðèìåðû äàííûõ ê âàðèàíòàì çàäàíèÿ 1

Âàðèàíò

1a) a = 3, p = 2, ϵ2 ≃ 2,30%, V (x) = 0,8(x2 + 1)(x2 − 9);

1b) a = 3, p = 1, ϵ2 ≃ 1,10%, V (x) = 0,8(x2 + 1)(x2 − 9);

1c) a = 3, p = ∞, ϵ2 ≃ 0,25%, V (x) = 0,8(x2 + 1)(x2 − 9);

2a) a = 3, p = 2, ϵ2 ≃ 2,17%, V (x) =

{
−3 +

√
1− x2, |x| < 1,

(3/8)(x2 − 9), 1 ≤ |x| < 3;

2â) a = 3, p = 1, ϵ2 ≃ 1,22%, V (x) =

{
−3 +

√
1− x2, |x| < 1,

(3/8)(x2 − 9), 1 ≤ |x| < 3;

2ñ) a = 3, p = ∞, ϵ2 ≃ 0,12%, V (x) =

{
−3 +

√
1− x2, |x| < 1,

(3/8)(x2 − 9), 1 ≤ |x| < 3;

3a) a = 4, p = 2, ϵ2 ≃ 1,23%, V (x) =

{
(3/4)x2 − 6, |x| < 2,

−3, 2 ≤ |x| < 4;

3b) a = 4, p = 1, ϵ2 ≃ 0,75%, V (x) =

{
(3/4)x2 − 6, |x| < 2,

−3, 2 ≤ |x| < 4;

3c) a = 4, p = ∞, ϵ2 ≃ 0,53%, V (x) =

{
(3/4)x2 − 6, |x| < 2,

−3, 2 ≤ |x| < 4;

4a) a = 4, p = 2, ϵ2 ≃ 1,30%, V (x) =

{
−2− cos(πx/2), |x| < 2,

(cos(πx/2)− 1)/2, 2 ≤ |x| < 4;

4b) a = 4, p = 1, ϵ2 ≃ 1,57%, V (x) =

{
−2− cos(πx/2), |x| < 2,

(cos(πx/2)− 1)/2, 2 ≤ |x| < 4;

4c) a = 4, p = ∞, ϵ2 ≃ 0,76%, V (x) =

{
−2− cos(πx/2), |x| < 2,

(cos(πx/2)− 1)/2, 2 ≤ |x| < 4.
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Çàäàíèå
2

Âàðèàíò Ñòóäåíò

� Íàéòè ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ϵ1 ñïåêòð çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

−d
2Ψ

dx2
+ V0Ψ = λΨ

íà èíòåðâàëå x ∈ [−a, a]. Çäåñü V0 = minV (x), ãäå V (x) � ôóíêöèÿ èç
çàäàíèÿ 1, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ψ = Ψ(x;λ) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì:

A−Ψ
′(−a;λ) + B−Ψ(−a;λ) = 0,

A+Ψ
′(a;λ) + B+Ψ(a;λ) = 0.

Ïðèñòóïàòü ê äàííîìó çàäàíèþ ìîæíî òîëüêî ïîñëå îò÷åòà ïî çàäà-
íèþ 1.

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ (îò÷åò ïî çàäàíèþ)

(α) Ðàñïå÷àòàííûé îò÷åò (èç ôàéëà â ôîðìàòå MS Word), â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:

1. Íàçâàíèå èíñòèòóòà.

2. Íàçâàíèå êàôåäðû.

3. Íàçâàíèå äèñöèïëèíû.

4. Ô. È. Î. ñòóäåíòà, íîìåð ãðóïïû.

5. Ôðàçà ¾Çàäàíèå 2, âàðèàíò . . . (íîìåð âàðèàíòà)¿.

6. Äàííûå âàðèàíòà â ôîðìàòå a = . . . , ϵ2 = . . . è ò. ä.

7. Íàèìåíîâàíèå è âåðñèÿ ÏÎ, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü.

8. λ1 = . . . ; α1 = . . . ; ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Ψ1(x).

9. . . .

10. λN = . . . ; . . . ; . . . (÷èñëî N îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ âû÷èñ-
ëåíèé).

(β) Ôàéë ñ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé íà ÿçûêå Python 3.X, êîòîðàÿ
ïðè çàïóñêå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû âûâîäèò óêàçàííûå ïóíêòû îò÷å-
òà. Ïàðàìåòð ϵ1 äîëæåí çàäàâàòüñÿ ïîëüçîâàòåëüñêèì ââîäîì. Âñå
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ñîáñòâåííûå ôóíêöèèΨi(x) âûâîäèòü íà ãðàôèêè íåîáÿçàòåëüíî; äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîãðàììà ïðåäóñìàòðèâàëà âûâîä ëþáîé ôóíêöèè
Ψn(x) ïðè ïîëüçîâàòåëüñêîì ââîäå åå íîìåðà n. Âñå áëîêè ïðîãðàì-
ìû äîëæíû áûòü ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè êîììåíòàðèÿìè.

ÂÀÆÍÎ! Ïðè óñòíîì îò÷åòå ïî çàäàíèþ ñòóäåíò äîëæåí:
a) çíàòü è ôîðìóëèðîâàòü ïîñòàíîâêó ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Øòóðìà �

Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå;
b) çíàòü îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëèíåé-

íîãî (äèôôåðåíöèàëüíîãî) îïåðàòîðà;
c) çíàòü àñèìïòîòèêó ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëè-

óâèëëÿ íà èíòåðâàëå;
d) çíàòü îïðåäåëåíèÿ è ïîíèìàòü îòëè÷èå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îò

îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè;
e) ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàáîòó ïðîãðàììû.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë: ëåêöèè 4�5.

Çàäàíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî â òå÷åíèå 2�3 çàíÿòèé.
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Çàäàíèå
3

Âàðèàíò Ñòóäåíò

� Èñïîëüçóÿ ìåòîä ¾ñòðåëüáû¿, íàéòè ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ϵ1 (ñì.
çàäàíèå 2) ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψi(x) è íîðìèðî-
âî÷íûå êîýôôèöèåíòû αi ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Øòóðìà � Ëè-
óâèëëÿ

−d
2Ψ

dx2
+ V (x)Ψ = λΨ

íà èíòåðâàëå x ∈ [−a, a]. Çäåñü V (x) � ôóíêöèÿ èç çàäàíèÿ 1, à ðåøåíèå
óðàâíåíèÿΨ = Ψ(x;λ) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì èç çàäàíèÿ 2.
Ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ V (x) èçâåñòíà ñ îòíîñèòåëüíîé
òî÷íîñòüþ ϵ2 ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp([−a, a]). Ïàðàìåòðû ϵ2, p, a � ñì.
çàäàíèå 1.

Ïðèñòóïàòü ê äàííîìó çàäàíèþ ìîæíî òîëüêî ïîñëå ïðèíÿòûõ îò-
÷åòîâ ïî çàäàíèÿì 1, 2, ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èõ
âûïîëíåíèè.

[ ! ] Äëÿ òåñòîâîé ïðîâåðêè ïðîãðàììû èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû çàäà-
íèÿ 2 (ïîëó÷åííûå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ¾ñòðåëüáû¿), ââîäÿ â ïðî-
ãðàììó çàäàíèÿ 3 ïîñòîÿííóþ êîýôôèöèåíòíóþ ôóíêöèþ V (x) = const
èç çàäàíèÿ 2.

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ (îò÷åò ïî çàäàíèþ)

(α) Ðàñïå÷àòàííûé îò÷åò (èç ôàéëà â ôîðìàòå MS Word), â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:

1. Íàçâàíèå èíñòèòóòà.

2. Íàçâàíèå êàôåäðû.

3. Íàçâàíèå äèñöèïëèíû.

4. Ô. È. Î. ñòóäåíòà, íîìåð ãðóïïû.

5. Ôðàçà ¾Çàäàíèå 3, âàðèàíò . . . (íîìåð âàðèàíòà)¿.

6. Äàííûå âàðèàíòà â ôîðìàòå a = . . . , ϵ2 = . . . è ò. ä.

7. Íàèìåíîâàíèå è âåðñèÿ ÏÎ, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü.

8. λ1 = . . . ; α1 = . . . ; ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Ψ1(x).
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9. λ2 = . . . ; α2 = . . . ; ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Ψ2(x).

10. . . .

11. λN = . . . ; . . . ; . . . (÷èñëî N îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ âû÷èñ-
ëåíèé).

12. Êîä ïðîãðàììû.

(β) Ôàéë ñ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé íà ÿçûêå Python 3.X, êîòîðàÿ
ïðè çàïóñêå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû âûâîäèò óêàçàííûå ïóíêòû îò÷å-
òà. Ïàðàìåòð ϵ1 äîëæåí çàäàâàòüñÿ ïîëüçîâàòåëüñêèì ââîäîì. Âñå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèèΨi(x) âûâîäèòü íà ãðàôèêè íåîáÿçàòåëüíî; äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîãðàììà ïðåäóñìàòðèâàëà âûâîä ëþáîé ôóíêöèè
Ψn(x) ïðè ïîëüçîâàòåëüñêîì ââîäå åå íîìåðà n. Âñå áëîêè ïðîãðàì-
ìû äîëæíû áûòü ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè êîììåíòàðèÿìè.

ÂÀÆÍÎ! Ïðè óñòíîì îò÷åòå ïî çàäàíèþ ñòóäåíò äîëæåí:

a) çíàòü è ôîðìóëèðîâàòü ïîñòàíîâêó ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Øòóðìà
� Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå;

b) çíàòü îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëè-
íåéíîãî (äèôôåðåíöèàëüíîãî) îïåðàòîðà;

c) çíàòü îñíîâíûå ýòàïû àëãîðèòìà ¾ìåòîä ½ñòðåëüáû�¿;

d) çíàòü îïðåäåëåíèÿ è ïîíèìàòü îòëè÷èå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè
îò îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè;

e) ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàáîòó ïðîãðàììû.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë: ëåêöèè 4�5.

Çàäàíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî â òå÷åíèå 3�4 çàíÿòèé.
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Çàäàíèå
4

Âàðèàíò Ñòóäåíò

� Íàéòè ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà λ(1)1 è Ψ
(1)
1 (x) ïî âåëè÷èíå ε ê ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ λ1 è ñîáñòâåííîé ôóíêöèè Ψ1(x) ñïåêòðà çàäà÷è Øòóðìà
� Ëèóâèëëÿ

−d
2Ψ

dx2
+ u(x)Ψ = λΨ (18.1)

íà èíòåðâàëå x ∈ [−a, a], îáóñëîâëåííûå âîçìóùåíèåì δV êîýôôèöèåíò-
íîé ôóíêöèè u(x) âèäà δV = εf(x). Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè:

a) u(x) = min V (x);

b) u(x) = V (x).

Çäåñü V (x) � ôóíêöèÿ èç çàäàíèÿ 1, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.1) óäî-
âëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäàíèÿ 2. Ïðè íàõîæäåíèè ïîïðàâêè
Ψ

(1)
1 (x) ó÷åñòü ïåðâûå n ÑÔ è ÑÇ (íàéäåííûõ â çàäàíèÿõ 2 è 3 äëÿ ñëó-

÷àåâ a) è b) ñîîòâåòñòâåííî) .

Ïðèñòóïàòü ê äàííîìó çàäàíèþ ìîæíî òîëüêî ïîñëå ïðèíÿòûõ îò-
÷åòîâ ïî çàäàíèÿì 1, 2, 3, ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èõ
âûïîëíåíèè.

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ (îò÷åò ïî çàäàíèþ)

(α) Ðàñïå÷àòàííûé îò÷åò (èç ôàéëà â ôîðìàòå MS Word), â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:

1. Íàçâàíèå èíñòèòóòà.

2. Íàçâàíèå êàôåäðû.

3. Íàçâàíèå äèñöèïëèíû.

4. Ô. È. Î. ñòóäåíòà, íîìåð ãðóïïû.

5. Ôðàçà ¾Çàäàíèå 4, âàðèàíò . . . (íîìåð âàðèàíòà)¿.

6. Äàííûå âàðèàíòà (ôóíêöèÿ f(x)), êîòîðûé áûë íàçíà÷åí ïðåïî-
äàâàòåëåì.

7. Íàèìåíîâàíèå è âåðñèÿ ÏÎ, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü.
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8. Âåëè÷èíà λ(1)1 è ôóíêöèÿ Ψ
(1)
1 (x) (ãðàôèê è àíàëèòè÷åñêîå âûðà-

æåíèå) äëÿ ñëó÷àåâ a) è b).

(β) Ôàéë ñ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé íà ÿçûêå Python 3.X, êîòîðàÿ ïðè
çàïóñêå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû âûâîäèò óêàçàííûå ïóíêòû îò÷åòà. Âñå
áëîêè ïðîãðàììû äîëæíû áûòü ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè êîììåí-

òàðèÿìè.

ÂÀÆÍÎ! Ïðè óñòíîì îò÷åòå ïî çàäàíèþ ñòóäåíò äîëæåí:
a) çíàòü è ôîðìóëèðîâàòü ïîñòàíîâêó ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Øòóðìà �

Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå;
b) çíàòü îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëèíåé-

íîãî (äèôôåðåíöèàëüíîãî) îïåðàòîðà;
c) çíàòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è òåîðèè âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ;
d) çíàòü, êàê ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé

çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì;
e) ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàáîòó ïðîãðàììû.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë: ëåêöèè 4, 9.

Çàäàíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî â òå÷åíèå 1�2 çàíÿòèé.

125



Çàäàíèå
5

Âàðèàíò Ñòóäåíò

� Ðåøèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà I ðîäà∫ 1

−1

K(t, s)g(s)ds = f(t) (18.2)

ñ ÿäðîì

K(t, s) =
N∑

n,m=1

anme
√
mt+

√
n s sin(nt−ms)

è çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ f(t), t ∈ [−1, 1] .

Ìåòîä ðåøåíèÿ � ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ (18.2) ê ÑËÀÓ.

� Íàéòè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè Cond(A) ìàòðèöû A ÑËÀÓ. Ïðè íåîáõî-
äèìîñòè âûïîëíèòü óïðîùåííóþ ðåãóëÿðèçàöèþ ìàòðèöû ÑËÀÓ.

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ (îò÷åò ïî çàäàíèþ)

(α) Ðàñïå÷àòàííûé îò÷åò (èç ôàéëà â ôîðìàòå MS Word), â êîòîðîì ñîäåð-
æèòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:

1. Íàçâàíèå èíñòèòóòà.

2. Íàçâàíèå êàôåäðû.

3. Íàçâàíèå äèñöèïëèíû.

4. Ô. È. Î. ñòóäåíòà, íîìåð ãðóïïû.

5. Ôðàçà ¾Çàäàíèå 5, âàðèàíò . . . (íîìåð âàðèàíòà)¿.

6. Äàííûå âàðèàíòà (÷èñëîN , êîýôôèöèåíòû anm è ïðàâàÿ ÷àñòü f(t)),
êîòîðûé áûë íàçíà÷åí ïðåïîäàâàòåëåì.

7. Íàèìåíîâàíèå è âåðñèÿ èñïîëüçóåìîãî ÏÎ.

8. ßâíûé âèä ÑËÀÓ, ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèþ (18.2) è êîíêðåòíî-
ìó âàðèàíòó. Ìàòðèöà A è ïðàâàÿ ÷àñòü ÑËÀÓ äîëæíû áûòü âû-
÷èñëåíû ñ òî÷íîñòüþ 2�3 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

9. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.2) (ãðàôèê è àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå).
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(β) Ôàéë ñ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé íà ÿçûêå Python 3.X, êîòîðàÿ ïðè çà-
ïóñêå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû âûâîäèò óêàçàííûå ïóíêòû îò÷åòà. Âñå áëîêè
ïðîãðàììû äîëæíû áûòü ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè êîììåíòàðèÿìè.

ÂÀÆÍÎ! Ïðè óñòíîì îò÷åòå ïî çàäàíèþ ñòóäåíò äîëæåí:
a) çíàòü ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû ¾Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà¿;
b) çíàòü ïðè÷èíó íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ Ôðåäãîëüìà I ðîäà;
c) çíàòü îïðåäåëåíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû;
d) çíàòü ìåòîä óïðîùåííîé ðåãóëÿðèçàöèè ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ ñ ïëîõî

îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé;
e) çíàòü è ïðèâîäèòü ïðèìåðû íîðì ìàòðèö;
f) ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàáîòó ïðîãðàììû.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë: ëåêöèè 10, 13.

Çàäàíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî â òå÷åíèå 2�3 çàíÿòèé.

Íàèìåíîâàíèå îò÷åòíûõ ôàéëîâ âñåõ çàäàíèé:

(α): Ãðóïïà_Ôàìèëèÿ_N 0 çàäàíèÿ.docx,
(β): Ãðóïïà_Ôàìèëèÿ_N 0 çàäàíèÿ.py

Ïðè óêàçàíèè ãðóïïû óêàçûâàåòñÿ òîëüêî åå íîìåð, áóêâåííûé êîä íå ïè-
øåòñÿ!

Ôàéëû îòïðàâëÿþòñÿ ïðåïîäàâàòåëþ íà óêàçàííûé èì ýëåêòðîííûé àäðåñ.
Êîäû ïðîãðàìì ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêå, â òîì
÷èñëå � íà ïëàãèàò.
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