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Введение

Разработка и анализ технических устройств и систем неразрывно 

связаны с физическим и математическим моделированием. При физи-

ческом моделировании природа модели и объекта исследований одна 

и та же. Физическое моделирование сохраняет все особенности прове-

дения натурного эксперимента, а для модели можно выбрать наиболее 

удобные размеры элементов и диапазоны изменения их параметров, что 

существенно облегчает получение требуемых результатов. Но физичес-

кие модели дóроги, и их использование сопряжено со значительными 

затратами времени. Поэтому их применяют в основном на конечных 

стадиях проектирования. В технике получили распространение моде-

ли иной природы, чем объект исследования. В частности, на ранних 

стадиях исследования более целесообразно математическое моделиро-

вание, основанное на математическом описании физических явлений  

(в аналитическом или графическом представлении). 

На современном уровне развития математического моделирования 

большое распространение находит подход исследования так называ-

емых сопряжённых систем, учитывающий для анализируемого (или 

синтезируемого) устройства в едином комплексе элементы различных 

физических сред, элементы, в которых осуществляется преобразование 

энергии из одной формы в другую, а также взаимное влияние и связи 

элементов. Подход основан на использовании теорий: систем, связей, 

информации и т. д. Эти теории объединяет то, что в их рамках особен-

ности физических устройств играют второстепенную роль, а основное 

внимание уделяется анализу поведения системы во времени, то есть 

переходным процессам.

Однако при обобщённом описании в рамках системного подхода 

могут возникать трудности, связанные с тем, что способы проекти-

рования и расчётов в различных областях науки и техники, особенно  

в отношении анализа временных процессов, находятся на различном 

уровне развития и недостаточно просто согласуются между собой.

Физические явления, происходящие в различных средах – жидких, 

газовых, в механических и электрических системах, а также связанные 

с теплопередачей, часто описываются одинаковыми уравнениями, что 

свидетельствует о глубоком единстве этих явлений. Аналогичность 
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дифференциальных уравнений послужила основой для развития поня-

тия аналогий, применение которых позволяет переносить методы и ре-

зультаты исследований явлений в одних физических средах на другие. 

При этом существенно расширяются арсенал средств и возможности 

конструктора и исследователя. Например, возможно разрабатывать 

новые механические устройства на основе их аналогии с уже извест-

ными и полезно используемыми электрическими или, наоборот, но-

вые электрические устройства создавать аналогичными механическим. 

Так, Фарадей и Максвелл прибегали к механическим моделям, стре-

мясь сделать понятными электромагнитные процессы. Однако следует 

быть осторожным в распространении аналогии на ещё не известные 

свойства анализируемых систем. Это может привести как к открытию, 

так и к заблуждению.

На основе использования аналогий наблюдается тенденция к сбли-

жению научных дисциплин. Например, методы анализа и синтеза 

линейных (а иногда и нелинейных) электрических цепей имеют мно-

го общего с соответствующими разделами теоретической механики,  

в которых рассматриваются динамические процессы в сложных ли-

нейных и нелинейных механических системах. Использование общей 

методологической основы при изучении систем и процессов различ-

ной физической природы приводит к более глубокому их изучению 

при существенном уменьшении времени, затрачиваемого на изучение. 

Применение метода аналогий при исследовании сложных систем, в ко-

торых в уравнения движения входят одновременно параметры различ-

ных сред (механические, электрические и т. д.), позволяет существенно 

упростить исследования и использовать для анализа не набор компью-

терных программ для каждой из физических сред в отдельности, а лишь 

одну такую программу.

Метод аналогий получил развитие в трудах отечественных (Г.А. Гам-

бурцев [1], А.М. Харкевич [2], И.М. Тетельбаум, Ф.М. Шлыков [3], 

И.А. Дружинский [4] и т. д.) и зарубежных учёных. Особенно широко 

метод аналогий применяется в электроакустике [5] (примером может 

служить работа акустической системы с электромагнитным, электро-

динамическим, пьезоэлектрическим и др. преобразователями энер-

гии), а также при разработке и исследовании устройств для создания 

сейсмических колебаний [6], [7], [8], где значительный вклад в разра-
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ботку цепей-аналогов внесён сотрудниками ТГУ (ТолПИ) В.В. Иваши-

ным, И.А. Милорадовым, Н.П. Бахаревым, С.А. Симкиным и т. д. 

Большинство систем электротехники характеризуются единством 

электромагнитных, тепловых, механических, акустических и т. д. про-

цессов. Электрический двигатель вращательного движения или им-

пульсный электромагнит с полупроводниковой системой возбуждения 

преобразуют электрическую энергию в механическую, и сам процесс 

преобразования энергии в двигателе зависит от его механической на-

грузки и температуры. Обобщённую структурную схему (рис. 1) элект-

ротехнической системы можно представить следующими блоками:

ЭМП – электромеханический преобразователь (как правило, пре-

образование происходит посредством взаимодействия электромагнит-

ным полем);

СВ – система возбуждения ЭМП (электропитания);

Н – нагрузка (может состоять из механических систем вращатель-

ного или поступательного движения, а также систем иной физической 

природы: вентиляционных, акустических, пневматических, гидравли-

ческих и т. д.;

ТВС – тепловая и вентиляционная системы.

Направления передачи энергии между блоками (тонкие линии) опре-

деляются типом и разновидностью системы: двигатель, генератор и т. д. 

Рис. 1. Обобщённая структура электротехнической системы

Для более удобного исследования таких систем параметры элемен-

тов нагрузки и прочих «частей» могут быть «приведены» к параметрам 

элементов электрической системы. Электрическая система также мо-

жет быть «приведена» к любой другой системе. Специалисту-электро-

технику при необходимости исследования электротехнической систе-

мы целесообразно строить электрическую цепь – аналог всех входящих 

в систему составных частей, поскольку в этом случае он может исполь-
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зовать привычные для него методы исследования электрических цепей, 

например операторный. У специалистов, недостаточно подготовлен-

ных в области электротехники, имеются определенные предубеждения 

против предпочтительности приведения той или иной неэлектричес-

кой системы к цепи электрического типа, однако развитие за послед-

ние годы методов аналогий, особенно системного схемотехнического 

подхода, показывает оправданность исследования систем именно на 

основе электротехники [9].
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1. ОСНОВНЫЕ ТЕРМИНЫ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Проектирование сопряжено с необходимостью использования осо-

бых терминов для описания свойств или режимов работы объекта про-

ектирования. В технической литературе такие термины объединены 

названием «параметры объектов проектирования». Среди параметров 

выделяются несколько групп для обозначения особенностей объектов 

проектирования и обращения с ними. Правильность работы объекта 

проектирования определяется по выходным параметрам путем их срав-

нения с параметрами, заданными в технических требованиях. Выход-

ные параметры объекта связаны функциональной зависимостью с его 

внутренней организацией, структурой, задающей вид этой зависимос-

ти, и при неизменной структуре определяются:

−	 внутренними параметрами – параметрами элементов, их структуры 

и взаимосвязей друг с другом;

−	 внешними параметрами – условиями использования объекта.

Параметры, предназначенные для количественной оценки степени 

соответствия объекта техническому заданию, иногда называются пока-

зателями.

Параметры, которые, изменяясь, изменяют и свойства объекта, 

называются фазовыми переменными или обобщёнными координатами 

[10]. При анализе цепей используются две группы таких переменных. 

Например, при анализе электрической системы исследователю необхо-

димо использовать две группы параметров – напряжения на элементах 

схемы и токи через них. В математическом обеспечении анализа сово-

купность фазовых переменных всех элементов исследуемой схемы на-

зывается вектором переменных состояния. Переменные одной группы 

являются дифференциальными (мерой распределённой, потенциаль-

ной энергии), а второй группы – мерой энергии движения или потока 

(«кинетической»). Принадлежность переменной к той или иной группе 

может определяться, например, с использованием последовательного 

соединения элементов цепи (см. раздел 2). Произведение обобщённых 

координат есть мощность. 
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1.1. Классификация математических моделей

Математические модели объектов проектирования (или исследова-

ния) состоят из моделей элементов и моделей систем и подразделяются 

следующим образом.

1. По отображению свойств объекта:

−	 функциональные (системы уравнений) – отображают процессы 

функционирования объекта;

−	 структурные (матрицы, графы, списки) – отображают лишь состав 

модели и структурную взаимосвязь её элементов.

2. По способу представления самой модели:

−	 аналитические – системы уравнений (алгебраических, дифферен-

циальных и т. д.);

−	 графические – схемы;

−	 табличные – применяются чаще всего для описания нелинейных 

свойств элементов.

3. По форме используемых в модели выражений:

−	 алгебраические – правая часть уравнения известна, для расчёта ле-

вой части надо лишь подставить значения переменных;

−	 алгоритмические – надо решать систему.

4. По масштабу охвата параметров объекта проектирования:

−	 полные – содержат и внутренние параметры объекта и внешние;

−	 макромодели – без внутренних параметров.

5. По характеру отображения процессов в объекте проектирования:

−	 статические;

−	 динамические.

6. По использованию методов численной математики:

−	 непрерывные (время задано как непрерывная функция);

−	 дискретные: объект – это совокупность логических элементов, вре-

мя – это последовательность моментов, модель элемента – это ко-

нечный автомат, описываемый системой логических уравнений, мо-

дель системы – это система массового обслуживания (СМО).

7. По уровням проектирования.

Базовый математический аппарат специфичен для отдельно взятых 

иерархических уровней проектирования. Типичным является выделе-

ние трёх иерархических уровней классификации математических мо-

делей [11]: микро-, макро- и метауровень.
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1. Типичные математические модели на микроуровне представлены 

дифференциальными уравнениями в частных производных в совокуп-

ности с краевыми условиями. К этим моделям, называемым распреде-

ленными, относятся многие уравнения математической физики. Объек-

тами исследования в этом случае являются поля физических величин. 

Число совместно исследуемых различных сред – деталей, слоев ма-

териала, фаз агрегатного состояния – в практически используемых мо-

делях микроуровня не может быть большим ввиду сложностей вычисли-

тельного характера. Ограничения реализации этих моделей определяет 

основную область их применения – уточнение свойств моделей других 

уровней проектирования. Резко снизить вычислительные затраты в мно-

гокомпонентных средах можно, только применив иной подход к моде-

лированию, основанный на принятии определенных допущений. 

2. Допущение, выражаемое дискретизацией пространства, позволя-

ет перейти к моделям макроуровня – цепям. Моделями макроуровня, 

называемыми также сосредоточенными, являются системы алгебраи-

ческих и обыкновенных дифференциальных уравнений, поскольку не-

зависимой переменной здесь остается только время. Упрощение описа-

ния отдельных компонентов позволяет исследовать модели процессов 

в устройствах, приборах, механических узлах, число компонентов в ко-

торых может доходить до нескольких тысяч. При этом обычно не тре-

буется ЭВМ высокой вычислительной мощности.

3. В тех случаях, когда число компонентов в исследуемой системе 

превышает некоторый порог, сложность модели системы на макро-

уровне вновь становится чрезмерной. Поэтому, принимая соответству-

ющие допущения, переходят на функционально-логический уровень. 

На этом уровне используют аппарат передаточных функций для иссле-

дования аналоговых процессов или аппарат математической логики  

и конечных автоматов, если объектом исследования является дискрет-

ный процесс. 

Для исследования еще более сложных объектов, примерами кото-

рых могут служить вычислительные системы и сети, социальные систе-

мы и другие подобные объекты, применяют аппарат теории массового 

обслуживания, возможно использование и некоторых других подходов, 

например сетей Петри. Все эти модели относятся к системному уровню 

моделирования – метауровню. 
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В этом пособии рассматриваются модели макроуровня. Внутренние 

параметры этих моделей – характеристики фрагмента, а внешние – ха-

рактеристики фрагментированной структуры объекта (токи, напря-

жения, скорости, силы и т. д.) Математическая модель представляется 

дискретной средой и непрерывным временем и выражается: аналити-

чески – в виде системы однородных дифференциальных уравнений, 

графически – в виде цепи. 

Модели макроуровня (цепи) получаются методом прямой анало-

гии, то есть каждому физическому элементу объекта (натуры) в его мо-

дели ставится в соответствие определённый эквивалент. При этом:

−	 используются по два типа переменных (фазовых) для каждой физи-

ческой среды: ток – напряжение, поток – потенциал и т. д.;

−	 свойства элемента (сосредоточенного параметра цепи) определяют-

ся зависимостями фазовых переменных друг от друга – компонент-

ными уравнениями;

−	 система разбивается на фрагменты, однородные по физической при-

роде и по зависимости фазовых переменных друг от друга; 

−	 участки структуры системы отождествляются с сосредоточенными 

параметрами;

−	 полученные сосредоточенные параметры становятся узлами и ветвя-

ми математической модели системы – графа. 

Аналитическая запись математической модели структуры – это 

система топологических уравнений, которая с использованием САПР 

может быть как составлена на основе графического своего представле-

ния, так и рассчитана.

Именно на макроуровне наиболее доступна аналогия систем раз-

личной физической природы.

1.2. Понятие аналогии

Под аналогией понимается сходство между динамическими про-

цессами, происходящими в различных физических средах, которое 

заключается, например, в идентичности уравнений и соотношений, 

описывающих эти процессы. Аналогия между процессами, происхо-

дящими в системах различной физической природы (механических, 

электрических и т. д.), предполагает аналогию между определенными 

зависимостями, характеризующими процессы в отдельных элементах 
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этих систем. В основе принципа аналогий лежит соответствие энергий 

одной физической системы энергиям другой.

Сравним для примера компонентные уравнения элементов меха-

нической цепи, определяющие связь между усилием и относительной 

скоростью движения полюсов, с компонентными уравнениями эле-

ментов электрической цепи, определяющими связь между напряже-

нием на элементе и током, протекающим через него. Установление 

аналогии между соответствующими механическими и электрическими 

компонентными уравнениями позволяет перейти к установлению ана-

логии между механической и электрической цепями. 

Для элементов механической цепи:

ss
m

m svfdtvf
dt

dvmf === ∫ ,1, ξξ ξ ;                         (1.1)

для элементов электрической цепи:

RRCC
L

L Riudti
C

u
dt
diLu === ∫ ,1, ,                         (1.2)

где т, ξ, s – инерционность, податливость, диссипация – пассивные 

элементы механической цепи; L, C, R – индуктивность, ёмкость, со-

противление – пассивные элементы электрической цепи; f, v – сила 

и скорость – активные элементы и фазовые переменные механической 

цепи; u и i – напряжение и ток – активные элементы и фазовые пере-

менные электрической цепи.

Аналогия между соответствующими элементами доказывается 

идентичностью математической записи их характеристик. 

Если обозначить аналогию между элементами знаком «↔», то 

ivufRsCLm ↔↔↔↔↔ ,,,,ξ .

В технических науках выводы, полученные в результате исследо-

вания моделей, построенных с использованием доказанных аналогий, 

очень часто переносятся на реальную систему и представляются дока-

занными фактами. 

1.2.1. Две системы аналогий

Приведённая выше аналогия получила название первой системы 

электромеханических аналогий, или, по соответствию f↔u, она назы-

вается аналогией «сила – напряжение». Существует и альтернативный 

(дуальный) вариант электромеханической аналогии – «сила – ток», 

получивший название второй системы аналогий. Компонентные урав-
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нения элементов электрической цепи, определяющие связь между на-

пряжением на элементе и током, протекающим через него, могут быть 

записаны следующим образом:

GRLL
C

C Guidtu
L

i
dt

duCi === ∫ ,1, ,                         (1.3)

где G – электрическая проводимость (G = 1/R), подобны уравнениям 

(1.2).

Термин «первая система аналогий» может быть применен к аналоги-

ям с использованием эквивалентности потенциальных (или принятых за 

них) энергий в других парах рассматриваемых физических систем:

−	 при электромеханической аналогии «напряжение – сила» напря-

жение (разность потенциалов или напряжённость электрического 

поля) можно рассматривать в качестве меры потенциальной распре-

делённой энергии, а ток – как меру кинетической энергии (энергии 

движущихся и взаимодействующих зарядов). В механической систе-

ме сила есть мера потенциальной энергии, а скорость движения – 

мера кинетической энергии;

−	 для магнитной системы понятия потенциальной и кинетической энер-

гии не используются. Но при электромагнитной аналогии «напря-

жение – МДС» магнитодвижущую силу (задающую напряжённость 

магнитного поля) возможно рассматривать как меру потенциальной 

энергии, а магнитный поток – как меру кинетической энергии;

−	 при электроакустической аналогии «напряжение – давление» давле-

ние рассматривается как мера потенциальной энергии, а расход газа 

или жидкости – как мера кинетической энергии;

−	 при электротермической аналогии «напряжение – температура» 

температура рассматривается как мера потенциальной энергии,  

а тепловой поток – как мера кинетической энергии.

Иные пары физических систем в этом пособии не рассматриваются.

Термин «вторая система аналогий» может быть применен к анало-

гиям с использованием эквивалентности потенциальной энергии в од-

ной системе и кинетической энергии – в другой («сила – ток», «МДС – 

ток», «давление – ток», «температура – ток»).

В научно-технической и учебной литературе используются как пер-

вая, так и вторая системы аналогий. Они неоднозначны, но с практи-

ческой точки зрения трудно какой-либо из них отдать предпочтение. 
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В электромагнитных аналогиях аналогия «МДС – ток» более удобна 

тем, что при ней имеется возможность «стыковать» схему замещения маг-

нитной цепи с электрической схемой в единую схему, но структуру маг-

нитной цепи проще составлять в виде цепи магнитных сопротивлений, 

которая используется при аналогии «напряжение – МДС» (п. 1.3.1).

В электромеханических аналогиях аналогия «сила – ток» имеет пре-

имущество перед аналогией «сила – напряжение» в том, что структура 

составленной по ней электрической цепи-аналога топологически не от-

личается от структуры исходной механической цепи. В этом случае в ме-

ханической цепи, так же как и в электрической, плоскость графического 

изображения цепи обладает свойством бесконечно большого сопротив-

ления [1]. Аналогия «сила – напряжение» тоже имеет свои преимущес-

тва. Например, при её применении полное комплексное электрическое 

сопротивление соответствует полному комплексному механическому 

сопротивлению, а не проводимости, большей массе механической цепи 

соответствует большая индуктивность электрической. И хотя цепи, пос-

троенные по аналогии «сила – напряжение», отличаются (дуальны), 

обучающийся, как правило, адаптируется к этой аналогии несколько 

проще, чем к аналогии «сила – ток». Возможно, что некоторое значение 

при этом имеет следующее обстоятельство. При изучении электротех-

ники и специальных электротехнических дисциплин уделяется больше 

времени исследованию электрических цепей с источниками ЭДС (на-

пряжения), чем исследованию цепей с источниками тока. Обе системы 

аналогий находят применение, а используя правила дуального пере-

строения, не составляет труда перейти от одной цепи к другой. И всё же  

к цепям с источниками тока требуется определенное привыкание, цепи  

с источниками ЭДС представляются более привычными, что и опреде-

ляет склонность применять первую систему аналогий.

При выборе системы аналогий важно учитывать, что, например, 

если в первую очередь при решении механической задачи представ-

ляет интерес нахождение скоростей, то предпочтительнее использо-

вание аналогии «сила – напряжение». Это обусловлено тем, что при 

системе «сила – напряжение» в уравнения равновесия по второму за-

кону Кирхгофа переменными величинами входят токи – аналоги ско-

ростей. Если же в первую очередь представляет интерес определение 

усилий, то решение находится более просто при использовании ана-
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логии «сила – ток», поскольку переменными в уравнениях равновесия 

являются напряжения.

1.2.2. Пример применения аналогий

Часто электрическую цепь замещения вычерчивают после того, как 

получены уравнения электрического равновесия, описывающие рабо-

ту рассматриваемого электромагнитного устройства.

Рис. 1.1. Громкоговоритель и его схема замещения

Например [1], для электродинамического двигателя электроакус-

тического преобразователя (громкоговорителя), приведённого на 

рис. 1.1,а, уравнение электрической цепи его якорной обмотки для 

мгновенных значений тока i и напряжений

u = zi – e,
где u – напряжение источника питания; z – полное сопротивление об-

мотки; e – ЭДС движения, обусловленная изменением индуктивности 

(электрического параметра) якорной обмотки при изменении положе-

ния обмотки относительно индуктора (параметра механической систе-

мы двигателя):

e = -Blv = -kv,
где v – скорость движения обмотки в магнитном поле; B – индукция 

магнитного поля (у электродинамического преобразователя линии 

вектора магнитной индукции перпендикулярны вектору скорости  

и проводникам обмотки); l – длина провода якорной обмотки; k – ко-

эффициент электромеханической связи.

Величина скорости v движения обмотки в магнитном поле

Mz
fv = ,
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где z
м
 – эквивалентное сопротивление механической нагрузки [16]; 

f – величина электромагнитной силы: f = Bli = ki.

После подстановки величин f, v, e в уравнение электрического рав-

новесия и преобразований получим

i
z
kzi

z
kziu

MM
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=

22
,                                      (1.4)

где k2/z
м
 – дополнительное сопротивление, определяющее реакцию ме-

ханической стороны преобразователя на электрическую. В литературе 

данное сопротивление называется кинетическим. Электрическая схема 

замещения (рис. 1.1,б), объединяющая электрическую и механическую 

цепи громкоговорителя, эквивалентная этому уравнению, представля-

ется в виде последовательного соединения электрического и кинети-

ческого сопротивлений. Следует обратить внимание на то, что эквива-

лентное сопротивление механической нагрузки z
м
 стоит не в числителе, 

как сопротивление z, а в знаменателе дроби, что свидетельствует о том, 

что эти величины дуальны по смыслу. Большее значение электрическо-

го активного сопротивления при заданном напряжении на нём – обус-

ловливает меньший ток, а большее значение механического активного 

сопротивления движению рупора громкоговорителя – вязкого трения 

обусловливает больший ток.

1.2.3. Построение электрических схем-аналогов

Получить уравнения электрического равновесия не всегда так же 

просто, как в этом примере. Часто проще оказывается сначала постро-

ить электрическую схему замещения и лишь затем заниматься уравне-

ниями электрического равновесия. 

Формализация подхода к построению электрических схем замеще-

ния состоит в выполнении следующей последовательности. Сначала 

в отдельности для каждой физической среды анализируемой системы 

необходимо (если это возможно при обеспечении заданной точности 

моделирования) составить макромодель – цепь. В одних случаях (для 

электрической или гидравлической системы) ввиду похожести систе-

мы и цепи это не представляет трудностей, а в других (магнитная, меха-

ническая, тепловая, пневматическая) система, представленная распре-

делённой моделью микроуровня, преобразуется в модель в виде цепи 

со значительными сложностями, вызванными различием во внешнем 
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виде этих двух моделей и значительными потерями точности при не-

корректно выполненных пренебрежениях малозначимыми на первый 

взгляд факторами. В некоторых случаях возможно построение цепи по 

методу четырёхполюсников [3]. То есть общей методики составления 

цепей для различных физических сред нет. В разделе 2 этого пособия 

рассмотрены возможности составления цепей.

После построения цепей для каждой физической среды их можно 

преобразовать в электрические схемы замещения по первой либо второй 

системе аналогий. Выбор системы аналогий иногда не имеет принципи-

ального значения (тепловая или акустическая системы), а в некоторых 

случаях (магнитная, механическая) жёстко обусловлен, так как связан  

с необходимостью последующего объединения электрических схем за-

мещения физических сред в единую схему. В разделах 2 и 3 представле-

ны эти условия.

Последние этапы – это объединение электрических схем и их сов-

местное решение.

1.3. Понятие дуальности цепей

Понятие дуальности очень близко понятию аналогии, однако не 

идентично ему. При аналогии имеет место динамическая эквивален-

тность систем, выражающаяся в одинаковом виде уравнений движе-

ния. При дуальности кроме динамической эквивалентности должно 

присутствовать определённое топологическое соответствие (изомор-

фность) упрощенных моделей систем – цепей. Указанное упрощение  

в общем случае не связано с уменьшением мерности системы с уровня 

объёма до уровня графа (переход с микро- на макроуровень). Но дуаль-

ность легче всего применить к цепям, графы которых можно развернуть 

на поверхности. Ветви графа цепи разделяют рисунок цепи на контуры. 

Можно считать, что часть этих контуров расположена «внутри» цепи  

и один – «вне» её. Разделение контуров на внутренние и внешние ус-

ловно, в чём легко убедиться, мысленно представив цепь изображён-

ной на поверхности сферы. При таком представлении невозможно раз-

делить контуры на внутренние и внешние, все они равнозначны.

Например, две системы электромеханических аналогий: «сила – 

напряжение» и «сила – ток» почти равнозначны – дуальны. Уравнени-

ям, составленным по методу контурных токов для одной цепи из пары 
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дуальных, будут соответствовать уравнения, составленные для другой 

цепи по методу узловых потенциалов, и наоборот. Соответственно, 

дуальное перестроение заключается в замене контуров одной цепи уз-

лами другой (и наоборот). Построение дуальной цепи осуществляется  

с помощью метода ортогональных линий Г.А. Гамбурцева [1]. При этом 

каждый двухполюсный элемент исходной цепи (ветвь графа исходной 

цепи) пересекается дугой графа дуальной цепи. В дуальной цепи на 

месте этой дуги располагается элемент, дуальный элементу пересекае-

мой ветви исходной цепи. 

Таким образом, понятие дуальности электрических цепей строится на 

понятии дуальности их элементов. Пассивные элементы дуальны, если за-

висимость напряжения от тока на одном элементе по структуре совпадает 

с зависимостью тока от напряжения на другом. Например, дуальны элек-

трическое сопротивление и электрическая проводимость, индуктивность  

и ёмкость. Источник напряжения дуален источнику тока и т. д. 

Если исходная цепь содержит более сложные многополюсные эле-

менты, например согласующие автотрансформаторы, построение ду-

альной ей цепи также возможно. Метод построения дуальных цепей  

с трансформаторами принципиально не отличается от метода построения 

прочих цепей. При дуальном перестроении каждая из обмоток трансфор-

матора считается отдельным двухполюсным элементом и пересекается 

дугой, соответствующей обмотке дуального трансформатора. Для иде-

ального трансформатора отношение числа витков его обмоток является 

единственным параметром – коэффициентом трансформации k. 

В исходной цепи может быть один или несколько активных элемен-

тов – источников. Если в цепи один полярный (активный) элемент, то 

направление его включения в линейной дуальной цепи не имеет зна-

чения. Для определения полярности нескольких активных элементов 

в дуальной цепи можно воспользоваться следующим правилом. Если 

при обходе контура исходной цепи по направлению движения часовой 

стрелки направление источника совпадает с направлением обхода, то 

полярность дуального источника указывается к узлу дуальной цепи, со-

ответствующему контуру исходной цепи, если не совпадает – от узла. 

Следует отметить, что при повторном построении дуальной цепи, т. е. 

цепи, которая дуальна дуальной, получается исходная цепь с противо-

положной полярностью включения всех источников. Однако измене-
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ние полярности всех источников на противоположную не приводит  

в линейных цепях к изменению уравнений, описывающих динамичес-

кие процессы. Следует отметить также, что кроме источников поляр-

ными могут быть и пассивные элементы, например диоды. Определе-

ние полярности таких элементов в дуальной цепи подчиняется тем же 

правилам, что и для источников.

Все электрические цепи могут исследоваться обычными методами, 

например методом узловых потенциалов, но не все они имеют дуаль-

ные цепи. Корректная реализация правила замены контуров одной цепи 

узлами в другой возможна лишь в случае представления рисунков этих 

двух цепей расположенными на поверхности (а не в объёме), иначе неяс-

но, какой именно элемент исходной цепи пересекается дугой графа ду-

альной цепи (в непланарной цепи уже имеются пересечения ветвей, при 

пересечении которых дугой дуальной цепи возникает указанное проти-

воречие). Поэтому, если граф цепи не может быть размещён на поверх-

ности шара без пересечения ветвей (рис. 1.2), то невозможно поставить 

в соответствие некоторым её контурам узлы дуальной цепи на плоскос-

ти – невозможно построить дуальную цепь описанным методом.

Рис. 1.2. Примеры непланарных графов

Построение дуальных цепей для непланарных цепей возможно 

с использованием более сложных разновидностей метода дуального 

перестроения – метода двусторонней инверсии [19] или по методу че-

тырёхполюсников [3] (изучить самостоятельно).

Когда говорят о дуальности цепей, обычно имеют в виду цепи оди-

наковой физической природы, а именно электрические. По этой при-

чине, по-видимому, дуальность обычно рассматривается лишь в лите-

ратуре по электрическим цепям [12].



19

Использование дуальности позволяет существенно упростить 

изучение некоторых разделов теории цепей, поскольку после иссле-

дования одной цепи нет необходимости исследовать дуальную ей. 

Частотные свойства дуальных цепей, переходные процессы, вопросы 

устойчивости и т. д. совершенно идентичны. Результаты, полученные 

при исследовании одной цепи, можно формально перенести на дру-

гую, дуальную исследованной. 

1.3.1. Примеры использования дуальности схем

Электрические схемы (цепи) замещения находят широкое приме-

нение при анализе работы различных электротехнических устройств, 

например трансформаторов, электромагнитов, электрических машин 

различного типа, индукторов электротермических установок и т. д. 

Они являются, по сути дела, аналогами электромагнитных устройств, 

поскольку описываются уравнениями, отражающими реально проис-

ходящие в устройстве электромагнитные процессы. Однако составле-

ние электрической цепи часто вызывает определённые методические 

трудности в тех случаях, когда устройство имеет разветвленную маг-

нитную цепь и несколько обмоток. 

Часто электрическую цепь замещения вычерчивают после того, 

как получены уравнения, описывающие работу рассматриваемого 

электромагнитного устройства. Очевидно, что такая методика не дает 

формализованного способа построения электрической цепи замеще-

ния без использования исходных уравнений, что вызывает трудности 

при составлении схем замещения сложных электромагнитных уст-

ройств. Используя дуальное перестроение, можно достаточно форма-

лизованным способом составлять электрические схемы замещения без 

предварительной записи уравнений электрического равновесия [13].  

В основе предлагаемого способа лежит дуальность сопротивления  

и проводимости. Для магнитной цепи вид компонентных уравнений 

этих элементов одинаков:

F = Ф
R
R

M
;   Ф

R
 = F G

M
,                                       (1.5)

где F, Ф
R
 – магнитодвижущая сила (МДС) и магнитный поток; R

M
, 

– магнитное сопротивление: R
M

 = 1/G
M

; G
M

 – магнитная проводимость; 

и соответствует закону Ома для электрической цепи

u
R
 = i

R
R.
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Заметим, что полного соответствия различных физических систем 

нет. Магнитное сопротивление R
M

 имеет смысл ёмкости, а фазовая пере-

менная Ф
R
 – смысл производной от магнитного потока [2] (п. 2.2, 3.1).

Сначала по физической картине магнитного поля в рассматрива-

емом устройстве строится магнитная цепь, состоящая из магнитных 

сопротивлений и источников МДС. Эта задача для многих случаев, не-

сомненно, более простая, чем составление уравнений электрического 

равновесия. 

Затем в результате дуального перестроения структуры магнитной 

цепи замещения получают цепь, состоящую из магнитных проводи-

мостей. Структура этой цепи полностью соответствует структуре элек-

трической схемы замещения магнитной системы устройства, так как 

производная от магнитного потока по времени пропорциональна на-

пряжению на обмотке, а магнитная проводимость (ёмкость) – элект-

рической индуктивности.

Рассмотрим пример. На рис. 1.3,а изображён дроссель с разомкну-

тым магнитопроводом. При пропускании по катушке тока i создается 

магнитный поток. Часть потока Ф
р
, называемая потоком рассеяния, 

замыкается вокруг обмотки и не проходит по зазору δ магнитной сис-

темы, через который замыкается основной поток Ф
0
. Магнитные по-

токи Ф
р
 и Ф

0 
создаются одной МДС F и проходят, соответственно, по 

участкам магнитной цепи с сопротивлениями R
p
 и R

0
. Магнитная цепь 

замещения дросселя (рис. 1.3,б) имеет отмеченные точками два внут-

ренних контура и внешний контур, которые соответствуют узлам (точ-

кам соединения элементов) дуальной цепи. Построение дуальной цепи 

показано тонкими штриховыми и сплошными линиями. Дуальная цепь 

является цепью магнитных проводимостей (рис. 1.3,в). Закон Ома для 

этой магнитной цепи с учётом того, что проводимости выполняют роль 

сопротивлений, а источник Ф выполняет роль источника напряжения,
( )0GGFФ p += .

Умножая левую и правую части на число витков w и выражая МДС 

через число витков и ток (F = iw), получаем уравнение потокосцепле-

ний магнитной цепи:

( )
( ),

,

0

0
22

LLi
GwGwiwФ

p

p

+=Ψ

+=
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производная которого даёт уравнение электрического равновесия для 

индуктивности рассмотренной системы в общепринятом виде:

dt
diL

dt
diL

dt
d

p 0+=Ψ
.                                        

Учитывая, что в цепь замещения из магнитных сопротивлений не 

входило электрическое сопротивление R обмотки и питающей цепи, 

включаем его в окончательную электрическую схему замещения 

(рис. 1.3,г), а её уравнение равновесия приобретает вид

( )
dt
diLiR

dt
diLLiRu p +=++= 0 .                           (1.6)

Принцип дуальности используется и при анализе цепей одной  

и той же физической природы. Например, электрической схеме нагру-

женного (одно-) двухфазного выпрямителя напряжения дуальна ана-

логичная ей электрическая схема выпрямителя тока (пунктирные ли-

нии на рис. 1.4). Кстати, непланарная схема трёхфазного выпрямителя 

(схемы Ларионова) дуальной схемы не имеет.

Рис. 1.3. Дроссель на разомкнутом магнитопроводе  
и его схемы замещения
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Рис. 1.4. Построение дуальной схемы выпрямителя

1.4. Контрольные вопросы

1.	Привести классификацию математических моделей.

2.	Провести сравнение моделей микро- и макроуровня (цепи).

3.	Раскрыть сущность метода прямой аналогии.

4.	Что называют обобщёнными координатами?

5.	В чём заключается аналогия различных физических систем?

6.	Что означает термин «первая система аналогий»?

7.	Привести отличия первой и второй систем аналогий.

8.	Разъяснить отличие дуальности и аналогии.

9.	Каковы условия применения принципа дуальности?

10.	Пояснить алгоритм определения полярностей в дуальной цепи.
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2. АНАЛИЗ ОБЩНОСТИ И ОСОБЕННОСТЕЙ ЦЕПЕЙ, 
МОДЕЛИРУЮЩИХ ОБЪЕКТЫ РАЗЛИЧНОЙ  

ФИЗИЧЕСКОЙ ПРИРОДЫ

Общность математического описания процессов функционирова-

ния объектов различной физической природы строится прежде всего 

на общности описаний структуры объектов. В этой главе рассматрива-

ются графические модели макроуровня объектов различной физичес-

кой природы – цепи и схемы, получаемые путём дискретизации объ-

екта проектирования по пространственным координатам. Общим для 

формируемых схем замещения является использование двухполюсных 

сосредоточенных элементов следующих разновидностей:

− источники энергии двух типов, соответствующих создаваемым 

ими типам возмущений двух обобщённых координат [10]:

1)	дифференциальных координат, имеющих значение разности двух 

величин, описывающих состояние двух концевых точек двухполюс-

ного элемента (например, разности потенциалов поля);

2)	координат потока, имеющих одинаковое значение на концевых точ-

ках двухполюсного элемента;

− пассивные структурные элементы двух типов:

1)	элементы, рассеивающие энергию (преобразующие её в энергию 

иного вида), – активные;

2)	элементы, способные запасать и затем возвращать энергию, – реак-

тивные.

Кроме простейших двухполюсных к основным следует отнести эле-

менты, согласующие величины обобщённых координат (трансформа-

торы и т. д.), а также управляемые источники и ключи.

В зависимости от направлений векторов фазовых переменных раз-

личают несколько видов мощности (произведения обобщённых коор-

динат):

−	 в источниках мощность генерируемая. Направления векторов обоб-

щённых координат в элементе совпадают;

−	 в пассивных элементах, преобразующих характерную для данной 

физической системы энергию в иную (чаще всего в тепловую), – 

рассеиваемая (активная). В этом случае направления векторов обоб-

щённых координат в элементе противоположны; 
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−	 в пассивных элементах (реактивных), способных запасать и затем 

отдавать характерную для данной физической системы энергию, – 

реактивная. 

Реактивная энергия может либо запасаться в элементе, когда на-

правления векторов обобщённых координат в элементе не совпадают 

(точное значение угла фазового сдвига при составлении цепи можно не 

учитывать, его величину определить достаточно просто лишь в случае 

периодического характера фазовых переменных, а в случае анализа од-

нократных импульсов приходится использовать простое совпадение/

несовпадение направлений), либо возвращаться из элемента, когда 

направления векторов обобщённых координат в элементе совпадают. 

Во втором случае пассивный элемент выступает в роли источника. Это 

свойство может обусловливать ошибки при анализе систем, когда на-

чальное значение фазовой переменной (тока в индуктивности или на-

пряжения на конденсаторе) интерпретируется как источник. 

В некоторых рассматриваемых в этом пособии физических сис-

темах (электрическая, механическая, акустическая) используются 

по два основных вида взаимодействия, соответственно, в этих сис-

темах по два вида пассивных реактивных элементов. В магнитной  

и термодинамической системах по одному виду взаимодействия, 

соответственно – по одному виду реактивных элементов. Структу-

ры, построенные из указанных элементов, могут быть представлены  

в виде направленных графов, содержащих разветвления и узлы. Ко-

ординаты потока для каждого узла и дифференциальные координаты 

каждого контура связаны подобными для систем различной физичес-

кой природы правилами узлов и контуров.

2.1. Электрические схемы

Для специалиста в области электротехники наиболее привычно 

понятие электрической цепи – структуры из физических объектов 

(источников, преобразователей и потребителей электрической энер-

гии), соединённых между собой электрическими проводниками (тоже 

физическими объектами). Электрическая система настолько близка  

к её графической математической модели – электрической схеме, что 

зачастую сами понятия системы, цепи и схемы не различаются. Под 

электрической схемой – цепью понимается формализованное изоб-
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ражение электрической системы в виде направленного графа. Элект-

рическая схема строится на поверхности (возможно также объёмное её 

представление, но без простой возможности построения дуальной схе-

мы), обладающей бесконечно большим электрическим сопротивлением 

(сопротивление между несоединёнными между собой узлами бесконеч-

но большое). Она состоит из элементов согласования и двухполюсников 

двух типов – пассивных и активных элементов, соединённых в соответс-

твии с рассматриваемой электрической системой с помощью линий (уз-

лами графа), условно отображающих идеальную связь между элемента-

ми – без потерь энергии (линии имеют нулевое сопротивление). 

Фазовыми переменными (или обобщёнными координатами) элек-

трической схемы являются напряжение u и ток i. Напряжение являет-

ся дифференциальной координатой потенциала электрического поля,  

а ток является координатой потока заряженных частиц. Напряжённость 

электрического поля модели микроуровня трансформируется в элект-

рической цепи (макроуровень) в разность потенциалов электрического 

поля – напряжение, а поток заряженных частиц вдоль силовых линий 

электрического поля – в электрический ток. Убедимся в принадлежности 

напряжения и тока к указанным группам на примере последовательного 

соединения простейших пассивных элементов – сопротивлений. В цепи, 

содержащей последовательно соединённые источник напряжения и два 

одинаковых элемента сопротивления, протекает ток меньшей величины, 

чем в случае, когда величина одного из сопротивлений равна нулю (или 

его нет), так как общее сопротивление определяется их суммой. Потен-

циалы выводов у сопротивлений различны, то есть напряжение (разность 

потенциалов) является дифференциальной координатой. Токи через оба 

сопротивления одинаковы, то есть ток является координатой потока. Для 

специалиста-электротехника это правило очевидно, но при анализе сис-

тем иной физической природы оно может пригодиться.

Электрическая цепь характеризуется наличием двух основных ви-

дов взаимодействия: 

1)	взаимодействие заряженных частиц посредством электрического 

поля, выражающееся в возможности накопления зарядов и энергии;

2)	взаимодействие посредством магнитного поля, выражающегося та-

кими явлениями, как собственная и взаимная индуктивность. 
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Соответственно, в электрических цепях анализируются два вида 

реактивной мощности (и энергии реактивных элементов): электричес-

кая и магнитная.

2.1.1. Активные элементы электрических схем

Активными элементами (рис. 2.1) электрической цепи являются:

−	 источник напряжения (ЭДС) u – двухполюсник, характеризующий-

ся отсутствием изменения напряжения на выводах при изменении 

тока через него. Это абстракция, так как реально существующие ис-

точники обладают внутренним сопротивлением, падение напряже-

ния на котором при наличии тока нагрузки приводит к уменьшению 

напряжения на выводах;

−	 источник тока i – двухполюсник, характеризующийся отсутствием 

изменения тока через него при изменении напряжения на выводах. 

Это тоже абстракция, так как реально существующие источники об-

ладают сопротивлением утечки, изменение тока утечки через кото-

рое при изменении напряжения на выводах приводит к изменению 

выходного тока.

Рис. 2.1. Вид активных элементов электрических схем

2.1.2. Пассивные элементы электрических схем

Пассивные элементы реальной электрической системы могут быть 

составлены из простейших. Простейшими пассивными элементами 

(рис. 2.2) электрической схемы являются:

−	 электрическое (активное) сопротивление R, осуществляющее следу-

ющий вид связи фазовых переменных u
R
, i

R
 (так называемое компо-

нентное уравнение):

RR Riu = ;                                                 (2.1)

−	 электрическая ёмкость C, осуществляющая следующий вид связи 

фазовых переменных u
С
, i

С
:

∫= dti
C

u CC
1

.                                              (2.2)
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Рис. 2.2. Вид пассивных элементов электрических схем

Электрическая ёмкость отражает в электрической цепи взаимо-

действие зарядов посредством электрического поля. Модель реально-

го электрического прибора – конденсатора может при необходимости 

кроме ёмкости содержать также другие (паразитные) пассивные эле-

менты – включенное параллельно с ней сопротивление утечки и вклю-

ченную последовательно с ней индуктивность выводов;

−	 индуктивность L, осуществляющая следующий вид связи фазовых 

переменных u
L
, i

L
:

dt
diLu L

L = .                                              (2.3)

Индуктивность отражает в электрической цепи взаимодействие 

зарядов посредством магнитного поля. Модель реального электри-

ческого прибора – дросселя при необходимости может кроме индук-

тивности содержать также включенное последовательно с ней сопро-

тивление обмотки.

2.1.3. Элементы согласования электрических схем

В качестве основных элементов согласования в электрических схемах 

используются электрические трансформаторы, основанные на свойстве 

связи катушек индуктивности электромагнитным полем. Возможны две 

разновидности графических моделей трансформаторов (рис. 2.3):

1)	с использованием взаимных индуктивностей М
L
 каждой пары кату-

шек L
1
, L

2
);

2)	с использованием ферромагнитного сердечника (при этом матема-

тическая модель дополняется описанием параметров сердечника).

Основным параметром идеального трансформатора (при M
L
 = 1) 

является коэффициент k трансформации:

1

2

1

2

1

2

L
L

w
w

u
uk === ,                                           (2.4) 

где и и w – напряжение и число витков соответствующих обмоток.
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Рис. 2.3. Электрические трансформаторы

Реальные электрические трансформаторы моделируются кроме 

коэффициента k также набором параметров своей схемы замещения 

(построенной, например, с применением метода электромагнитных 

аналогий): сопротивлениями и числом витков обмоток, индуктивнос-

тями рассеяния и намагничивания и т. д.

При дуальном перестроении каждая из обмоток трансформатора 

считается отдельным двухполюсным элементом и пересекается дугой 

графа дуальной цепи, соответствующей обмотке дуального трансформа-

тора, имеющего обратный коэффициент трансформации [3]. Инверсию 

коэффициента трансформации при дуальном перестроении можно объ-

яснить следующим образом. Для идеального трансформатора справед-

ливо соотношение, отражающее равенство магнитодвижущих сил:

2211 iwiw = .

Отсюда коэффициент трансформации

2

1

1

2

i
i

w
wk == .

Источники напряжения при дуальном перестроении заменяются 

источниками тока, следовательно, коэффициент k
d
 трансформации ду-

ального трансформатора по отношению к исходному обратный:

kw
w

i
ikd

1

2

1

1

2 === .                                            (2.5)

Дополнительными элементами согласования в электрических схе-

мах являются зависимые источники (рис. 2.4):

−	 u = f(u
у
) – источник напряжения, управляемый напряжением u

у
; 

−	 i = f(i
у
) – источник тока, управляемый током i

у
; 

−	 i = f(u
у
) – источник тока, управляемый напряжением u

у
; 

−	 u = f(i
у
) – источник напряжения, управляемый током i

у
,

а также функциональные источники, величина тока (или напряжения) 

которых может быть задана в виде допустимого для языка описания 
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схем математического выражения как функция нескольких фазовых 

переменных и иных данных.

По наличию управления к зависимым источникам близок такой 

элемент электрических схем, как управляемый ключ. Сопротивление 

управляемой ветви такого ключа есть дискретная функция тока или 

напряжения в управляющей ветви. Применение зависимых и функци-

ональных источников и управляемых ключей позволяет моделировать 

нелинейные свойства элементов электрической системы и организо-

вывать динамическое изменение структуры её схемы замещения. 

Рис. 2.4. Зависимые и функциональные источники и управляемые ключи

2.1.4. Дуальность элементов электрических схем

При построении дуальных электрических схем следует учитывать, 

что источники тока и напряжения (как зависимые, так и независимые) 

дуальны друг другу. В соответствии с выражением (1.3) элементы C 

и L являются дуальными, а дуальным элементом для сопротивления R 

является электрическая проводимость G. Дуальный трансформатор 

остаётся трансформатором, но имеет обратный коэффициент транс-

формации (2.4), (2.5). Управляемая ветвь ключа – это сопротивление – 

нулевое у замкнутого и бесконечно большое у разомкнутого (нулевая 

проводимость). При дуальном перестроении сопротивление заменя-

ется проводимостью, поэтому у ключей меняются их состояния: нор-

мально-замкнутое на нормально-разомкнутое и наоборот.

2.1.5. Особенности анализа электрических схем

Основы методов расчёта переменных состояния – координат пото-

ка для каждого узла (электрических токов) и дифференциальных ко-

ординат каждого контура (электрических напряжений) – известны как 

законы Кирхгофа.

Математический аппарат анализа электрической схемы, как прави-

ло, предполагает выделение вручную одного из узлов схемы в качестве 

базового, например общей для входного и выходного сигналов точки 
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схемы. Кроме того, некоторые методы анализа не допускают наличие  

в электрической цепи следующих структур:

−	 узлов, в которых сходятся лишь полюса конденсаторов и источников 

тока;

−	 контуров, состоящих лишь из индуктивностей и источников напря-

жения.

Известно множество программ для ЭВМ, позволяющих рассчиты-

вать установившиеся состояния и динамические процессы в электри-

ческих схемах. Существует также язык описания схем SPICE, который 

можно считать стандартом [14], [15]. Этот язык кроме описанных ба-

зовых элементов позволяет использовать модели весьма сложных по-

лупроводниковых радиоэлементов (диоды, транзисторы, ИМС и т. д.). 

Этот язык открытый, то есть позволяет пользователю при составлении 

электрических схем расширять ряд моделей, составляя собственные.

В этом пособии электрические схемы используются в качестве ос-

новы анализа систем иной физической природы.

Лабораторная работа 1 
Составление электрической схемы замещения  

генератора импульсов тока

Цель работы – освоение принципов составления схем замещения 

импульсных преобразователей напряжения средствами программы 

Micro-CAP.

Задание 1. Освоить использование однооперационного тиристора 

модели SCR.

Установить в создаваемую схему модель тиристора – любой эле-

мент из библиотеки Components/Analog Library/Thyristors. Вписать 

слово SCR в качестве значения атрибута FILE.

Установить параллельно управляющему переходу тиристора им-

пульсный источник тока с амплитудой, превышающей значение ат-

рибута Param:IGT – ток включения тиристора, и длительностью вер-

шины, большей времени нарастания тока в анодной цепи до величины 

Param:IH – тока удержания тиристора, а анодную цепь тиристора за-

мкнуть последовательно соединёнными источником синусоидального 

напряжения с амплитудой, не превышающей значение атрибута Param:

DVDT – напряжение пробоя, и резистором с сопротивлением, напри-

мер, 1 Ом.
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Проанализировать диаграммы напряжений на тиристоре и его уп-

равляющем переходе. Добиться включения тиристора. Разобраться  

с влиянием величин атрибутов Param:TON и Param:TQ – время вклю-

чения и выключения тиристора.

Задание 2. Освоить использование магнитного сердечника дроссе-

ля или трансформатора.

Создать схему из последовательно соединённых индуктивности 

и источника синусоидального напряжения. Установить в схему мо-

дель сердечника из библиотеки Components/Analog Primitives/Passive 

Components/K. 

Связать его с индуктивностью посредством атрибута INDUCTORS, 

при этом атрибут VALUE индуктивности будет обозначать число вит-

ков обмотки, а не её индуктивность. Выбрать атрибут MODEL (на-

пример, GENERIC, но можно и любой из предложенных вариантов 

магнитных материалов). Установить параметры сердечника: среднюю 

длину – PATH, площадь поперечного сечения – AREA, ширину немаг-

нитного зазора – GAP (равную нулю). 

Построить петлю гистерезиса (зависимость индукции магнитного 

поля от тока) и проанализировать влияние на неё параметров кривой 

намагничивания: намагниченности насыщения – MS и параметров 

петли гистерезиса: наклона – А, ширины – K и начальной магнитной 

проницаемости – С. Добиться её совпадения с приведённой в справоч-

нике, например для ферритового кольца 2000НМ.

Задание 3. Составить и проанализировать в режиме Transient Analysis 

схему генератора импульсов тока (рис. 2.5) с использованием моделей 

тиристора SCR и магнитного сердечника K (для индуктивности L
1
). 

Рис. 2.5. Электрическая схема генератора импульсов тока
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Тиристоры VS
1
 и VS

2
 включать поочерёдно (с применением источни-

ков импульсов тока). Тиристор VS включать с регулируемой задержкой 

относительно VS
2
. Величину индуктивности L

2
 и момент включения VS 

подобрать так, чтобы импульсы тока имели одинаковую амплитуду.

2.2. Магнитные цепи

В большинстве случаев анализа магнитных систем необходимо ис-

следовать картину магнитного поля, то есть модель микроуровня. Но 

такая модель весьма сложна для анализа даже в статике. Расчёт пере-

ходных процессов в модели магнитной системы микроуровня (про-

граммы Maxwell, Ansys) – это задача, требующая очень больших затрат 

времени как на ввод её описания, так и на расчёты, а также большой 

вычислительной мощности ЭВМ. Заменой фрагментов картины маг-

нитного поля, если они могут быть описаны простыми соотношения-

ми фазовых переменных, сосредоточенными параметрами может быть 

осуществлён переход с микроуровня на макроуровень, то есть картина 

магнитного поля будет заменена магнитной цепью. 

Места соединения фрагментов магнитной системы моделируются 

узлами графа. Подобно электрической схеме магнитная цепь строит-

ся на поверхности, обладающей бесконечно большим сопротивлением 

(магнитным), а соединительные линии (узлы графа) обладают нулевым 

сопротивлением.

Фазовые переменные (или обобщённые координаты) магнитной 

цепи – магнитодвижущая сила F, являющаяся дифференциальной ко-

ординатой потенциала магнитного поля (в модели микроуровня потен-

циалы магнитного поля отображаются эквипотенциальными линия-

ми), и Ф
R
 – производная магнитного потока Ф по времени, являющаяся 

координатой потока (в модели микроуровня её направление задаётся 

вдоль силовых линий магнитного поля). Убедимся в принадлежности 

МДС F и величины Ф
R
 к указанным группам фазовых переменных на 

примере последовательного соединения магнитных сопротивлений. 

В магнитной цепи, содержащей последовательно соединённые источ-

ник МДС (катушка на магнитопроводе) и два одинаковых магнитных 

сопротивления (например, два зазора в магнитопроводе), величина 

магнитного потока меньше, чем в случае, когда один из зазоров равен 

нулю, так как общее магнитное сопротивление зазоров определяется 
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суммированием. Магнитный поток в сопротивлениях зазоров один  

и тот же (координата потока), а МДС является дифференциальной ко-

ординатой, так как магнитные потенциалы выводов у магнитных со-

противлений зазоров различны. Нетрадиционное использование вели-

чины Ф
R
 (производной) в качестве фазовой переменной обусловлено 

тем, что произведение магнитного потока и МДС определяет энергию, 

а не мощность. При этом в строгом понимании магнитное сопротив-

ление является реактивным, то есть мерой обобщённой «ёмкости» или 

«податливости», а не мерой потерь энергии [2].

Рис. 2.6. Вид элементов магнитных схем: источники и магнитное 
сопротивление (магнитная проводимость)

2.2.1. Активные элементы магнитных цепей

Активными элементами (рис. 2.6) магнитной цепи являются:

−	 источник магнитодвижущей силы (МДС) F – двухполюсник, харак-

теризующийся отсутствием изменения МДС на выводах;

−	 источник магнитного потока Ф – двухполюсник, характеризующий-

ся отсутствием изменения производной магнитного потока через 

него при изменении МДС на выводах.

2.2.2. Пассивные элементы магнитных цепей

Проявления потерь магнитной энергии в магнитной цепи в виде 

остаточной намагниченности и временнόй задержки в большинстве 

случаев могут быть смоделированы нелинейным магнитным сопро-

тивлением R
МП

. Например, во многих САПР есть возможность задавать 

петлю кривой намагничивания ферромагнитного участка магнитопро-

вода. В общем виде пассивный элемент R
МП

 магнитной цепи осущест-

вляет следующий вид связи фазовых переменных F
П
 и Ф

R
 = Ф’:

∫∫ === dtФRdt
dt
dФRФRF RМПМПМПП .                   (2.6)
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Реактивным элементом магнитной цепи является магнитное со-

противление R
М

, осуществляющее следующий вид связи фазовых пе-

ременных F
Р
, Ф

R
:

RMP ФRF =    или RMMP ФC
dt
dФCF == .                 (2.7)

Так как оно эквивалентно ёмкости, правильнее обозначать его С
М

. 

Его величину можно определить через параметры фрагмента магнит-

ной системы:

S
lRM µ

= ,

где l, S, μ – средняя длина силовой линии магнитного поля в фрагмен-

те, площадь сечения фрагмента и магнитная проницаемость.

Элементы, предназначенные трансформировать уровни фазовых 

переменных и динамически менять структуру магнитной цепи, не ис-

пользуются. Реализовать их функции можно в рамках электрической 

схемы включения обмоток электромеханического устройства и в меха-

нической цепи. 

2.2.3. Дуальность элементов и особенности анализа  
магнитных цепей

При дуальном перестроении одной магнитной цепи в другую при-

шлось бы использовать «неизвестный» реактивный элемент, моде-

лирующий инерционность. Необходимость дуального перестроения 

магнитной цепи возникает лишь при составлении её электрического 

аналога. Источники МДС и производной магнитного потока дуальны 

друг другу. Дуальным элементом пассивного магнитного сопротивле-

ния R
МП

 является магнитная проводимость G
MП

, а реактивного магнит-

ного сопротивления R
М

 (по смыслу это ёмкость С
М

) – магнитная прово-

димость G
M

 (по смыслу это индуктивность).

Пример построения магнитной цепи и преобразования её в электри-

ческую схему методом дуального перестроения приведён в п. 1.3.1. Под-

робнее о приёмах построения магнитных цепей рассказывается в п. 3.1.

Лабораторная работа 2 
Составление магнитной цепи электромеханического 

преобразователя

Цель работы – формирование навыков составления магнитных цепей 

электромеханических преобразователей средствами программы Elcut.
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Задание. Освоить составление макромодели магнитной системы, 

содержащей несколько обмоток на ферромагнитном магнитопроводе. 

Ввести в программе Elcut магнитную систему (микромодель) электро-

магнита с неравномерным зазором (рис. 2.7).

Рис. 2.7. Электромагнит с неравномерным зазором

Для этого в меню «Файл» Elcut выбрать позицию «Создать» и ука-

зать в списке предлагаемых документов – «Задача Elcut». Открыть со-

зданную задачу – меню «Файл/Открыть».

Открыть окно свойств задачи «Задача/Свойства задачи». Выбрать 

«Тип задачи» – «Магнитостатика» и «Класс модели» – «Плоская» (по 

умолчанию осевой размер модели равен 1 м).

Создать геометрию модели, создавая вершины, рёбра и блоки (вы-

зов меню правой кнопкой мыши) нужных размеров. С боков электро-

магнитной системы в местах замыкания потоков рассеяния установить 

блоки (воздух) произвольных размеров и формы. Всем блокам необхо-

димо присвоить метки – меню «Свойства/Правка» (или выбрать «Со-

здать метку» в контекстном меню, всплывающем при нажатии правой 

кнопки мыши). 

Выбрать «Свойства метки» в контекстном меню и в диалоговом 

окне задать: для блоков воздуха и обмоток – относительную магнитную 

проницаемость, равную единице, для ферромагнитных блоков – уста-

новить ключ «Нелинейный материал» и затем ввести его кривую на-

магничивания (взять из справочника, например, для электротехничес-

кой стали 1411) в табличной форме, нажав кнопку «Кривая В-Н», для 

блоков обмоток задать величину «Полный ток».
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Далее построить сеть конечных элементов (команда «Создать сет-

ку» в контекстном меню). Задать граничные условия: выделить узлы и 

линии по периметру введённой области (сети) и определить значение 

магнитного потенциала – «Свойства метки», например в форме усло-

вия Дирихле (нулевое значение магнитного потенциала). Рассчитать 

систему – меню «Задача/Решить задачу». 

Чтобы увидеть результаты решения, выберите в меню «Задача/Ана-

лиз результатов». С помощью кнопок панели инструментов можно 

выбирать построение картины поля, рассчитывать локальные и интег-

ральные параметры картины поля, а также строить графики распреде-

ления индукции и других параметров.

При фиксированных величинах зазоров и МДС обмоток опреде-

лить величины магнитных проводимостей зазоров, фрагментов маг-

нитопровода и проводимостей рассеяния (для магнитных потоков, не 

проходящих по якорю). Считая полученные проводимости сосредото-

ченными параметрами, составить магнитную цепь.

2.3. Механические цепи

Механические системы, по сравнению с электрическими, более 

разнообразны в аспекте пространственных форм и размеров и имеют 

до шести степеней свободы. Для них при дискретизации пространства 

переход от графического изображения физического объекта к его моде-

ли макроуровня (к механической цепи) менее очевиден, чем в электри-

ческой системе. Механические цепи наиболее сложны для понимания 

по сравнению с приведёнными в этом пособии цепями иной физичес-

кой природы.

Наличие нескольких степеней свободы обусловливает моделиро-

вание механической системы набором взаимосвязанных механических 

цепей. Основой при этом является моделирование одномерной меха-

нической системы с одной степенью свободы плоской цепью. Много-

мерными считаются такие механические системы, элементы которых 

совершают одновременно движение по нескольким координатам про-

странства. Пример такой системы – колесо автомобиля: во-первых, оно 

вращается, во-вторых, движется вместе с автомобилем поступательно, 

в-третьих, вследствие неровности дороги перемещается перпендику-

лярно направлению движения автомобиля, в-четвёртых, в результате 
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упругого скручивания покрышки и её скольжения по дороге при пово-

роте автомобиля смещается горизонтально поперёк направления дви-

жения автомобиля. Как правило, имеется возможность учесть парамет-

ры более простой механической системы одной из степеней свободы  

в параметрах элементов механической системы другой степени свобо-

ды (в наиболее сложной системе) и тем самым свести многомерную ме-

ханическую систему к одномерной.

Формализованным изображением одномерной механической систе-

мы на плоскости является механическая цепь. «...Под механической це-

пью будем подразумевать совокупность активных и пассивных элемен-

тов, составляющих динамическую систему и условно связанных между 

собой линиями взаимного влияния сил и скоростей, возникающих в ре-

зультате внешнего воздействия» (И.А. Дружинский [5]). Линии соедине-

ния между сосредоточенными элементами механической цепи обеспе-

чивают идеальную, то есть без потерь энергии, передачу сил и скоростей 

между полюсами элементов (как проводники на электрических схемах). 

В реальном объекте этих линий нет в отличие от проводников в элект-

рических системах. Форма и размеры этих линий, а также ориентация 

элементов на рисунке цепи могут быть произвольными, в чём состоит 

основное затруднение замены механической системы цепью. 

Кроме того, механическая цепь в отличие от электрической схемы 

и магнитной цепи строится на поверхности, обладающей нулевым со-

противлением (механическим), а соединительные линии (узлы графа) 

обладают бесконечно большим сопротивлением (трение между несо-

единёнными друг с другом с помощью элемента трения узлами равно 

нулю). При первой системе электромеханических аналогий механичес-

кому сопротивлению трения соответствует проводимость, а не сопро-

тивление! Всё перечисленное является затруднением при составлении 

механических цепей.

Сила f и скорость v являются фазовыми переменными (или обоб-

щёнными координатами) механической системы с поступательной 

степенью свободы. Определим принадлежность силы и скорости  

к группам фазовых переменных на примере последовательного соеди-

нения простейших пассивных элементов трения.
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Рис. 2.8. Пример последовательного соединения элементов трения 
(механическая система и цепь)

В механической цепи (рис. 2.8), составленной по правилам, при-

ведённым в п. 2.3.6, и содержащей последовательно соединённые ис-

точник силы f , толкающей верхний из двух брусков, и два элемента 

трения: s
1
 – между брусками, s

2
 – между нижним бруском и опорой, 

скорость v
1
 движения верхнего бруска больше, чем в случае, когда од-

ного из элементов трения нет (например, нет нижнего бруска), так как 

за счёт трения s
2
 нижний брусок двигается относительно опоры в том 

же направлении, что и верхний, со скоростью v
2
. То есть, используя 

терминологию электрической и магнитной цепей, в этом случае следу-

ет говорить о последовательном соединении не сопротивлений, а про-

водимостей трения. Сопротивления трения в этом случае должны быть 

соединены параллельно, то есть по дуальной схеме. 

Скорости движения полюсов у элементов, моделирующих трение, 

различны, то есть скорость является дифференциальной координа-

той. При постоянной скорости движения брусков силы, приложенные  

к ним (к элементам трения), напротив, одинаковы: для верхнего и для 

нижнего брусков сила действия равна силе противодействия – равна f. 

То есть сила в механической цепи является координатой потока. 

Следует особо отметить, что в механической цепи в отличие от схе-

мы механической системы силы, моменты и скорости направлены не  

в пространстве трёх координат, а лишь от одного полюса двухполюс-

ника к другому. Поэтому необязательно (иногда даже нежелательно) 

располагать эти двухполюсники, ориентируясь на понятия верх-низ  

и стороны света. Всё перечисленное является затруднением при со-

ставлении механических цепей.

Значительное отличие от механических систем с поступательными 

степенями свободы имеется у механических систем с вращательными 

степенями свободы. В механической цепи с вращательной степенью 
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свободы фазовыми переменными являются момент силы М и угловая 

скорость ω, а линии соединения между сосредоточенными элемента-

ми в цепи-аналоге соответствуют осям вращения фрагментов реальной 

механической системы.

Механические системы характеризуются наличием двух основных 

видов взаимодействий: инерционное и посредством упругости. Соответс-

твенно, в них анализируются два вида реактивной энергии – кинетичес-

кая и потенциальная – и присутствуют два вида реактивных элементов.

2.3.1. Активные элементы механических цепей

В технической литературе используются разнообразные способы 

изображения элементов механических систем и цепей в отличие от 

электрических цепей, для которых эти изображения стандартизованы. 

Как правило, схематичное изображение механической системы близ-

ко к её чертежу в разрезе с простановкой направлений действия сил, 

моментов и скоростей в виде стрелок (рис. 2.8). В механических цепях 

в этом пособии будут использоваться изображения элементов, при-

ведённые на рис. 2.9, 2.10.

Рис. 2.9. Изображения активных элементов механических цепей 
(поступательной и вращательной степеней свободы)

Активными элементами (рис. 2.9) механической цепи с поступа-

тельной степенью свободы являются:

−	 источник силы f – двухполюсник, характеризующийся отсутствием 

изменения силы на его полюсах при изменении скоростей полюсов;

−	 источник движения (скорости) v – двухполюсник, характеризую-

щийся отсутствием изменения скорости при изменении силы между 

его полюсами.

Простейшими активными элементами механической цепи с вра-

щательной степенью свободы являются (рис. 2.9):

−	 источник момента силы М – абстракция, двухполюсник, характери-

зующийся отсутствием изменения момента на его полюсах при из-

менении скорости полюсов;
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−	 источник угловой скорости ω – абстракция, двухполюсник, харак-

теризующийся отсутствием изменения скорости при изменении мо-

мента на его полюсах.

Реально существующие источники могут лишь приближаться  

к этим понятиям с той или иной степенью точности, выдерживая пос-

тоянной величину одной из фазовых переменных.

2.3.2. Пассивные элементы механических цепей

Простейшими пассивными элементами (рис. 2.10) механической 

цепи с поступательной степенью свободы являются:

−	 механическое трение (сухое или вязкое) s
х
, осуществляющее следую-

щий вид связи фазовых переменных f
s
, v

s
 механической цепи:

sxs vsf = ;                                                    (2.8)

−	 масса (способность препятствовать изменениям значений скорости) 

m
x
, осуществляющая следующий вид связи фазовых переменных f

m
, v

m
:

dt
dvmf m

xm = ;                                              (2.9)

−	 механическая податливость ξ
х
 (величина, обратная жёсткости), осу-

ществляющая следующий вид связи фазовых переменных fξ, vξ:

∫= dtvf
x

ξξ ξ
1

.                                            (2.10)

Рис. 2.10. Изображения пассивных элементов механических цепей 
(поступательной и вращательной степеней свободы)

Простейшими пассивными элементами механической цепи с вра-

щательной степенью свободы являются:

−	 механическое трение sφ вращения, осуществляющее следующий вид 

связи фазовых переменных М
s
, ω

s
 механической цепи:

ss sM ωϕ= ;                                                 (2.11)

−	 момент инерции mφ, осуществляющий следующий вид связи фазо-

вых переменных М
m
, ω

m
:

dt
dmM m

m
ω

ϕ= ;                                             (2.12)
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−	 механическая податливость ξφ вращения (скручивания), осущест-

вляющая следующий вид связи фазовых переменных Мξ, ωξ:

∫= dtM ξ
ϕ

ξ ω
ξ
1

.                                             (2.13)

Реальные объекты механических систем, конечно же, имеют не 

по одному свойству, отражённому в простейшем элементе. Однако, 

если соотношение энергий, связанных с «паразитными» и основными 

свойствами объектов, велико, «паразитные» элементы можно опускать 

для упрощения цепи. Так, в большинстве случаев можно не учитывать 

массы пружин, податливости твёрдых тел и т. д.

2.3.3. Элементы согласования механических цепей

В качестве элементов согласования в механических цепях исполь-

зуются рычаги и гидравлические мультипликаторы для преимущес-

твенно линейных перемещений и разнообразные передачи враща-

тельного движения (шестерёнчатые, фрикционные, ремённые и т. д.), 

характеризующиеся коэффициентом передачи, как и электрические 

трансформаторы. 

В качестве ограничителей движения в каком-либо направлении в ме-

ханических цепях используются структуры на основе соприкасающих-

ся масс (узлов). Но для инженера-электротехника представляется более 

удобным использование управляемых и функциональных источников  

и ключей, аналогичных по начертанию приведённым на рис. 2.4. Элемент, 

обладающий свойствами управляемого ключа электрических схем, напри-

мер, необходим для моделирования как ограничений движения в каком-

либо направлении, так и вариантов элементов трения, предположим, тре-

ния покоя. Сопротивление трения управляемой ветви такого ключа есть 

дискретная функция силы или скорости в управляющей ветви.

2.3.4. Дуальность элементов механических цепей

При построении дуальных механических схем следует учитывать, 

что источники силы (момента) и скорости дуальны друг другу. Масса 

дуальна податливости, момент инерции – податливости вращения, а 

элементу сопротивления трения s дуальна проводимость трения h (при 

линейном движении h
х
 = 1/s

х
, при вращательном движении hφ = 1/sφ). 

Дуальный механический трансформатор (рычаг) остаётся трансформа-

тором, но имеет обратный коэффициент трансформации, как и элек-
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трический трансформатор в аналогичной ситуации. Дуальные ключи 

различаются состоянием: нормально-замкнутое – нормально-разо-

мкнутое, как и в электрических схемах.

2.3.5. Особенности анализа механических цепей

В отличие от электрической схемы в механической цепи не допус-

кается произвольное определение базовой точки цепи. Связано это ог-

раничение со свойством одного из пассивных элементов цепи – массы 

(момента инерции), моделирующего инерционные свойства объекта. 

Масса (в механической системе изображается однополюсником) как 

элемент механической цепи представляет собой двухполюсник [1], 

один из полюсов которого всегда соединён с инерциальной системой 

отсчёта. Это свойство исключает возможность последовательного со-

единения двухполюсных масс. И по аналогии с электрической схемой, 

где недопустимы контуры, состоящие из одних индуктивностей и ис-

точников ЭДС, недопустимыми в механических цепях являются узлы, 

объединяющие лишь массы и источники силы.

В роли инерциальной системы отсчёта может выступать, например, 

центр масс Солнечной системы, Земли или – в более простых случа-

ях – центр масс некоего тела механической системы, масса которого 

существенно больше массы любого другого тела этой системы, и по-

этому его перемещение в пределах заданной погрешности моделиро-

вания можно считать нулевым. За базовую точку в механической цепи 

всегда принимается инерциальная система отсчёта. 

2.3.6. Пример построения механической цепи

Рассмотрим на примере некоторые правила и приемы построения 

механических цепей. Инерциальная система отсчёта, изображённая на 

рис. 2.11 в виде заштрихованного углового фрагмента, представляет собой 

замкнутую фигуру, охватывающую рисунок механической системы (и ри-

сунок каждой из механических цепей) с образованием внешнего контура. 

Два массивных элемента m
1
, m

2
 «расталкиваются» силой f 

(f
х
 = fcos(β) – её горизонтальная составляющая, f

у
 = fsin(β) – вертикаль-

ная). Кроме того, элемент m
1
, расположенный на наклонной плоскос-

ти, взаимодействует с инерциальной системой отсчёта с силой веса f
Р1

, 

а элемент m
2
, сила веса которого уравновешена реакцией опоры, обла-

дает степенью свободы по оси х и подпружинен. В плоскости, по кото-
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рой двигается элемент m
1
, равнодействующая силы f

Р1 
и силы реакции 

наклонной опоры равняется f
P1

sin(α), горизонтальная составляющая 

которой f
P1х

 равняется f
P1

sin(α)cos(α), а вертикальная составляющая f
P1у

 

равняется f
P1

sin2(α). 

Рис. 2.11. Пример механической системы и её механические цепи  
для степеней свободы по координатам х и у

Под рисунком механической системы изображены две цепи. Левая 

моделирует движение элементов системы в горизонтальном направле-

нии х, правая – в вертикальном у. Параметры элементов s
1
, s

2
 рассчи-

тываются с учётом величины силы реакции опоры. 

Силы веса всегда направлены к инерциальной системе отсчёта вне 

зависимости от того, как она изображена. Направление сил взаимо-

действия отдельных элементов системы определяется сопоставлением 

их с силами веса. Так, для элемента m
1
 горизонтальная составляющая f

х
 

силы f направлена навстречу горизонтальной составляющей реакции 

от силы веса f
P1х

, то есть в механической цепи они направлены по-раз-

ному относительно подвижного полюса массы m
1
. То же самое можно 

сказать и для вертикальной её составляющей.

Для сложной механической системы возможны несколько вариан-

тов выбора степеней свободы. В рассмотренном примере можно:

−	 моделировать движение элемента m
1
 вдоль наклонной плоскости 

одной механической цепью, а элемента m
2
 в горизонтальной плос-

кости – второй механической цепью. При этом каждой из этих двух 

систем достанется по элементу f (с учётом угла с соответствующей 
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плоскостью), действующему относительно системы отсчёта, как  

в правой механической цепи на рис. 2.11;

−	 использовать одну степень свободы возвратно-поступательную (х), 

а вторую – вращательную (элемент m
1
 при движении вверх по на-

клонной плоскости вращается относительно элемента m
2
 по часовой 

стрелке).

В зависимости от решаемых задач анализа механические цепи 

могут дополняться системой начальных условий (скорости движения 

масс и усилие сжатой пружины), а также элементами, моделирующи-

ми трение покоя и ограничения хода: элемента m
1
 (в рассмотренном 

примере) справа, а элемента m
2
 слева координатой х

0
 и т. д. Подробнее 

о приёмах построения механических цепей и их электрических схем-

аналогов – в разделе 3.2.

Лабораторная работа 3 
Составление одномерной механической цепи

Цель работы – формирование навыков составления механических 

цепей.

Задание. Составить макромодель механической системы, изобра-

жённой на рис. 2.12, – механическую цепь электромагнитного устройс-

тва, подхватывающего и удерживающего подлетающий массивный груз.

Рис. 2.12. Заданная механическая система

Груз массой m
1
, двигаясь со скоростью v, подлетает вверх, соприка-

сается с полюсами электромагнита 1 массой m
2
 и далее движется вместе 

с электромагнитом. Электромагнит с обмоткой возбуждения, запитан-

ной постоянным током, закреплён на упругом подвесе 2, обладающем 

также амортизирующими свойствами.

Составить механическую цепь этой системы и промоделировать её 

работу при различных значениях скорости соударения груза и электро-

магнита без учёта инерционности подвеса 2 и его вращения.
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2.4. Акустические цепи

Акустической цепью можно моделировать физические системы, 

использующие различные виды подвижной среды, например в пнев-

матической системе – газ, в гидравлической – жидкость. С рядом ог-

раничений термин «акустическая цепь» применим к аэро- и гидроди-

намическим системам. 

Акустическая система может быть не только нагрузкой электротехни-

ческой системы. Зачастую она представляет собой составную её часть как 

система охлаждения (вентиляции) устройства в целом или его детали.

Модель макроуровня (цепь) для акустической системы может быть 

сформирована при возможности её представления в виде системы со-

общающихся полостей (труб различной формы, длины и сечения) [9]. 

Среда, заполняющая полости, характеризуется плотностью ρ. Линей-

ные системы характеризуются малыми изменениями плотности среды. 

Линейные размеры полостей должны быть существенно меньше дли-

ны звуковой волны в заполняющей их среде (газе или жидкости), ина-

че будет необходимо учитывать также волновые явления: отражения, 

дифракцию, интерференцию. 

Акустическая цепь строится на поверхности (в объёме), обладаю-

щей бесконечно большим акустическим сопротивлением (сопротивле-

ние между несоединёнными между собой узлами бесконечно большое, 

так же как в электрической системе). Места соединения указанных по-

лостей моделируются узлами графа. Акустические цепи по начертанию 

и использованию несколько ближе к электрическим схемам, чем ме-

ханические. Некоторые из полостей (труб), содержащие сравнительно  

с остальными малые объёмы рабочего газа (жидкости), могут ассоци-

ироваться с электрическими соединительными проводниками и моде-

лироваться узлами графа цепи. 

Фазовыми переменными акустической цепи являются давление р 

(разность давлений на концах элемента) и расход q (объёмная скорость 

среды через элемент). Давление является дифференциальной коорди-

натой, а расход – координатой потока. В этом акустические цепи близ-

ки к электрическим и магнитным. Убедимся в принадлежности давле-

ния и расхода к указанным группам обобщённых координат на примере 

последовательного соединения акустических сопротивлений. В акус-

тической цепи, содержащей последовательно соединённые источник 
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давления (насос) и два одинаковых акустических сопротивления (на-

пример, два дросселя в трубе), расход меньше, чем в случае, когда ве-

личина сопротивлений одного из дросселей равна нулю (нет дросселя), 

так как общее сопротивление дросселей определяется суммированием. 

Расходы через сопротивления дросселей одинаковы (координаты по-

тока), а давление является дифференциальной координатой, так как 

величины давлений на выводах сопротивлений дросселей различны.

В акустической системе два вида взаимодействия, два вида реактив-

ной мощности и два вида реактивных элементов. Основной вид взаимо-

действия в акустической системе – упругое. Инерциальное взаимодейс-

твие учитывается при высоких частотах (скоростях движения среды).

2.4.1. Активные элементы

Графические изображения элементов акустических цепей нашли 

широкое применение в гидравлике. Однако многие из элементов не 

являются двухполюсными и потому не могут быть применены в методе 

аналогий. В этом пособии используются их изображения, несколько 

отличающиеся от применяемых в гидравлике. Идеальными активными 

элементами (рис. 2.13) акустической цепи являются:

−	 источник давления р – двухполюсник, характеризующийся отсутс-

твием изменения давления на его полюсах при изменении объёмной 

скорости (расхода) рабочей среды через полюса;

−	 источник расхода q – двухполюсник, характеризующийся отсутс-

твием изменения расхода при изменении давления на его полюсах. 

У реальных источников акустической мощности (насосов, венти-

ляторов и т. д.) в отличие от идеальных внутренние потери давления 

(или расхода) необходимо учитывать.

Рис. 2.13. Вид элементов акустических схем
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2.4.2. Пассивные элементы

Пассивные элементы реальной системы сообщающихся полостей 

могут быть составлены из простейших. Простейшие пассивные эле-

менты (рис. 2.13) акустической цепи связаны с тремя разными физи-

ческими процессами:

1) акустическое трение s
р
, характерное для физического процесса 

течения с трением в узкой трубе, осуществляющее следующий вид свя-

зи фазовых переменных р
s
, q

s
 акустической цепи [9]:

sps qsp = .                                                 (2.14)

Недостатком данного представления трения в акустической систе-

ме является то, что параметр s
р
 в сколько-нибудь широком диапазоне 

изменения скорости движения среды нелинейный (представляет со-

бой функцию от скорости, при малых скоростях – в первой степени, 

а при больших – второй и более степени). Существует несколько ви-

дов движения среды (ламинарное, турбулентное, переходные режимы). 

Например, во многих вентиляционных расчётах при узком диапазоне 

величин скорости для линеаризации параметра сопротивления исполь-

зуется иная связь давления и расхода:
2qzp a= ,

где z
а
 – аэродинамическое сопротивление [18], в этом случае:

( ) sasp qzqfs == .

Для большого количества конфигураций сообщающихся полостей 

(сужение или расширение канала, дроссельное трение в капиллярах или 

в трубе с пористым наполнителем, изгиб канала и т. д.) известны эмпири-

ческие зависимости, позволяющие рассчитать величину s
р
. Например:

• при входе воздуха в узкий канал сечением S:

−	 с выступающим краем: 

s
р
 = 0,6v/S;

−	 с прямоугольным краем: 

s
р
 = 0,3v/S;

−	 через проволочную сетку или при радиусе кромки, равном 0,1 от диа-

метра d канала:

s 
р
= 0,125v/S;

−	 с закруглением края, равным диаметру канала: 

s
р
→0;
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• при сужении канала с сечения S
2
 до S

1
: 

s
р
 = 0,35(1-S

1
/S

2
)2v/S;

• при расширении канала с сечения S
1
 до S

2
: 

s
р
 = 0,6(1-S

1
/S

2
)2v/S;

• при повороте канала на угол α(град): 

s
р
 = αv/120S;

• трение в узком канале круглого сечения длиной l: 

s
р
 = 0,05vl/Sd, 

в прямоугольном канале определяется эквивалентный диаметр, но 

если одна из его сторон много больше другой, то за диаметр принима-

ется меньшая;

2) акустическая масса m
р
, характерная при реализации физического 

процесса инерционности текучей среды, осуществляющая следующий 

вид связи фазовых переменных р
m
, q

m
 при одинаковом расходе через 

концы трубы:

dt
dqmp m

pm = .                                            (2.15)

Элементы, обладающие этим свойством, должны быть такими, 

чтобы в них не проявлялось сжатие среды, а расход через их вход и вы-

ход должен быть один и тот же. Соотношение (2.15) используется при 

пренебрежении трением среды о стенки трубы, что возможно лишь при 

работе на частотах, существенно выше так называемой граничной. Гра-

ничная частота f
гр

 зависит от гидравлического радиуса сечения трубы 

и вязкости среды. Для воздуха граничная частота [9]

2

2
08,4

B
Sfгр = ,

где S
0

 и B – площадь сечения и периметр трубы в мм2 и мм соответс-

твенно. 

При частотах, существенно меньше граничной, полость (труба) мо-

делируется элементом акустического трения s
р
. В области граничной 

частоты она моделируется последовательно соединёнными акустичес-

кой массой и акустическим трением [9] (аналогично тому, как в элект-

рической системе дроссель зачастую моделируется последовательно со-

единёнными индуктивностью и сопротивлением омических потерь);

3) акустическая податливость ξ
р
, характерная при реализации фи-

зического процесса адиабатического сжатия замкнутого объёма, осу-

ществляющая следующий вид связи фазовых переменных рξ, qξ:
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∫= dtqp
p

ξξ ξ
1

.                                            (2.16)

Элементы, обладающие этим свойством, должны удовлетворять ус-

ловию независимости давления от положения точки внутри объёма. При 

адиабатическом сжатии замкнутого объёма (без теплообмена с внешней 

средой) акустическая податливость определяется [9] по формуле

p

v
p c

c
p
V

0

0=ξ ,

где р
0
 – давление в системе отсчёта; с

р
/с

v
 – показатель адиабаты; с

р
, с

v
 – 

значения удельной теплоёмкости при постоянном давлении (С
р)

 и при 

постоянном объёме (С
v
). 

При f меньше f
гр

 сжатие не адиабатическое, а изотермическое – всё 

выделяющееся тепло успевает уходить во внешнюю среду. При этом 

показатель адиабаты стремится к единице. В этом случае параллельно 

акустической податливости следует ставить элемент акустического тре-

ния, моделирующий рассеяние энергии (аналогично тому, как в элек-

трической системе конденсатор моделируется параллельно соединён-

ными ёмкостью и сопротивлением утечки). Для воздуха граничная 

частота определяется по формуле

0

0

2V
Sfгр = ,

где S
0
 и V

0
 – площадь поверхности и объём сжимаемого вещества в мм2 

и мм3 соответственно. 

Элементы, предназначенные трансформировать уровни фазовых пе-

ременных в акустической цепи, не используются, а для динамического из-

менения её структуры (для моделирования клапанов, дросселей, заслонок 

и т. д.) рекомендуется использовать близкие к применяемым в электри-

ческих схемах управляемые и функциональные источники и ключи. 

2.4.3. Дуальность элементов и особенности анализа  
акустических цепей

Поскольку акустическое трение является аналогом электрического 

сопротивления, то при генерации электрических схем – аналогов акус-

тических цепей не требуется выполнение дуального их перестроения. 

При необходимости же построения дуальной акустической цепи сле-

дует учитывать, что источники давления и расхода дуальны друг другу. 
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Акустическая масса дуальна акустической податливости, а элементу 

акустического трения s
р
 дуальна акустическая проводимость трения h

р
. 

Дуальные ключи различаются состоянием: нормально-замкнутое или 

нормально-разомкнутое, как в электрических схемах.

В акустической цепи положение базовой точки связано со свойс-

твом пассивного элемента – акустической податливости, один полюс 

которой в большинстве случаев присоединён к системе отсчёта. Для 

акустической цепи система отсчёта представляет собой внешнюю сре-

ду, пространственные размеры которой велики, а давление р
0 
в ней пос-

тоянно и равно, например, атмосферному. 

2.4.4. Пример построения акустической цепи

Рассмотрим на примере автомобильного гидравлического аморти-

затора некоторые правила и приемы построения акустических цепей. 

Замкнутый корпус 1 амортизатора разделён приводимым в движение 

через шток 2 поршнем 3 на две полости. При движении поршня от-

носительно корпуса в одном направлении (например, задана его ско-

рость вниз при наезде колеса автомобиля на препятствие) заполняю-

щая корпус жидкость перетекает под действием создаваемого поршнем 

давления р
1
 из одной полости в другую через открывающийся при этом 

клапан 4, испытывая слабое сопротивление. При движении поршня  

в обратном направлении (при закрытом клапане 4) сопротивление 

сильное, так как жидкость в этом случае перетекает по зазорам мало-

го сечения. Акустическая цепь амортизатора может выглядеть так, как 

показано на рис. 2.14.

Источник расхода q, величина которого равна произведению ско-

рости движения штока относительно корпуса на площадь его сечения, 

подключен одним полюсом к общей точке цепи. Сжимаемость жид-

кости по одну сторону поршня моделируется акустической податли-

востью ξ
1
 и акустическим трением s

1
 (моделирующим отвод тепла), а по 

другую сторону поршня – податливостью ξ
2
 и акустическим трением s

2
. 

Дроссели s
3
, s

4
 представляют собой суммарные элементы акустического 

трения в каналах (с учётом сопротивлений на входе в канал, при про-

ходе по нему, при поворотах и выходе), по которым проходит жидкость 

через клапан и в обход него. Акустические массы m
1
, m

2
 различаются 

по величине потому, что сечения каналов в дросселях s
3
, s

4
 и скорости 
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(частоты) движения жидкости через них различны. Разность давлений 

в полостях амортизатора (p
2
 – p

1
) управляет ключом S. При p

2
 мень-

шем p
1
 ключ размыкается и жидкость из верхней полости (правой на 

рис. 2.14) перетекает в нижнюю (левую) лишь через один дроссель s
4
. 

При p
2
 большем p

1
 ключ замыкается и жидкость из левой полости пере-

текает в правую через оба дросселя одновременно. 

Рис. 2.14. Гидравлический амортизатор и его акустическая цепь

Лабораторная работа 4 
Составление акустической цепи

Цель работы – формирование навыков составления акустических 

цепей.

Задание. Составить акустическую цепь системы охлаждения (вен-

тиляции) мощного полупроводникового прибора 1, установленного на 

радиаторе 2, который охлаждается потоком воздуха, создаваемым вен-

тилятором 3 (рис. 2.15).

Рис. 2.15. Система воздушного охлаждения полупроводникового прибора 
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2.5. Тепловые (термодинамические) цепи

Необходимость использования термодинамической цепи возника-

ет при выполнении теплового расчёта электротехнического устройс-

тва – определении превышения температуры различных частей уст-

ройства над температурой окружающей среды. Этот расчёт зачастую 

выполняется совместно с вентиляционным (акустическим) расчётом. 

Величина расхода q охлаждающего газа или жидкости определяется 

мощностью Q, отдаваемой нагретым телом (например, охладителем си-

лового полупроводникового прибора или обмоткой трансформатора), 

и допустимой температурой охлаждающего вещества:

Θ
=

c
Qq ,                                                (2.17)

где Θ – подогрев охлаждающего вещества (газа, жидкости); с – объём-

ная теплоёмкость (для воздуха с = 1100 Dж/м3 оС).

Таким образом, вентиляционный и тепловой расчёты взаимосвяза-

ны тем, что по результатам расчёта термодинамической цепи опреде-

ляется мощность Q, отдаваемая с поверхности тела, а вентиляционный 

расчёт позволяет определить расход q охлаждающего газа и, соответс-

твенно, скорость его движения около нагретого тела, от величины ко-

торой зависят параметры теплоотдачи.

Модель в виде цепи для систем этого типа может быть сформирова-

на путём выделения в пространстве исследуемой системы фрагментов 

с известными математическими моделями теплопередачи и заменой 

этих фрагментов на элементы с интегральными (сосредоточенными) 

параметрами. Поверхности сопряжения указанных фрагментов моде-

лируются узлами графа. Строится граф цепи на поверхности, облада-

ющей бесконечно малой теплопроводностью (сопротивление между 

несоединёнными друг с другом узлами бесконечно большое, так же как 

в электрической схеме). 

Фазовыми переменными (или обобщёнными координатами) тер-

модинамической цепи являются тепловой поток Q (мощность, отдава-

емая нагретым телом) и температура Θ. Как и для ранее рассмотренных 

физических сред, убедимся в принадлежности температуры и теплово-

го потока к указанным группам на примере последовательного соеди-

нения простейших пассивных элементов – тепловых сопротивлений.  

В термодинамической цепи, содержащей последовательно соединён-
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ные источник температуры (например, обмотка электромагнита в па-

зах) и два одинаковых тепловых сопротивления (например, два слоя 

корпусной изоляции), тепловой поток меньше, чем в случае, когда ве-

личина сопротивлений одного из слоёв изоляции равна нулю (нет её), 

так как общее тепловое сопротивление изоляции определяется их сум-

мированием. Тепловые потоки через сопротивления слоёв изоляции 

одинаковы (координаты потока), а температура является дифферен-

циальной координатой, так как температуры выводов сопротивлений 

слоёв изоляции различны.

В термодинамической системе лишь один вид взаимодействия – 

передача тепла от более нагретого тела к менее нагретому, один вид 

реактивной мощности и в термодинамической цепи один реактивный 

элемент.

2.5.1. Активные элементы термодинамических цепей

Для упрощения изложения будем использовать в термодинамичес-

ких цепях те же графические изображения элементов, что и в электри-

ческих схемах.

Активными элементами термодинамической цепи являются:

−	 источник температуры Θ – двухполюсник, характеризующийся от-

сутствием изменения разности температур его полюсов при измене-

нии теплового потока через полюса. Будем изображать так же, как 

источник напряжения (рис. 2.1);

−	 источник теплового потока Q – двухполюсник, характеризующийся 

отсутствием изменения теплового потока при изменении темпера-

туры на его полюсах. Будем изображать так же, как источник тока 

(рис. 2.1).

2.5.2. Пассивные элементы термодинамических цепей

Простейшими пассивными элементами термодинамической цепи 

являются:

1) тепловое сопротивление R
Т
, осуществляющее следующий вид 

связи фазовых переменных Q
R
 и Θ

R
:

RTR QR=Θ .                                              (2.18)

Будем изображать так же, как электрическое сопротивление 

(рис. 2.2).
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Теплопередача возможна путём теплопроводности через объём 

тела (пространство, заполненное веществом в твёрдой, жидкой или га-

зообразной форме), а также через поверхность тела путём конвекции  

(в функции скорости движения охлаждающей среды) или излучения. 

При теплопроводности:

S
bRT λ

= ,

где λ – коэффициент теплопроводности; b, S – толщина тела в направ-

лении теплопередачи и площадь его сечения. 

При теплопередаче с поверхности (конвекция или излучение):

пов
T S

R
α
1

= ,

где S
пов

 – площадь поверхности тела; α – коэффициент теплопередачи.

Коэффициент теплопередачи с поверхности зависит от скорости 

движения охладителя вдоль неё. Например, для лобовых частей элек-

трических машин:

( )v05,010 += αα ,

где v – указанная скорость; α
0
 – коэффициент теплопередачи без обдува.

Известны экспериментальные зависимости [18], позволяющие 

определить тепловое сопротивление при теплопроводности (коэффи-

циент λ), а также при конвекции или излучении (коэффициент α). Ду-

альным элементом теплового сопротивления для всех трёх форм теп-

лопередачи является (по аналогии с электрической проводимостью) 

тепловая проводимость G
Т
: 

G
Т
 = 1/R

Т
;

2) теплоёмкость C
T
, осуществляющая следующий вид связи фазо-

вых переменных Q
с
 и Θ

с
:

∫∫ ==Θ dtQ
C

dtQ
mc c

T
c

T
c

11
,                            (2.19)

где с
Т
 – удельная теплоёмкость вещества тела; m – масса тела.

2.5.3. Дуальность элементов и особенности анализа 
термодинамических цепей

Термодинамические (тепловые) цепи похожи на магнитные. При 

дуальном перестроении одной тепловой цепи в другую пришлось бы 

использовать «неизвестный» реактивный элемент, моделирующий 

инерционность теплопередачи. Но при построении электрической 
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цепи, дуальной термодинамической, элемент, моделирующий инерци-

онность, известен – это индуктивность. Поэтому в дуальной электри-

ческой цепи теплоёмкости C
T
 соответствует индуктивность. Элементу 

теплового сопротивления R
Т
 дуальна тепловая проводимость G

Т
. Ис-

точники теплового потока Q и температуры Θ дуальны друг другу. 

Как правило, к базовой точке термодинамической цепи подключа-

ются по одному из полюсов всех источников. Система отсчёта в этом 

случае представляет собой внешнюю среду, пространственные размеры 

которой велики, а температура в ней постоянна. В предельном случае 

температура системы отсчёта равна 0° К, но можно использовать и дру-

гие её уровни, например уровень так называемых нормальных условий 

(+25° С), температуру тела человека и т. д.

При построении термодинамической цепи по физической картине 

размещения элементов исследуемого объекта – источников тепла и его 

фрагментов, представляющих собой сопротивления на путях передачи 

этого тепла в систему отсчёта, строится тепловая цепь, состоящая из 

тепловых сопротивлений, теплоёмкостей и источников. Это довольно 

сложная задача, требующая хорошего понимания физических процес-

сов и умения пренебрегать малозначимыми параметрами. Однако она 

более проста по сравнению с рассмотренными ранее физическими сис-

темами. Причём при тепловых расчётах обычно изначально известен 

режим работы устройства – установившийся или кратковременный. 

Соответственно, в первом случае нет необходимости учитывать теп-

лоёмкости.

Лабораторная работа 5 
Составление термодинамической цепи

Цель работы – формирование навыков составления термодинами-

ческих (тепловых) цепей.

Задание. Составить тепловую цепь системы вентиляции мощно-

го полупроводникового прибора 1, установленного на радиаторе 2, 

который охлаждается потоком воздуха, создаваемым вентилятором 3 

(рис. 2.15).

Разностью температур воздуха, охлаждающего прибор сверху и по-

даваемого вентилятором, пренебречь.
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2.6. Аналогия переменных в рассмотренных  
физических средах

В основе аналогий лежит соответствие энергий и обобщённых ко-

ординат [3], [9]. Это соответствие определяет также соответствие иных 

переменных, некоторые из которых приведены в табл. 2.1 (сокращение 

«1са» – первая система аналогий).

Таблица 2.1

Соответствие переменных электрических цепей  

переменным иных физических сред

Элект-
рическая 

схема 

Магнитная 
цепь 

Механи-
ческая цепь 
(1са) (посту-
пательная)

Механичес-
кая цепь (1са) 
(вращатель-

ная)

Акустичес-
кая цепь 

(пневмати-
ческая, гид-

равлическая)

Термоди-
намичес-

кая (тепло-
вая) цепь 

Фазовые переменные (обобщённые координаты)
ЭДС

(напряже-
ние)

u

МДС
F

механичес-
кая сила

f

момент 
силы

Mφ

давление
p

ТДС
(темпера-

тура)
Θ

электри-
ческий 

ток
i

производ-
ная маг-
нитного 
потока

Ф
R

скорость 
движения

v

угловая 
скорость 

движения
ω

расход 
(объёмная 
скорость)

q

тепловой 
поток
(мощ-
ность)

Q

Пассивные элементы
электри-

ческое 
сопротив-

ление
R

сопро-
тивление 

магнитных 
потерь

R
П

механичес-
кое сопро-
тивление 

трения
s

x

механическое 
сопротивле-
ние трения 
вращения

sφ

акустическое
сопротивле-

ние
s

p

тепловое 
сопротив-

ление
R

T

электри-
ческая 

ёмкость
C

магнитное 
сопротив-

ление
С

М

механичес-
кая податли-

вость
ξ

x

механическая 
податливость 

вращения
ξφ

акустическая
податливость

ξ
p

теплоём-
кость

C
T

индуктив-
ность

L
–

масса
m

x

момент 
инерции

mφ

акустическая 
масса

m
p

–

Генерируемая энергия

∫uidt FФ ∫fvdt ∫Mφωdt ∫pqdt ∫ΘQdt
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Элект-
рическая 

схема 

Магнитная 
цепь 

Механи-
ческая цепь 
(1са) (посту-
пательная)

Механичес-
кая цепь (1са) 
(вращатель-

ная)

Акустичес-
кая цепь 

(пневмати-
ческая, гид-

равлическая)

Термоди-
намичес-

кая (тепло-
вая) цепь 

Реактивная энергия

электри-
ческая
Cu2/2

С
М

F2 /2
потенциаль-

ная
ξ

x
f 2/2

потенциаль-
ная

ξφMφ
2/2

потенциаль-
ная
ξ

p
p2/2

потенци-
альная
C

T
Θ2/2

магнит-
ная

Li2/2
–

кинетичес-
кая

m
x
v2/2

кинетическая
mφω

2/2

кинетичес-
кая

m
p
q2/2

–

Рассеиваемая энергия

∫i2Rdt Ф2R
П 

/2 ∫v2s
x
dt ∫ω2sφdt ∫q2s

p
dt ∫Q2R

T 
dt

Интегральные характеристики
электри-
ческий 
заряд

q

магнитный 
поток

Ф

координата 
(положение)

x

угол 
поворота

φ

объём 
носителя

V

тепловая 
энергия

А

потокос-
цепление

Ψ

– импульс 
силы

N
х

импульс
вращения

Nφ

импульс
давления

∫pdt

–

Заметим попутно, что в химической системе роль дифференциаль-

ной обобщённой координаты играет так называемый химический по-

тенциал, а роль основной интегральной характеристики – количество 

вещества.

2.7. Контрольные вопросы

1.	Объяснить различия элементов цепей в отношении направлений 

векторов их фазовых переменных.

2.	Описать фазовые переменные электрических схем.

3.	Привести алгебраические записи свойств активных и пассивных 

элементов электрических схем и электрических трансформаторов.

4.	Описать дуальность элементов электрических схем.

5.	Показать ограничения методов анализа электрических схем.

6.	Описать фазовые переменные магнитных цепей.

7.	Описать активные и пассивные элементы магнитных цепей.
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8.	 Вывести уравнение электрического равновесия для дросселя с разо-

мкнутым магнитопроводом с использованием принципа дуальности.

9.	 Каково отличие одномерных механических систем от многомерных?

10.	Показать отличие механической цепи от электрической схемы.

11.	Описать фазовые переменные механических цепей с поступатель-

ными и вращательными степенями свободы. 

12.	Описать активные и пассивные элементы механических цепей.

13.	Раскрыть смысл понятия «инерциальная система отсчёта».

14.	Описать особенности задания направлений действия сил и скоро-

стей при построении механических цепей.

15.	Описать дуальность элементов механических цепей.

16.	Описать фазовые переменные акустических цепей. 

17.	Описать активные и пассивные элементы акустических цепей.

18.	Описать особенности и ограничения применения акустических 

цепей. 

19.	 Описать фазовые переменные термодинамических (тепловых) цепей. 

20.	Описать активные и пассивные элементы тепловых цепей. 

21.	Описать особенности и ограничения применения тепловых цепей.
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3. СОСТАВЛЕНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СХЕМ-АНАЛОГОВ

Как было указано ранее, в этом пособии рассматривается состав-

ление лишь электрических схем-аналогов. Причём замещение систем 

различной физической природы цепями изложено в разделе 2 с пози-

ции возможности составления таких схем-аналогов. 

При электромагнитной аналогии электрическая схема-аналог по-

лучается методом дуального перестроения исходной цепи. Необходи-

мость перестроения обусловлена тем, что лишь цепь магнитных про-

водимостей топологически соответствует электрической схеме (схеме 

индуктивностей, п. 1.3.1). 

В случае электромеханических и электроакустических аналогий 

выбор использования первой или второй системы аналогий остаётся 

за исследователем. При использовании аналогий «сила – напряжение» 

и «расход – напряжение» схема-аналог получается методом дуального 

перестроения. 

При электротермической аналогии схема-аналог может быть пост-

роена без дуального перестроения, но состыкование её с электрической 

схемой облегчается после дуального перестроения с заменой источни-

ков температуры на источники теплового потока.

3.1. Электромагнитные аналогии

В п. 1.3.1 был рассмотрен пример, подтверждающий возможность 

построения электрической схемы-аналога магнитной системы, содер-

жащей магнитопровод с зазором и обмоткой возбуждения магнитного 

поля. В примере была рассмотрена последовательность действий, ко-

торая рекомендуется в качестве базовой.

1. Сначала по физической картине магнитного поля рассматривае-

мого устройства строится магнитная цепь, состоящая из магнитных со-

противлений и источников МДС (п. 2.2). Это наиболее сложная часть 

задачи, требующая хорошего понимания физических процессов и уме-

ния строить картину распределения магнитных потоков.

2. Далее с использованием дуального перестроения магнитной цепи 

получается цепь, являющаяся аналогом электрической схемы, о чём 

свидетельствует соответствие математического уравнения равновесия 

(1.6) для этой схемы его общепринятому виду. Поэтому мы имеем право 
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заменить в дуальной цепи-аналоге магнитные проводимости электри-

ческими индуктивностями, а источники магнитного потока – электри-

ческими напряжениями.

3. И наконец, полученная схема замещения магнитной цепи при-

стыковывается к схеме электрических соединений обмотки возбужде-

ния. Причём в качестве особенности рассмотренного примера электро-

магнитной аналогии выступает отсутствие необходимости применения 

масштабирования.

Для закрепления материала используем эту методическую последо-

вательность в ходе получения электрической схемы замещения нагру-

женного трансформатора (рис. 3.1). 

Рис. 3.1. Нагруженный трансформатор и его схемы замещения

При работе трансформатора магнитодвижущие силы F
1
, F

2
 первич-

ной и вторичной обмоток в контуре замыкания основного магнитного 

потока Ф
0
 по магнитопроводу действуют встречно. Встречно они вклю-

чены и в цепи замещения магнитной цепи (рис. 3.1,б), в которой R
р1

 

и R
р2

 – магнитные сопротивления путей замыкания потоков рассеяния 

Ф
p1

 и Ф
p2

. Элемент R
0
 – магнитное сопротивление магнитопровода для 

потока Ф
0
. Дуальная магнитная цепь показана на рис. 3.1,в. Магнитные 

проводимости G
р1

, G
р2

, G
0
 дуальны магнитным сопротивлениям R

р1
, R

р2
, 
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R
0
, а источники Ф

1
 и Ф

2
 – источникам МДС F

1
, F

2
. По цепи магнитных 

проводимостей (рис. 3.1,в) строится электрическая схема индуктив-

ностей и в соответствии с рис. 3.1,а дополняется до общей электричес-

кой схемы замещения трансформатора (рис. 3.1,г). В литературе такая 
схема носит название Т-образной.

Следует отметить, что при определении индуктивности L
p2 

нет необ-
ходимости учитывать число витков вторичной обмотки трансформато-
ра. Умножение проводимости G

p2
 на квадрат числа витков не вторичной, 

а первичной обмотки даёт приведённое к первичной обмотке значение 
индуктивности L

p2
. Однако параметры электрических элементов, вклю-

ченных во вторичную цепь, в этом случае необходимо приводить к пер-
вичной обмотке путём умножения на k2, где k – коэффициент трансфор-
мации (2.4). В рассматриваемом случае такими элементами являются 
активное сопротивление R

р2
 и сопротивление нагрузки R

н
. 

Кроме того, необходимо помнить о том, что ток i
2
 в схеме на 

рис. 3.1,г – это тоже приведённый параметр (путём умножения на 1/k) 
в соответствии с (2.5). То есть в общем случае при составлении элект-
рических схем замещения электромагнитных устройств (в отличие от 
простого примера в п. 1.3.1) следить за необходимостью и параметрами 
масштабирования элементов и переменных соседних систем (электри-
ческой и магнитной) необходимо.

Направления токов и напряжений в ветвях дуальной схемы опреде-
ляются в соответствии с их направлениями в исходной схеме по следу-
ющим правилам: 
−	 если напряжение источника в исходной схеме направлено к узлу, то 

в дуальной схеме ток, замещающий это напряжение, в контуре, за-
мещающем этот узел, должен быть направлен по часовой стрелке.  
И наоборот;

−	 если ток в ветви контура исходной схемы направлен по часовой 
стрелке, то в дуальной схеме напряжение на ветви, дуальное этому 
току, должно быть направлено к узлу, дуальному этому контуру. И на-
оборот. Следует помнить, что направление падения напряжения на 
сопротивлении противоположно току через него.

Поэтому:
−	 МДС F

1 
и F

2
 

 
в левом и правом контурах на рис. 3.1,в направлены по 

часовой стрелке, так как на рис. 3.1,б они направлены к соответству-
ющим узлам;
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−	 напряжение на G
р1 

на рис. 3.1,в направлено к узлу I, так как Ф
p1 

в кон-
туре I на рис. 3.1,б направлен по часовой стрелке, и противоположно 
направлению F

1
;

−	 напряжение на G
0 
на рис. 3.1,в направлено к узлу II, так как Ф

0 
в кон-

туре II на рис. 3.1,б направлен по часовой стрелке, а направление F
0
 

противоположно ему;

−	 напряжение на G
р2 

на рис. 3.1,в направлено от узла III, так как Ф
p2 

в контуре III на рис. 3.1,б направлен против часовой стрелки, и про-

тивоположно направлению F
2
.

Лабораторная работа 6 
Составление схем замещения электромагнитных систем  

по методу аналогии

Цель работы – освоение принципов составления электрических 

схем замещения электромагнитных систем.

Задание. Составить электрическую схему замещения электромагни-

та с неравномерным зазором, приведённого в лабораторной работе 2. 

Сформировать магнитную цепь магнитной системы.

Путём дуального её преобразования и замены магнитных элемен-

тов электрическими аналогами получить электрическую схему замеще-

ния индуктивностей обмоток. Ввести её в Micro-CAP.

Совместить индуктивности намагничивания магнитопровода с маг-

нитными сердечниками.

Дополнить электрическую схему активными сопротивлениями об-

моток и схемой их соединения (параллельно). Подключить к обмоткам 

источник импульсного тока. Таким образом, получается схема, объеди-

няющая свойства магнитной и электрической цепей электромагнита.

Провести исследование схемы в режиме Transient Analysis. Убедить-

ся в возникновении уравнительного тока, протекающего в цепи парал-

лельного соединения обмоток.

3.2. Электромеханические аналогии

В случае применения первой системы электромеханических анало-

гий используется следующая последовательность действий.

1. Сначала по физической картине рассматриваемого устройства 

отдельно для каждой степени свободы строятся механические цепи, 
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состоящие из сосредоточенных элементов и линий, передающих дви-

жение и силы. Если механическая система характеризуется движением 

элементов с несколькими степенями свободы, то необходимо предва-

рительно произвести ранжирование их с игнорированием наименее 

значимых для выполняемого анализа или приведением менее значи-

мых к более значимым (пример в п. 2.3.5). Это наиболее сложная часть 

задачи, требующая понимания физических процессов. Ещё раз отме-

тим: механическая цепь первой системы аналогий строится на поверх-

ности, обладающей нулевым механическим сопротивлением.

2. Далее с использованием дуального перестроения механической 

цепи получается её электрический аналог. В дуальной схеме-аналоге 

массы (моменты инерции) заменяются электрическими индуктивнос-

тями, податливости – ёмкостями, механические сопротивления тре-

ния – электрическими сопротивлениями, источники силы – источни-

ками напряжения, а источники скорости – источниками тока.

3. Последующее получение уравнений, описывающих работу схе-

мы, не представляет труда. Кроме того, оно может быть выполнено  

с применением известных САПР.

В случае второй системы аналогий при применении электроме-

ханической аналогии присутствует топологическая идентичность ме-

ханической цепи и электрической схемы аналога. Массы (моменты 

инерции) заменяются ёмкостями, податливости – индуктивностями, 

механические сопротивления трения – электрическими проводимос-

тями, источники силы – источниками тока, а источники скорости – 

источниками напряжения.

3.2.1. Особенности механических систем  
с преобразовательными элементами

Путём построения механической цепи решается задача получения 

электрической схемы-аналога также и для механической системы, со-

держащей преобразовательные элементы рычажного, гидравлическо-

го и других типов. В известных опубликованных работах [4], [9] па-

раметры механических элементов вторичной стороны «приводятся» 

к первичной, как в примере в п. 1.2.2. Такой путь позволяет получить 

приведённую механическую цепь системы, а не полную. Составление 

уравнений движения усложняется. Затрудняется и получение инфор-

мации о влиянии неприведённых параметров на динамику поведения 
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системы в целом. Рассмотрим вопросы составления механических це-

пей без приведения параметров элементов с учётом коэффициентов 

преобразования (редуцирования, трансформации). 

Особый интерес представляет анализ механической системы, не 

имеющей неподвижной точки опоры, как наиболее трудный для пони-

мания в классической механике. Уравнения движения такой системы 

имеют сложный вид. Однако получение уравнений модели по электри-

ческой схеме-аналогу не представляет труда.

Рис. 3.2. Механическая система с идеальным рычагом без опоры  
и её механическая цепь 

На рис. 3.2 представлены механическая система с идеальным ры-

чагом (использующим одну степень свободы, абсолютно жёстким, не-

весомым и без потерь) с соотношением плеч ab = l
1
, bc = l

2
 и её цепь 

замещения. Масса m изображена двухполюсником, соединённым од-

ним полюсом с инерциальной системой отсчета, с которой связаны 

неподвижные полюса силы f и пассивных элементов ξ
1
, ξ

2
. Сумма сил 

реакции опор идеального рычага в механической цепи, в соответствии 

с принципом Даламбера, равна нулю, поэтому идеальный рычаг в цепи 

заменяется точкой приложения этих сил (дополнительной к имеющим-
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ся в цепи узлам). А реакции сил в опорах рычага abc заменяются тремя 

источниками f
Fa

, f
Fb

, f
Fс

 [16] (функциональными источниками силы), по 

одному из полюсов которых подключается к этой точке.

Полярность включения активных элементов задана относительно 

направления источника силы f (от системы отсчета). Сила f
Fb

 проти-

водействует источнику силы f в опоре b. Силы f
Fa 

и f
Fс

 уравновешивают 

силу f
Fb,

 поэтому источники f
Fa 

и f
Fс

 направлены относительно специаль-

ной точки в противоположную силе f
Fb

 сторону.

Рис. 3.3. Варианты электрических схем-аналогов

Четыре контура этой механической цепи, отмеченных точками 

1, 2, 3, 4, в электрической схеме-аналоге заменены узлами (рис. 3.3). 

Слева на рис. 3.3 приведена схема, где в качестве дуальных аналогов 

функциональных источников силы использованы функциональные 

источники напряжения u
Fa

, u
Fb

, u
Fc

, а на схеме справа функциональные 

источники заменены на обмотки идеального электрического транс-

форматора с числом витков обмоток w
1
, w

2
 и w

1
 + w

2
. Сумма напряже-

ний обмоток этого трансформатора, как и сумма напряжений источ-

ников u
Fa,

 u
Fb

, u
Fc

, как и сумма сил f
Fa

, f
Fb

, f
Fс

, равна нулю. Поэтому без 

ущерба функционированию схемы контур обмоток трансформатора 

может быть разорван, например в точке соединения обмоток w
1
, w

2
, или 

вообще одна из обмоток, например w
1
 + w

2
 (источник u

Fb
), может быть 

удалена. То есть трансформатор превращается в автотрансформатор.

Как для идеального рычага не столь важны конкретные значения 

длин его плеч, а лишь их соотношение, так и для идеального транс-

форматора важны не конкретные значения числа витков, а их соот-

ношение – коэффициент трансформации. Поэтому возникающие, на 

первый взгляд, трудности в определении значений источников f
Fa

, f
Fb

, 
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f
Fс

, u
Fa

, u
Fb

, u
Fc

 исчезают, если принять условно за неподвижную одну из 

опор рычага, например b. От этого соотношение плеч рычага не изме-

нится, и определить его будет легко: 21 lflf FcFa = ;

2

1

1

2

w
w

u
u

l
l

f
fk

Fc

Fa

Fc

Fa ==== .
                                     (3.1)

В частном случае (рис. 3.2) – при неподвижной опоре b идеального 

двуплечего рычага возможно упрощенное построение электрической 

схемы – аналога механической системы. В этом случае плечи рычага l
1
, 

l
2
 можно представить двухполюсниками, которые в результате дуально-

го перестроения заменяются обмотками идеального трансформатора. 

Соотношение чисел витков этих обмоток должно быть обратным соот-

ношению длин рычагов (3.1). Также остаётся открытым вопрос форма-

лизации простановки направлений (полярности) обмоток.

Преобразовательные элементы гидравлического типа имеют в ряде 

случаев существенные технические преимущества перед элементами 

рычажного типа и находят самое широкое применение в различных 

устройствах с преобразованием скоростей, усилий и перемещений. Со-

ставление механических цепей таких систем имеет ряд особенностей. 

В гидравлическом преобразовательном элементе, как и в сложном 

рычаге, может быть несколько степеней свободы, по которым в общем 

случае осуществляются произвольные в реальном пространстве (но от-

носящиеся к одной и той же степени свободы в механической цепи) пе-

ремещения. Рабочим телом идеального преобразовательного элемента 

гидравлического типа является жидкость, сжимаемостью и инерцион-

ными свойствами которой при составлении механической цепи пре-

небрегают. При этих допущениях преобразовательный механический 

элемент имеет своим аналогом в электрической цепи идеальный (как 

и рычаг) трансформатор.

Преобразовательный элемент гидравлического типа можно пред-

ставить в виде заполненного жидкостью жёсткого корпуса, соединён-

ного с несколькими поршневыми насосами. В результате действия 

на поршни насосов внешних сил в заполненном жидкостью корпусе 

создаётся давление и на каждый из поршней действует сила, величи-

на которой пропорциональна площади соответствующего поршня. То 

есть соотношение площадей поршней выступает в роли коэффициента 

преобразования, как у рычага – соотношение длин плеч, а у электри-
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ческого трансформатора – соотношение чисел витков обмоток. Усилия 

на поршни можно назвать фиктивными источниками силы, поскольку 

величина усилия такого источника зависит от силы источника. ЭДС 

самоиндукции и взаимоиндукции в электрических системах также не 

являются независимыми. В этом можно видеть аналогию между сила-

ми, действующими на поршни в гидравлической преобразовательной 

системе, и ЭДС самоиндукции и взаимоиндукции в электрическом 

преобразовательном элементе – трансформаторе.

Если система распределения давления в гидравлическом преоб-

разователе сложная (разветвления полостей, клапаны и т. д.), то целе-

сообразно совместить электрическую схему – аналог механического 

устройства с электрической схемой – аналогом акустического (гидрав-

лического) преобразователя (см. п. 3.3).

3.2.2. Электрическая схема-аналог обобщённого источника 
сейсмических колебаний

Математическое обеспечение исследования структуры земной 

коры с помощью сейсмических (акустических) колебаний, создавае-

мых специальными источниками, всегда было тесно связано с методом 

аналогий. Обе эти науки первоначально развивались одними и теми же 

учёными [1]. 

Целью, которая должна быть достигнута при работе источника сей-

смических сигналов, является создание механических колебаний в зем-

ной коре на глубину до 3–5 км, используемых для исследования строе-

ния Земли без бурения скважин и отбора проб грунта. Задача создания 

колебаний обусловлена в первую очередь необходимостью поиска за-

лежей полезных ископаемых. Решение её с помощью взрывного метода 

создания сейсмических колебаний в настоящее время уже не отвечает 

повысившимся требованиям к производительности и экономичности 

проведения сейсмических исследований, а также к их экологической 

безопасности. Чтобы создавать механические колебания грунта требу-

емой интенсивности на излучающую плиту площадью 1–2 м2, контак-

тирующую с поверхностью грунта, необходимо прикладывать импуль-

сные усилия порядка 105–106 Н за время (3–10)×10-3 с. 

Источники сейсмических колебаний по типу механической системы 

могут быть, во-первых, построены по схеме воздействия на грунт (лёд 
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или поверхность воды) жёстким грузом-ударником, имеющим некую 

начальную скорость, полученную либо разгоном с помощью привода, 

либо падающим в поле силы тяжести. Во-вторых, возможен вариант 

конструктивной схемы, в котором воздействие на грунт осуществляет-

ся специальным импульсным приводом без набора грузом-ударником 

начальной скорости. При этом, как и в случае разгона груза приводом,  

в качестве точки опоры привода используется массивный пригруз.

Грунт как специфическая нагрузка должен сжиматься со скоро-

стью, не превышающей в среднем 3 м/с, поэтому независимо от типа 

механической системы сейсмоисточника он может оснащаться механи-

ческим преобразователем перемещений (чаще гидравлического типа), 

уменьшающим скорость воздействия излучающей плиты на грунт при 

обеспечении необходимых для эффективной работы привода сейсмо-

источника скоростей движения рабочих элементов привода.

Рассмотрим особенности построения механической цепи и элект-

рической схемы-аналога некоего обобщённого источника сейсмических 

колебаний. На рис. 3.4 изображена его механическая система. На поверх-

ности грунта размещена жёсткая плита 3, выполняющая роль излучателя 

сейсмических волн (колебаний). Сверху на ней установлен (может быть 

установлен) гидравлический преобразователь, стенки 2 которого вы-

полняют роль пригруза и направляющей для движения груза 1. Полость  

с жидкостью в гидравлическом преобразователе герметизирована под-

вижными или гибкими элементами 4 и 5. Груз 1 падает с заданной высо-

ты под действием силы тяжести (чтобы набрать необходимую скорость) 

на элемент 4 гидравлического преобразователя. Он может дополнитель-

но ускоряться специальным двигателем, действующим между грузом 1 

и пригрузом 2. В этом случае необходимая скорость движения груза 1 

может быть набрана при существенно меньшем пути разгона. Возможен 

вариант конструкции, в которой путь разгона груза равен нулю (в исход-

ном положении груз 1 расположен на элементе 4), при этом воздействие 

на грунт создаётся двигателем с нулевой начальной скоростью груза, та-

кой сейсмоисточник относится ко второму типу. 

В любом варианте конструкции силовое воздействие груза 1 на эле-

мент 4 гидравлического преобразователя приводит к появлению в жид-

кости давления р(t), действующего во все стороны. Однако конструк-

ция позволяет элементам двигаться лишь вертикально (имеется лишь 
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одна степень свободы). Поэтому давление придавливает излучатель 3  

к грунту, противодействует движению груза 1 вниз и подбрасывает при-

груз 2 вверх. 

Рис. 3.4. Механическая система сейсмоисточника

Грунт, поверхностные слои которого сжимаются при движении 

плиты 3 вниз, представляет собой сложную нагрузку, характеризуемую 

распределёнными параметрами. Однако в его математическую модель 

можно ввести эквивалентные сосредоточенные параметры массы, по-

датливости и вязкого трения, которые позволяют, не внося в расчёт гру-

бых ошибок, заменить распределённые параметры сосредоточенными 

[1], [6]. Эквивалентное значение массы грунта, приводящейся в дви-

жение при воздействии на неё усилием сейсмоисточника, может быть 

добавлено к массе плиты. В результате воздействия сейсмоисточника 

на грунт (упругую среду – ξ
3
, s

3
) генерируются затухающие колебания 

излучателя и сейсмические волны в грунте.

Гидравлический преобразователь в механической цепи сейсмоис-

точника может быть представлен аналогично рычагу, не имеющему 

неподвижной точки опоры, из примера в п. 3.2.1 в виде трёх функци-

ональных источников f
Fa

, f
Fb

, f
Fс

 силы реакции трёх его опор: на грузе 1 
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с площадью s
1
 воздействия на жидкость, на пригрузе 2 с площадью s

2
 

и на излучателе 3 с площадью s
3
. Если принять

k = s
3
/s

1
,                                                 (3.2)

то f
Fa

/f
Fс

 = k, а f
Fb

/f
Fс

 = k-1.

Рис. 3.5. Механическая цепь сейсмоисточника второго типа

Силы веса груза Р
1
, пригруза Р

2
 и излучателя Р

3
 направлены к систе-

ме отсчёта. Источник силы f, развиваемой двигателем сейсмоисточни-

ка, воздействует на пригруз с массой m
2
 вверх (не согласно с силой веса 

пригруза – источники обращены к полюсу массы разными полюсами), 

а на груз-ударник с массой m
1
 вниз (согласно с силой его веса – источ-

ники обращены к полюсу массы одинаковыми полюсами). Давление 

в гидравлическом преобразователе воздействует на пригруз и на груз-

ударник вверх (не согласно с силами их веса), а на плиту-излучатель  

с массой m
3
 вниз (согласно с силой его веса).

Если сейсмоисточник работает по принципу «падающего груза», 

то в механической цепи источник силы f отсутствует (разрыв цепи), 

а последовательно с массой m
1
 (между ней и точкой b гидравлическо-

го преобразователя) помещается управляемый ключ S, замыкающийся 

при прохождении падающим под действием силы веса ударником за-

данного расстояния – х
1
 (после набора необходимой скорости). Если 

ударник должен разгоняться более интенсивно, чем только силой веса, 

то источник f силы разгоняющего груз привода присутствует в цепи 

вместе с указанным управляемым ключом (рис. 3.6).



71

Рис. 3.6. Фрагмент механической цепи сейсмоисточника первого типа  
(зона ударного взаимодействия элементов)

Электрическая схема – аналог механической цепи сейсмоисточника 

по аналогии «сила – напряжение» (рис. 3.7) получается дуальным пере-

строением структуры по показанным на рис. 3.5 тонким и штриховым ли-

ниям. Контурный ток, замыкающий по цепи w
1
, w

2
, w

3
, равен нулю, пос-

кольку сумма ЭДС обмоток трансформатора равна нулю. Так как w
3
 равно 

сумме w
2
 + w

1
, то обмотку с числом витков w

3
 можно исключить из схемы. 

Полученные электрические схемы-аналоги можно при необходи-

мости свести к одноконтурным [17] путём приведения полных сопротив-

лений в цепях вторичных обмоток трансформатора к первичной обмотке 

(в качестве первичной можно рассматривать любую из обмоток).

Рис. 3.7. Электрическая схема – аналог механической цепи 
сейсмоисточника первого типа
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Рис. 3.8. Электрическая схема – аналог механической цепи  
сейсмоисточника второго типа

3.3. Задание начальных условий

На примере сейсмоисточника рассмотрим особенности задания 

начальных условий анализа схем-аналогов.

На рис. 3.7 источники u
P1

, u
P2

, u
P3

 включены по внешнему контуру 

согласно и заряжают ёмкость С
3
 до суммарного постоянного напря-

жения. В сейсмоисточнике второго типа, равном сумме u
P1

 + u
P2

 + u
P3

, 

в этом случае до начала моделирования ключ S разомкнут (или его нет). 

В сейсмоисточнике первого типа, равном сумме u
P2

 + u
P3

, до начала мо-

делирования ключ S замкнут. В механической цепи согласному соеди-

нению источников ЭДС соответствует сложение сил веса элементов 

(без ключа S – всех трёх, с ключом S – двух), что приводит к началь-

ному сжатию пружины ξ
3
. Если рассматривать не идеальный гидравли-

ческий преобразователь, а обладающий конечным значением податли-

вости рабочей жидкости, то в сейсмоисточнике второго типа (п. 3.4.2, 

рис. 3.12) дополнительная ёмкость С
п
 (податливость ξ

п
) заряжена до 

напряжения u
P1

 (груз 1 создаёт в упругой среде гидравлического преоб-

разователя начальное давление).

Следует обратить внимание на ситуацию с начальными значениями 

токов в схеме-аналоге на рис. 3.7. Некоторые САПР анализа переход-

ных процессов в электрических цепях позволяют производить до на-

чала моделирования переходного процесса расчёт начальных значений 
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переменных состояния по постоянному току. В этом случае в контуре 

u
P1

, L
1
, u, S начальный ток будет стремиться к бесконечности. Выходом 

из такой ситуации может быть отключение режима расчёта начальных 

значений переменных состояния и их обнуление. А для моделирования 

необходимой начальной скорости груза-ударника 1 до удара по гидрав-

лическому преобразователю можно использовать, например, результа-

ты расчёта падения его с заданной высоты путём задания величины со-

противления ключа S в замкнутом состоянии и условия выключения его 

по истечении заданного времени или прохождении грузом 1 заданного 

расстояния. Также можно без расчёта процесса падения груза задать 

эту скорость вручную. Например, в Micro-CAP (P-Spice) это возможно  

с помощью аргумента IC при задании величины индуктивности L
1
:

L1 2 3 2,5m IC = 2,

где 2, 3 – номера узлов; 2,5m – величина индуктивности –(2,5×10‑3 Гн↔кг); 

2 – начальное значение тока в индуктивности (А↔м/с).

Лабораторная работа 7 
Составление электромеханических схем замещения  

по методу аналогии

Цель работы – освоение принципов составления электрических 

схем замещения электромеханических систем.

Задание. Состыковать электрическую схему замещения электро-

магнита с электрической схемой-аналогом механической системы.

Объединить в одну схему, например, схему – аналог механической 

системы сейсмоисточника, приведённую на рис. 3.8, со схемой заме-

щения электромагнита, составленной в лабораторной работе 6, можно 

с применением в качестве источника напряжения u (рис. 3.8) функци-

онального источника. Величину напряжения этого источника необхо-

димо определить через параметры схемы замещения электромагнита. 

Для приведённого на рис. 2.7 электромагнита сила притяжения якоря  

к индуктору может быть определена по формуле Максвелла:

0

2

2µ
δδ SBF ≈ ,

где Вδ – индукция магнитного поля в зазоре между якорем и индукто-

ром; μ
0
 – магнитная проницаемость воздуха; Sδ – площадь полюсов ин-

дуктора.
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3.4. Электроакустические аналогии

3.4.1. Пример составления электрической схемы – 
аналога системы вентиляции

Вентиляционный расчёт – это, как правило, расчёт установивше-

гося режима, акустическая цепь в этом случае не содержит реактивных 

элементов. Распространённый вариант системы охлаждения мощного 

полупроводникового элемента (тиристора, полупроводникового моду-

ля, процессора и т. д.) приведён на рис. 3.9. Полупроводниковый при-

бор 1 установлен на алюминиевом или медном радиаторе 2, имеющем 

большую поверхность за счёт наличия большого количества каналов 

для прохода воздуха. В случае, когда естественного охлаждения недо-

статочно, на радиаторе устанавливается вентилятор 3. Вентилятор вы-

бирается по параметрам характеристики p(q) из номенклатуры готовых 

изделий либо проектируется [18].

Рис. 3.9. Система охлаждения, её акустическая цепь  
и электрическая схема-аналог

Акустические сопротивления каналов включаются параллельно 

друг другу и последовательно – с входным и выходным сопротивлени-

ями. Установка базовой точки может быть произвольной, но удобнее 

установить в качестве неё один из полюсов источника.

3.4.2. Особенности стыковки акустических  
и механических систем

Как уже указывалось в этом пособии, акустическая система может 

выполнять функцию нагрузки электротехнической системы или же 
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должна анализироваться в ходе вентиляционного расчёта устройства. 

В обоих случаях имеется взаимозависимость переменных пары систем: 

акустической и механической, акустической и термодинамической.  

В подобных случаях приходится использовать подход к исследованию 

сопряжённых систем и целесообразным является приведение систем 

различной физической природы к общей форме, например к электри-

ческой схеме замещения. 

Сначала при построении электрической схемы – аналога акусти-

ческой системы по физической картине рассматриваемого устройства 

строится акустическая цепь. Это наиболее сложная часть задачи, тре-

бующая хорошего понимания физических процессов и учёта соответс-

твия частоты (скорости) движения рабочей среды (газа, жидкости) по 

полостям их размерам. Одна и та же полость при различных значениях 

скорости движения по ней рабочей среды будет моделироваться раз-

личными сочетаниями сосредоточенных параметров цепи (п. 2.4.2). 

Акустическая цепь преобразуется в электрический аналог прос-

той заменой изображений элементов и их обозначений, так как элек-

трический аналог акустической цепи топологически эквивалентен ей.  

В последующем это упрощает «стыковку» акустической цепи с элект-

рическим аналогом механической цепи.

Например, в рассмотренном в п. 3.2.2 примере входящий в состав 

сейсмоисточника гидравлический преобразователь был представлен  

в механической цепи моделью идеального рычага.

Но в отличие от идеального рычага преобразователь гидравличес-

кого типа в сейсмоисточнике заполнен упругой жидкостью (также 

можно учесть упругость – растяжимость корпуса преобразователя). 

Если случай простой, её свойства могут быть учтены непосредствен-

но в механической цепи сейсмоисточника (рис. 3.10) податливостью ξ
п
 

и вязким трением s
п
, которые могут быть представлены в любой из опор 

рычага (точек a, b, c), так как силы f
Fa

, f
Fb

, f
Fс

 реакции в опорах рычага 

связаны через коэффициент k передачи гидравлического преобразо-

вателя (с их приведением к величине скорости движения этой точки). 

Кстати, в этом простом случае, как и в рассмотренных ранее частных 

случаях, имеются неясности: не ясно, как именно соединять элементы 

ξ
п
 и s

п
 – последовательно или параллельно.
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Рис. 3.10. Механическая цепь сейсмоисточника (рис. 3.7) с учётом параметров 
гидравлического преобразователя

Для устранения неясностей используем акустическую цепь гидрав-

лического преобразователя. Акустические цепи любой из опор рычага 

одинаковы (рис. 3.11), так как полость гидравлического преобразовате-

ля одна и моделируется изотермической акустической податливостью  

с элементом акустического трения (п. 2.4.2), а давление в гидравличес-

ком преобразователе – это одна переменная (f
Fb

/s
1
 при приведении её 

к опоре b рычага).

Рис. 3.11. Акустическая цепь гидравлического преобразователя 
сейсмоисточника, изображённого на рис. 3.4, и её электрический аналог

Далее воспользуемся электроакустической аналогией и «состыкуем» 

электрическую схему замещения акустической цепи гидравлического 
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преобразователя с электрической схемой замещения механической 

цепи, приведённой на рис. 3.7. При «стыковке» в роли масштабиру-

ющих коэффициентов выступают соотношения площадей поршней 

гидравлического преобразователя (3.1), (3.2), поэтому величины пара-

метров R
п
 и С

п
 зависят от того, в цепь какой обмотки (какой из опор ры-

чага) их поместили. Источник давления f
Fb

/s
1
 масштабируется до вели-

чины u
Fb

 – напряжения на обмотке w
1
 (аналога f

Fb
), при этом параметры 

пассивных элементов R
pb

 и С
pb

 приводятся через квадрат коэффициента 

приведения – площади s
1
:

2
1

2
1

,
s

C
C

s
R

R pb
nb

pb
nb == .

Результирующая схема сейсмоисточника приведена на рис. 3.12.

Рис. 3.12. Электрическая схема – аналог механической и акустической 
(упругого гидравлического преобразователя) систем сейсмоисточника 

3.5. Электротермические аналогии

Основная задача тепловых расчётов – определение температуры 

(перегрева) тех или иных частей разрабатываемого устройства. Этот 

расчёт, как и вентиляционный, чаще всего является расчётом устано-

вившегося режима. Но в случае исследования импульсных устройств 

или кратковременных режимов работы машин может встретиться зада-

ча определения продолжительности нагревания того или иного элемен-

та до предельной для него температуры, то есть необходимость расчёта 

переходного процесса в тепловой системе. Как для расчёта установив-
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шегося режима, так и для расчёта переходного процесса используются 

тепловые цепи. Но в случае исследования сопряжённых систем удоб-

нее использовать электрический аналог тепловой цепи.

Тепловая цепь, построенная путём отождествления отдельных 

фрагментов объекта исследования с тем или иным сосредоточенным 

параметром цепи, может быть преобразована в электрический аналог 

простой заменой изображений элементов и их обозначений, так как 

электрический аналог тепловой цепи топологически эквивалентен ей. 

Однако «стыковка» тепловой цепи с электрическими схемами упро-

щается, если применить её дуальное перестроение. При этом вместо 

источников температуры Θ будут использоваться легко определяемые 

в электрической схеме источники тепловых потерь Q.

Рис. 3.13. Система охлаждения, её тепловая цепь и электрический аналог

На рис. 3.13 приведена в качестве примера система охлаждения 

мощного полупроводникового прибора (как на рис. 3.9). Её тепловая 

цепь может быть представлена источником температуры Θ, теплоём-

костью С
Т
 – охлаждающего потока воздуха и тепловыми сопротивлени-

ями: R
п
 – корпус полупроводникового прибора – окружающая среда, 

R
пр

 – корпус полупроводникового прибора – радиатор, R
р1

 – радиа-

тор – окружающая среда, R
 р2

 – радиатор – охлаждающий поток возду-

ха, R
 в
 – охлаждающий поток воздуха – окружающая среда. В дуальной 

ей электрической схеме замещения используется источник Q теплово-

го потока, значение которого может быть определено в электрической 

части системы по аналогии «тепловой поток – напряжение».
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Лабораторная работа 8 
Составление схем замещения электротехнических систем  

с учётом тепловыделения и вентиляции

Цель работы – освоение принципов составления электрических 

схем замещения систем с учётом тепловыделения и вентиляции.

Задание 1. Состыковать электрическую схему замещения тепловой 

цепи системы охлаждения мощного полупроводникового прибора (ди-

ода, транзистора, тиристора – по заданию преподавателя), приведён-

ную на рис. 3.13, с электрической схемой его использования. 

В тепловой цепи источник теплового потока Q – это мощность по-

терь в полупроводниковом приборе (в Micro-CAP – функция PD (имя 

элемента). 

Получить зависимость мощности потерь в полупроводниковом 

приборе от температуры можно на основе анализа его статических ха-

рактеристик или отыскать эти данные в справочнике.

Так как Micro-CAP не позволяет устанавливать функции в качест-

ве значения параметра модели (например, для необходимого в данном 

случае изменения параметра T_ABS), то предлагается моделировать 

указанные потери резистором, включенным последовательно с полу-

проводниковым прибором, и вычислять значение функции PD() не 

только для полупроводникового прибора, но и для этого резистора. 

Сопротивление резистора (параметр VALUE) может быть задано функ-

цией от любых переменных. 

Задать сопротивление резистора как функцию температуры полу-

проводникового прибора, взятой из результатов расчёта схемы замеще-

ния тепловой цепи системы охлаждения. 

Схема включения полупроводникового прибора должна содержать 

источник питания, указанный дополнительный резистор, резистивную 

нагрузку и цепь смещения (в случае исследования транзистора).

Задание 2. Дополнить полученную схему замещения электрической 

схемой » аналогом системы вентиляции, приведённой на рис. 3.9. 

Рассчитать процесс нагревания полупроводникового прибора при 

различных значениях давления, создаваемого вентилятором. Скорость 

движения воздуха по каналам радиатора, влияющую на тепловое со-

противление R
р2

, рассчитывать по формуле

канSqv /= ,
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где S
кан

 – площадь сечения каналов; q – расход воздуха через каналы, 

полученный из результатов расчёта схемы замещения акустической 

цепи системы охлаждения.

3.6. Контрольные вопросы

1.	Обосновать необходимость дуального перестроения магнитной  

и механической цепей.

2.	Описать последовательность действий при использовании электро-

магнитной аналогии.

3.	Выполнить дуальное перестроение магнитной цепи трансформатора 

с отличающимся от единицы коэффициентом трансформации.

4.	Объяснить правило расстановки направлений токов и напряжений  

в дуальной магнитной или механической цепи.

5.	Описать последовательность действий при использовании электро-

механической аналогии по первой и второй системам аналогий и их 

особенности.

6.	Описать процесс моделирования механического идеального рычага 

(или гидравлического преобразователя).

7.	Объяснить правила моделирования соударяющихся масс.

8.	Как задать начальные значения усилий сжатых пружин и скоростей 

движения масс?

9.	Описать последовательность действий и их особенности при исполь-

зовании электроакустической аналогии.

10.	Описать последовательность действий и их особенности при ис-

пользовании электротермической аналогии.
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4. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА ПО ДИСЦИПЛИНЕ 

В ходе практических занятий по дисциплине и самостоятельной 

внеаудиторной работы (в учебном плане дисциплины предусмотрена 

курсовая работа) студенты выполняют проектирование и исследование 

режимов работы заданного преподавателем электротехнического уст-

ройства, состоящего из нескольких физических подсистем, подобного 

рассмотренному далее. 

Для исследуемого устройства необходимо разработать электричес-

кую систему питания (схему силовой части и, возможно, по указанию 

преподавателя – схему системы управления), составить электрические 

схемы замещения магнитной, механической, тепловой и акустической 

систем и исследовать в комплексе весь этот набор схем. Выбор про-

грамм ЭВМ для исследования остаётся за студентами, рекомендуется 

же программа Micro-CAP, так как она наиболее удобна для многовари-

антного анализа сопряжённых систем, который является целью рабо-

ты, и для решения задач дисциплины вполне достаточно использовать 

freeware версии (например, Micro-CAP 9 Evaluation/Student).

В качестве примера на рис. 4.1 схематически показана нагреватель-

ная индукционная установка, состоящая из индуктора-соленоида 1  

и нагреваемой электропроводящей детали 2, помещенной внутри ин-

дуктора. В витках обмотки индуктора схемой электропитания 3 (обыч-

но это тиристорный инвертор) создаётся ток высокой частоты. Нагрев 

детали происходит за счет выделения тепла при протекании по ней ин-

дуктированных токов, называемых вихревыми. Вихревые токи возни-

кают из-за того, что деталь находится в переменном магнитном поле, 

создающемся обмоткой индуктора соленоида. 

Индуктор цилиндрический, поэтому картина магнитного поля ус-

тановки симметричная в случае симметрично расположенной нагрева-

емой детали. Однако в задании может быть указана ситуация с несим-

метричным расположением детали в индукторе – Δl, Δr. Витки обмотки 

выполняются с отверстиями для прохода охлаждающей жидкости.

Предлагается при построении магнитной цепи индукционной ус-

тановки разбить картину её магнитного поля на отдельные участки, 

на которых оно может быть описано сравнительно простыми соотно-

шениями и зависимостями по подобию с рассмотренными в п. 1.3.1  

и п. 3.1 примерами. 
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Рис. 4.1. Схема нагревательной индукционной установки

Следует выделить: магнитное сопротивление на пути замыкания 

магнитного потока рассеяния обмотки индуктора (не пересекающего 

нагреваемую деталь); магнитные сопротивления на пути замыкания 

магнитного потока между индуктором и нагреваемой деталью и маг-

нитного потока через нагреваемую деталь по её длине (вдоль силовых 

линий поля); магнитное сопротивление на пути общего потока на ос-

тальной части пространства, то есть вне индуктора. 

Далее построить цепь магнитных проводимостей нагревательной 

индукционной установки и её электрическую схему замещения. Выбор 

параметров магнитной цепи осуществить с помощью теоретического 

расчёта с использованием упрощения геометрических форм картины 

магнитных потоков либо с применением студенческой версии про-

граммы Elcut. 

Затем необходимо состыковать схему замещения магнитной сис-

темы со схемой электропитания – тиристорным инвертором с приме-

нением масштабирования параметров элементов (на начальных ста-

диях разработки возможно применение вместо инвертора встроенных  

в программу источников тока и напряжения).

Механическая система в нагревательной индукционной установке 

может анализироваться лишь в случае необходимости разработки уст-

ройства подачи длинной детали, синхронизированной с её нагревом.
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Установки индукционного нагрева, как правило, содержат систе-

му охлаждения индуктора водой (проводники индуктора представляют 

собой трубки, через которые проходит под давлением вода, охлаждаю-

щаяся во внешнем радиаторе), но для маломощных систем возможен 

вариант воздушного охлаждения (по заданию преподавателя). 

Для определения динамики изменения температуры детали и эле-

ментов индуктора необходимо составить электрические схемы заме-

щения тепловой цепи индуктора, включая нагреваемую деталь, и цепи 

системы охлаждения индуктора – акустической.
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